








Identification of Dynamic Systems 
— An Introduction with Applications 


~ 


RAR i= . yer 
MASEK (Marco Münchhof) 


4 
=] 


| Identification 
of Dynamic 


Systems en 


机 械 工 业 出 版 社 


CHINA MACHINE PRESS 








e 作者 简介 








监控 和 安全 性 
斯 图 加 特大 学 获得 博士 学 位 ， 先 后 
大 学 和 达 姆 施 塔 特 王 汪 夫 学 任教 ， 








IT 向 包括 TT L \|p 控制 | 、 AR N 





= 


故障 诊断 等 。 著 有 德 文 和 英文 专著 多 部 


M. 88 5 Æ X (Marco Münchhof 





姆 施 塔 特工 业 大 学 区 X 获得 博士 学 人 
教 ， 从 2006 年 起 讲授 “动态 系 
开 究 方向 包括 系统 辨识 、 故 障 诊 断 等 








国际 电气 与 电子 工程 译 从 


动态 系统 辨识 
一 一 导论 与 应 用 


Identification of Dynamic Systems 
—— An Introduction with Applications 


R. #&% (Rolf Isermann)  _, 
M. A#F#&X (Marco Münchhof) 
my m kK Ma B 
HRA F 


(18) 


© 


机 械 工 业 出 版 社 
(原著 由 Springer 出 版 ) 


pa 





AU Aa te. HAM, A ARPT RASA, MERSNES 
下 向 应 用 的 辨识 方法 。 主 要 内 容 包括 时 域 与 频 域 、 连 续 时 间 与 离散 时 间 上 
非 参数 模型 辨识 和 参数 模型 辨识 ， 比 较 深 入 地 讨论 了 辨识 的 数值 计算 和 实 
际 应 用 中 的 若干 问题 ， 对 多 变量 系统 辨识 、 非 线性 系统 辨识 以 及 闭环 系统 
辨识 等 也 有 较为 系统 的 论述 。 全 书 共 分 9 个 部 分 ，24 音 ， 各 章 论 述 系统 、 
简要 ， 配 有 习题 和 数据 集 ， 供 读者 练习 ， 以 加 强 理解 。 

本 书 可 供 自动 化 类 及 相关 专业 高 校 师 生 和 工程 科技 人 员 选 用 。 


Translation from English language edition: 























Peay 





















































Identification of Dynamic Systems By Rolf Isermann and Marco Munchhof 

Copyright © 2012 Springer Berlin Heidelberg 

Springer Berlin Heidelberg is a part of Springer Science + Business Media 
All Rights Reserved 

本 书 由 Springer 授权 机 械 工业 出 版 社 在 中 国境 内 (不 包括 香港 、 澳 门 
特别 行政 区 以 及 台湾 地 区 ) 出 版 与 发 行 。 未 经 许可 之 出 口 ， 视 为 违反 著 
作 权 法 ， 将 受 法 律 之 制裁 。 

北京 市 版 权 局 著作 权 合同 登记 图 字 : 01 -2013 - 6566 号 









































图 书 在 版 编目 (CIP) 数据 


动态 系统 辨识 :导论 与 应 用 /( 德 ) 伊 泽 曼 ,( 德 ) Wat RE; HL, ONE, 
AUPE it PE. 一 北京 :机 械 工 业 出 版 社 ,2016. 3 

(国际 电气 与 电子 工程 译 丛 ) 

书 名 原文 :Identification of Dynamic Systems; An Introduction with Applications 
ISBN 978-7- 111-53217-0 


LOJ- LOF- ON. 图 杨 … Ok- Ofl- I. O 动态 
系统 -系统 辨识 M.O TP13 
中 国 版 本 图 书馆 CIP 数据 核 字 (2016) 第 051542 号 


机 械 工业 出 版 社 (北京 市 百 万 庄 大 街 22 号 ”邮政 编码 ”100037) 
责任 编辑 , 时 更 责任 校对 : THA 
责任 印 制 : 乔 SE 






































北京 铭 成 印刷 有 限 公 司 印刷 








2016 年 4 月 第 1 版 :第 1 次 印刷 
184mm x 260mm + 35. 25 印张 . 870 千 字 
0001- 2500 Ht 
标准 书号 : ISBN 978-7- 111-53217-0 
定价 : 129. 00 元 


凡 购 本 书 , 如 有 缺 页 、 倒 页 、 脱 页 ,由 本 社 发 行 部 调换 















































电话 服务 网 络 服务 
服务 咨询 热线 :(010)88379833 机 T. E 网 :www. empbook. com 
机 工 官 博 :weibo. com/cmp1952 
卖 者 购书 热线 :(01 
BER OEA 教育 服务 网 www. cmpedu. com 








封面 无 防伪 标 均 为 盗版 金 书 网 :www. golden - book. com 


中 文 版 序 ” 


利用 数学 模型 对 任意 类 型 的 自然 或 技术 过 程 进行 理解 、 设 计 或 操作 变 得 日 益 重 要 。 获 得 
不 同 数学 形式 的 模型 可 以 创造 许多 可 能 性 ， 比 如 在 建立 过 程 之 前 先进 行 仿真 ， 或 者 实现 特定 
的 控制 操作 条 件 之 前 先进 行 测试 ， 或 者 训练 驾驶 员 和 操作 员 等 。 数 学 模型 也 可 能 是 控制 系统 
的 一 部 分 ， 而 且 是 调 优 或 自 适应 控制 系统 必 不 可 少 的 部 分 。 

由 于 很 多 情况 下 建立 过 程 模型 不 能 仅 基于 物理 和 化 学 定律 等 理论 公式 ， 所 以 需要 利用 评 
估计 算 测量 信号 而 进行 辨识 。 更 多 采用 的 是 混合 的 方法 ， 即 先 利用 基本 原理 推导 出 模型 结 
构 ， 也 就 是 模型 方程 式 ， 然 后 利用 参数 估计 方法 ， 根 据 测 量 数据 确定 模型 的 最 优 参数 。 

本 书 的 英文 原版 于 2010 年 底 问 氛 。 萧 德 云 教授 意识 到 ， 本 书 将 在 中 国 对 学 习 系 统 辨 识 
的 学 生 和 运用 系统 辨识 的 实践 者 非常 有 帮助 ， 因 此 推荐 将 其 翻译 成 中 文 。 这 本 系统 辨识 著作 
的 主要 优势 是 : 对 辨识 方法 做 了 全 面 介 绍 ， 且 重点 聚焦 于 各 种 方法 背后 的 引出 动机 和 基本 思 
想 ， 并 伴 有 实践 问题 的 讨论 ; 不 同 的 工业 应 用 实例 会 激发 读者 ， 通 过 对 所 给 实例 的 学 习 ， 将 
方法 转化 成 各 自 的 具体 应 用 ; 取 自 实验 装置 的 数据 可 以 让 读者 马上 行动 起 来 ， 将 本 书 讨论 的 
算法 应 用 于 现实 世界 的 数据 。 

取得 出 版 商 的 同意 后 ， 杨 帆 博 士 〈 清 华 大 学 ) 、 耿 立 辉 博士 〈 天 津 职业 技术 师范 大 学 ) 
和 倪 博 溢 博 士 (SAP 中 国 研究 院 ) 高 度 勤奋 地 翻译 了 本 书 ， 闭 德 云 教授 对 译 稿 进行 了 仔细 
的 修改 审定 。 

我 们 十 分 感谢 将 本 书 翻译 成 中 文 ， 感 谢 译 者 的 敬业 工作 以 及 所 付出 的 时 间 与 努力 ， 祝 愿 
本 书 能 顺利 传播 推广 。 
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Preface for the Chinese translation 


Employing mathematical models of any type of natural or technical processes becomes increas- 
ingly important in understanding or designing and operating these processes. The access to models in 
different mathematical forms opens for example the possibility to simulate processes before they are 
built or to test special controlled operation conditions before their realization or to train pilots and op- 
erators. Mathematical models may also be part of control systems and are an essential part of well - 
tuned or adaptive control systems. 

As the creation of process models in many cases cannot only be based on theoretical formula- 
tions based on e. g. physical and chemical laws, the identification by evaluating measured signals is 
required in many cases. Often, a hybrid approach is employed where first the model structure, i. e. 
equations, are derived by applying first principles. By parameter estimation, then the optimal pa- 
rameters for the model are determined from measurements. 

The original English version of this book appeared at the end of 2010. It was Professor Xiao, 
who felt that the book will prove very helpful to students and practitioners of system identification in 
China and therefore recommended its translation. The main benefits of this compendium on system 
identification are the holistic introduction to identification methods focusing on the motivation and i- 
deas behind the individual methods accompanied by a discussion on practical issues. The various ex- 
amples of industrial applications shall stimulate the reader to transfer the methods to his/her specific 
application by learning from the provided examples. Test data taken at an experimental setup allow 
the reader to take the first steps right away and apply the algorithms presented in this book to real - 
world data. 

After acceptance by the publisher, the manuscript was with high diligence translated by Dr. 
Yang (Tsinghua University) , Dr. Geng (Tianjin University of Technology and Education) and Dr. 
Ni (SAP China) . Professor Xiao then carefully revised the Chinese manuscript. 

We highly appreciate the translation of the book into Chinese, thank our colleagues for this ded- 


icated work and their time and effort, and wish all the best for the dissemination of the book. 


Rolf Isermann Marco Miinchhof 


Both huwo M Minchhof 


Darmstadt, May 2015 
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系统 辨识 研究 的 是 如 何 根据 含有 噪声 的 输入 和 输出 数据 建立 系统 的 数学 模型 ， 所 获得 的 辨识 
模型 是 某 种 准则 意义 下 的 一 种 统计 近似 ， 近 似 的 程度 取决 于 对 系统 先 验 知识 的 了 解 ， 以 及 对 辨识 
三 要 素 (数据 集 、 模 型 类 和 准则 函数 ) 的 掌握 和 运用 。 在 R. Isermann 教授 这 本 著作 中 ， 对 辨识 
的 这 些 本 质 概念 给 出 了 充分 的 论述 和 解释 ， 使 人 真正 领略 到 这 些 概念 的 内 在 意义 。 另 外 ， 系 统 辩 
识 确实 就 像 荷兰 教授 P. Eykhoff 所 说 的 那样 一 一 “是 一 只 装 满 技 巧 的 口袋 ”，R. Isermann 教授 这 本 
著作 是 这 人 句 话 的 最 好 诠释 ， 该 书 从 时 域 到 频 域 、 从 连续 时 间 到 离散 时 间 、 从 线性 到 非 线 性 、 从 
SISO 系统 到 MIMO 系统 、 从 模型 结构 确定 到 模型 参数 估计 、 从 变量 选择 到 测试 信号 设计 以 及 从 理 
论 分 析 到 实例 应 用 等 多 方面 、 多 角度 地 论述 辨识 技巧 无 所 不 在 ， 让 人 信服 并 领情 到 辨识 技巧 的 魅 
力 。 特 别 地 ，R. Isermann 教授 在 这 本 著作 中 为 读者 点 出 了 许多 辨识 研究 的 空间 和 方向 ， 有 心 者 可 
以 从 中 受到 启迪 ， 有 望 研 究 出 更 多 、 更 巧 的 辨识 技巧 ， 以 进一步 丰富 辨识 这 只 “口袋 ”。 

2011 年 看 到 R. Isermann 教授 这 本 著作 问世 之 时 ， 就 感到 这 是 一 本 具有 时 代 感 的 不 凡 大 
作 ， 推 荐 杨帆 博士 将 它 翻译 成 中 文 出 版 。 后 来 杨帆 博士 又 邀请 耿 立 辉 博士 和 倪 博 洪 博 士 加 
盟 ， 这 是 三 位 年 轻 的 工学 博士 ， 具 备 深 厚 的 系统 辨识 学 术 底 列 ， 算 是 强 强 联手 。 他 们 三 位 取 
得 清华 大 学 博士 学 位 之 后 ， 先 后 在 加 拿 大 、 德 国 、 法 国 和 澳大利亚 从 事 过 博士 后 研究 或 做 过 
访问 学 者 ， 对 系统 辨识 的 灼 见 深 受 合作 导师 的 赏识 。 

杨帆 博士 从 2012 年 起 接替 我 担任 清华 大 学 研究 后 “系统 辨识 理论 与 实践 ”这 门 专业 基 
础 课 的 教学 工作 。 在 课堂 理论 教学 环节 中 ， 可 以 把 深奥 的 知识 讲 得 深入 浅 出 、 入 木 三 分 。 在 
课堂 讨论 环节 中 ， 可 以 游 思 有 余地 引导 学 生 层 层 深入 ， 将 辨识 的 知识 点 像 穿 糖 萌 芦 似 地 贯穿 
在 一 起 ， 课 后 学 生 总 会 深 深 感叹 “原来 辨识 知识 点 有 这 么 紧密 的 关联 ”。 

耿 立 辉 博士 在 EIV 模型 辨识 方面 提出 具有 广泛 实用 意义 的 两 种 方法 ， 并 在 小 型 卫星 广义 姿 
态 模型 辨识 中 得 到 成 功 应 用 。 一 种 是 六 最 优 辨 识 方法 ,在 天 信号 空间 下 对 测量 数据 进行 正 交 
分 解 ， 使 描述 为 正规 互 质 因子 的 系统 模型 输出 与 描述 为 补 内 和 矩阵 因子 的 噪声 模型 输出 正 交 ， 以 
此 获得 系统 辨识 模型 。 另 一 种 是 鲁 棒 辨识 方法 ， 以 v -gap 度量 为 优化 准则 ， 通 过 对 描述 为 正 
规 互 质 因子 的 系统 模型 进行 优化 ， 并 量化 其 最 坏 情况 下 的 误差 ， 以 获得 系统 辨识 模型 。 

侃 博 溢 博 士 在 非 均 匀 采 样 系统 辨识 方面 做 出 过 具有 创新 性 的 贡献 ， 并 成 功用 于 天 然 气 长 
输 管线 生产 过 程 的 数据 压缩 。 人 针对 非 均 匀 采 样 系统 ， 提 出 基于 有 限 脉 冲 响应 模型 的 最 小 二 乘 
辨识 方法 和 基于 Fourier 变换 的 频 域 模型 辨识 方法 ; 通过 构造 积分 滤波 器 ， 提 出 连续 状态 空 
间 模 型 下 的 子 空间 辨识 方法 和 在 非 均 匀 步 长 和 数据 不 完备 条 件 下 的 高 斯 - 牛顿 递 推 状 识 
方法 。 

虽然 三 位 博士 具有 渊博 的 专业 知识 ， 对 系统 辨识 的 研究 也 成 绩 斐 然 ， 但 承担 本 书 的 翻译 工 
作 依 然 谦虚 好 学 ， 莫 问 业 业 ， 协 同 努 力 ， 经 常 在 一 起 探索 作者 的 学 术 思想 ， 以 及 应 如 何 才能 
好 地 表述 作者 的 学 术 观 点 ， 可 谓 是 三 人 同心 ， 其 利 断 金 ， 才 有 如 此 难得 的 译作 ， 可 哀 可 锅 。 在 
此 ， 借 昔 人 的 韵 调 点 赞 三 位 博士 对 译作 的 孜孜 以 求 : 百 计 修 编 不 肯 休 ， 千 方 润色 似 苛求 ， 认 真 
不 苟 丝 堪 表 ， 译 著 能 成 数 一 流 。 希 望 他 们 再 接 再 厉 ， 将 来 出 版 更 多 、 更 好 的 专业 著作 。 

RRA 
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i AP A 

本 书 英文 原版 由 德国 Darmstadt 工业 大 学 R. Isermann 教授 和 M. Miinchhof 博士 合 著 。 
Isermann 教授 是 Darmstadt 工业 大 学 自动 控制 研究 所 荣 休 教授 、 控 制 系统 与 过 程 自动 化 实验 
室 主任 、 国 际 自动 控制 联合 会 (IFAC) Fellow， 曾 任 IFAC 副 主席 和 多 个 技术 委员 会 主席 等 
学 术 职 务 ， 在 国际 自动 控制 界 享有 尝 高 声誉 。 他 多 年 从 事 系统 辨识 的 科研 和 教学 工作 ， 几 十 
年 间 在 系统 辨识 的 方法 探索 和 应 用 研究 方面 做 出 了 诸多 成 果 。 

作者 结合 自己 在 系统 辨识 方面 的 研究 工作 ， 于 20 世纪 70 年 代 出 版 了 德 文 版 专著 
《ProzeBidentifikation》， 之 后 多 次 扩充 、 再 版 ， 例 如 1992 年 版 的 《Identifikation Dynamischer 
Systeme》。 本 书 英 文 版 可 以 说 是 作者 几 十 年 的 积累 之 大 成 。21 世纪 以 来 系统 辨识 领域 鲜 有 打 
易 之 作 ， 而 本 书 则 是 一 部 重量 级 作品 ， 值 得 学 习 与 品味 。 为 方便 国内 读者 阅读 ， 我 们 将 其 翻 
译 成 中 文 ， 希望 能 帮助 到 更 多 的 读者 从 中 受益 。 

本 书 的 主要 特点 : 

(1) 体系 完整 ,包括 了 时 域 与 频 域 、 连 续 时 间 与 离散 时 间 的 各 种 常用 辨识 方法 ， 并 对 
多 变量 系统 辨识 、 非 线性 系统 辨识 以 及 闭环 系统 辨识 等 有 较为 系统 的 论述 。 对 子 空间 辨识 、 
神经 网 络 辨 识 等 较 新 的 研究 成 果 做 了 专题 介绍 ， 弥 补 了 经 典 专著 在 这 方面 的 缺失 。 

2) 书 中 没有 过 多 和 过 于 严格 的 数学 推导 和 证 明 ， 特 别 强调 方法 的 思路 和 应 用 ， 对 问 
题 的 原始 出 处 给 出 了 许多 参考 文献 ， 为 读者 的 进一步 探讨 提供 了 方便 。 参 考 文献 中 近 十 年 的 
占有 较 大 比例 ， 可 以 看 出 作者 特别 注意 学 术 界 的 新 发 展 。 

(3) 出 于 为 读者 着 想 ， 作 者 花 较 大 篇 幅 介绍 了 信号 处 理 以 及 相关 领域 的 基础 知识 和 基 
本 方法 ， 并 对 算法 的 数值 性 能 做 了 恰到好处 的 讨论 ， 这 是 辨识 方法 在 实际 应 用 中 必然 要 面临 
的 问题 。 

(4) 应 用 导 癌 是 本 书 的 守则 ， 因 此 书 中 对 各 种 方法 的 适用 性 、 特 点 和 实践 中 的 否 干 问 
题 做 了 很 多 讨论 ， 专 门 介绍 了 辨识 方法 在 几 类 典型 实际 对 象 上 的 应 用 ， 这 一 定 会 给 读者 留 下 
深刻 的 印象 。 阅 读 这 部 分 内 容 时 需要 一 定 的 领域 背景 知识 ， 读 者 可 参阅 作者 的 另外 几 部 英文 
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fault detection to fault tolerance) AI (Fault diagnosis of technical processes) 等 。 

(5) 本 书 多 数 章节 配 有 习题 ， 这 些 习题 多 数 属 于 概念 题 或 思考 题 ， 也 有 一 些 需要 算法 
实现 的 题目 ， 认 真 做 一 做 对 理解 正文 内 容 会 有 很 大 好 处 。 

本 书 还 配 有 数据 集 ， 可 从 网 页 “http: //extras. springer. com/2011/978-3-540-78879-9” F 
载 。 这 是 在 三 质量 振荡 器 上 进行 实验 得 到 的 数据 ， 包 括 多 组 外 加 输入 信号 和 相应 的 输出 信 
号 ， 数 据 集 的 采样 频率 很 高 ， 经 间隔 选用 ， 可 提供 多 种 不 同 采样 时 间 (整数 倍 ) 的 数据 。 
三 质量 振荡 器 的 机 理 模型 见 附 录 B， 实 验 设置 见 配套 说 明文 件 。 

VI 
























































本 书 由 杨帆 、 耿 立 辉 和 倪 博 溢 三 位 博士 联手 翻译 ， 并 得 到 清华 大 学 自动 化 系 多 位 教授 的 
指导 。 杨 帆 博 士 翻 译 了 第 1 章 、 第 8~13 章 、 第 24 章 及 中 文 版 序 、 原 著 序 言 、 符 号 列表 和 
索引 ; 耿 立 辉 博 士 翻 译 了 第 2~7 章 、 第 22 章 、 第 23 章 及 附录 A 和 B; 倪 博 溢 博 士 翻译 了 
第 14 ~21 章 ; 清华 大 学 萧 德 云 教授 对 全 书 进行 了 逐 句 认真 的 审 校 , 保 证 了 翻译 质量 ， 也 使 
全 书 行文 格调 趋 于 一 律 。 特 别 还 应 该 致谢 责任 编辑 时 静 老 师 为 本 书 的 出 版 所 做 的 一 切 。 

译 者 花 了 一 年 多 的 时 间 进 行 翻译 ， 力 图 忠实 传达 作者 的 原意 。 翻 译 过 程 中 ， 译 者 对 原文 
中 的 一 些 玻 漏 进行 了 校订 ， 以 译 考 注 的 形式 放 在 脚注 中 ， 供 读者 参考 。 尽 管 译 者 尽 了 全 力 ， 
但 由 于 水 平 有 限 ， 仍 不 免 存 在 廖 误 ， 敬 请 读者 批评 指正 。 






























































EX. HM, RIE a 
于 清华 大 学 
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自动 控制 系统 的 设计 、 实 现 和 操作 等 许多 问题 都 需要 相对 准确 的 数学 模型 ， 以 用 于 描述 
过 程 的 稳 态 和 动态 特性 。 自 然 科 学 的 各 个 领域 ,特别 是 物理 、 化 学 和 生物 学 ， 以 及 在 医学 工 
程 和 经 济 学 中 ,一般 也 是 如 此 。 如 果 物 理 定律 (基本 原理 ) 的 解析 形式 已 知 ， 那 么 基本 的 
稳 态 和 动态 特性 可 以 通过 理论 分 析 或 物理 建 模 得 到 。 人 然而， 如 果 这 些 定律 未 知 或 者 只 有 部 分 
已 知 ， 或 者 关键 参数 不 能 足够 精确 地 获得 ， 那 么 就 必须 进行 实验 建 模 ， 称 作 过 程 辨 识 或 系统 
辨识 ， 也 就 是 利用 测量 信号 在 所 选 的 数学 模型 类 中 确定 过 程 或 系统 的 模型 。 

系统 辨识 这 个 科学 领域 是 在 1960 年 左右 开始 系统 地 发 展 起 来 的 ， 尤 其 是 在 控制 和 通信 
工程 领域 。 它 以 系统 理论 、 信 号 理论 、 控 制 理论 和 统计 估计 理论 的 方法 为 基础 ， 旦 受 现代 测 
量 技 术 、 数 值 计算 和 精确 信号 处 理 、 控 制 及 自动 化 功能 等 需求 的 影响 。 辨 识 方法 的 发 展 可 诉 
诸 大 量 的 文章 和 书籍 ， 然 而 产生 重要 影响 的 是 IFAC 系统 辨识 专题 会 议 。 该 会 议 从 1967 年 以 
来 在 全 世界 范围 内 每 三 年 组 织 一 次 ，2009 年 在 法 国 圣 马 洛 召开 的 是 第 15 届 。 

本 书 旨 在 以 一 种 易 懂 、 明 晰 、 有 条 理 的 方式 论述 系统 辨识 ,而且 特 别 注重 面向 应 用 的 方 
法 ， 这 对 使 用 者 解决 实验 建 模 问题 很 有 帮助 。 本 书 以 1971 、1974、1991 以 及 1992 年 出 版 的 
德 文书 和 多 年 讲授 的 课程 为 基础 ， 内 容 包 括 过 去 30 年 来 自己 的 研究 成 果 和 许多 其 他 研究 团 
队 的 论著 。 

全 书 分 9 个 部 分 。 在 “绪论 ”及 “线性 动态 系统 和 随机 信号 的 数学 模型 ”两 章 之 后 ， 
第 I 部 分 论述 非 参 数 模 型 和 连续 时 间 信 号 的 辨识 方法 。 利 用 非 周 期 和 周期 测试 信号 确定 频率 
响应 的 经 上 典 方法 对 理解 辨识 的 一 些 基本 概念 是 非常 有 益 的 ， 而 且 是 其 他 辨识 方法 的 基础 。 

第 工 部 分 讨论 利用 自 相关 和 互相 关 浮 数 确定 脉冲 响应 的 方法 ， 包 括 连 续 时 间 和 离散 时 
间 。 这 些 相 关 分 析 方 法 可 以 看 作 是 用 于 具有 随机 干扰 测量 数据 的 基本 辨识 方法 ,它们 是 后 面 
章节 论述 的 其 他 估计 方法 的 基本 要 素 ， 并 可 直接 用 于 二 值 测试 信号 的 设计 。 

第 II 部 分 中 论述 离散 时 间 参 数 模 型 ( 比如 差分 方程 的 辨识 方法 主要 基于 最 小 二 乘 参 
数 估计 。 首 先 ， 针 对 稳 态 过 程 讨论 这 些 估计 方法 ， 也 称 作 回 归 分 析 ， 然 后 扩展 到 动态 过 程 ， 
导出 非 递 推 和 递 推 的 两 种 参数 估计 方法 ， 并 给 出 多 种 改进 方法 ， 如 增 广 最 小 二 乘法 、 总 体 最 
小 二 乘法 以 及 辅助 变量 法 等 。 贝 叶 斯 方法 和 极 大 似 然 方法 需要 更 深 的 理论 背景 ， 也 涉及 性 能 
边界 的 讨论 。 另 外 ， 专 门 有 两 章 探讨 时 变 系统 和 闭环 条 件 下 的 参数 估计 。 

第 IV 部 分 介绍 连续 时 间 模 型 的 参数 估计 方法 。 首 先 将 参数 估计 方法 扩展 用 于 可 测 的 频 
率 响 应 ， 然 后 讨论 微分 方程 的 参数 估计 和 利用 状态 变量 滤波 器 的 子 空间 方法 。 

第 V 部 分 集中 讨论 多 变量 系统 (MIMO) 的 辨识 。 首 先 讨论 线性 传递 函数 和 状态 空间 
模型 的 基本 结构 ， 然 后 讨论 相关 分 析 和 参数 估计 方法 ， 包 括 同时 激励 几 个 输入 情况 下 特殊 的 
不 相关 测试 信号 的 设计 。 然 而 ， 有 时 逐个 依次 辨识 单 输 入 多 输出 (SIMO) 过 程 反 而 会 更 加 
简单 。 

对 许多 复杂 的 过 程 ， 非 线性 系统 辨识 非常 重要 ， 第 VI 部 分 讨论 这 个 问题 。 对 一 些 特 殊 
的 模型 结构 ， 如 Volterra 级 数 、Hammerstein 模型 和 Wiener 模型 ， 可 以 直接 使 用 线性 系统 所 
用 的 参数 估计 方法 。 然 后 探讨 多 维 、 非 线性 问题 的 迭代 优化 方法 和 一 些 已 经 发 展 起 来 的 其 他 
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有 效 方法 ， 包 括 基于 结合 参数 模型 的 非 线性 网 络 模型 方法 ， 如 神经 网 络 及 其 变形 ， 以 及 以 非 
参数 表示 的 查 表 (图 ) 法 等 。 此 外 ， 还 讨论 使 用 扩展 Kalman 滤波 器 的 方法 。 

第 VIL 部 分 总 结 了 几 种 辨识 方法 所 共有 的 一 些 其 他 问题 ， 包 括 数值 计算 问题 、 参 数 估计 
的 实际 考虑 和 不 同 参数 估计 方法 的 比较 等 。 

第 VIL 部 分 论述 几 种 辨识 方法 在 实际 过 程 中 的 应 用 ， 如 电动 和 液压 执行 器 、 机 床 和 机 
器 人 、 热 交换 器 、 内 燃 引 擎 和 汽车 的 驱动 动态 特性 等 。 

第 IX 部 分 是 附录 ， 给 出 一 些 数 学 方面 的 知识 和 三 质量 振荡 器 过 程 的 描述 ， 它 被 用 作 贯 
穿 全 书 的 实例 。 读 者 可 以 从 Springer 网 页 下 载 测量 数据 ， 供 应 用 使 用 。 

动态 系统 辨识 的 主题 非常 宽广 ， 且 以 许多 专家 的 研究 为 基础 。 一 些 早期 的 贡献 是 许多 其 
他 方面 发 展 的 基础 ， 下 面 仪 列 出 少 部 分 作者 ， 他 们 是 早期 重大 成 果 的 贡献 者 。V.， Strejc 
(1959) 发 表 了 阶 跃 响应 特征 参数 的 确定 方法 ; Schaefer and Feissel (1955) 和 Balchen 
(1962) 首先 利用 正 交 相关 分 析 法 测量 频率 响应 ; Chow and Davies (1964 ) Schweitzer 
(1966) Briggs (1967) 、Godfrey (1970) 和 Davies (1970) 等 人 提出 了 相关 分 析 法 和 伪 随 
机 二 进 序列 信号 的 设计 方法 。 大 约 1960 年 至 1974 年 期 间 ，J Durbin, R. C.K. Lee, V. 
Streje, P. Eykhoff, K. J. Åström, V. Peterka, H. Akaike, P. Young, D. W. Clarke, R. K. 
Mehra, J. M. Mendel, G. Goodwin, L. Ljung, T. Söderström 等 人 的 工作 ， 大 大 推动 了 动态 过 
程 参数 估计 理论 和 应 用 的 发 展 。 

其 他 一 些 对 辨识 领域 的 贡献 在 相应 章节 中 给 出 了 引用 ， 也 请 参见 表 1. 4 辨识 领域 的 文献 
概述 。 

作者 还 想 感 谢 自 1973 年 至 今 我 们 组 的 研究 人 员 为 发 展 和 应 用 辨识 方法 所 作出 的 许多 贡 
wk, 40M. Ayoubi, W. Bamberger, U. Baur, P. Blessing, H. Hensel, R. Kofahl, H. Kurz, 
K. H. Lachmann, O. Nelles, K. H. Peter, R. Schumann, S. Toepfer, M. Vogt, R. Zimmerschied 
等 。 其 他 许多 有 关 特 殊 动 态 过 程 的 研发 成 果 在 应 用 音节 中 做 了 引用 。 

本 书 是 专门 为 电子 和 电气 工程 、 机 械 和 化 学 工程 以 及 计算 机 科学 专业 的 本 科 生 和 研究 生 
论述 系统 辨识 的 ， 同 时 也 面向 人 研发、 设计 和 生产 的 从 业 工 程 师 。 先 修 知识 包括 系统 理论 、 自 
动 控 制 、 机 械 和 /或 电气 工程 等 专业 基本 的 本 科 课 程 。 每 章 后 面 的 习题 对 深入 理解 所 讲 的 内 
容 很 有 帮助 。 

最 后 感谢 Springer - Verlag 的 大 力 协助 。 
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2010 年 6 月 
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符号 列表 


(只 给 出 常用 的 符号 和 缩写 ) 


字母 符号 : 
a 


b 


2 2 


微分 方程 或 差分 方程 参数 ， 幅 值 
微分 方程 或 差分 方程 参数 
弹 狭 系数， 常数， 刚度， 随机 差分 方程 参数 ， 物 理 模型 参数 ， 高 斯 函数 














中 心 


阻尼 系数 ， 直 接 馈 通 量 ， 随 机 差分 方程 参数 ， 述 延 ， 漂 移 
方程 误差 ,控制 偏差 e=w - y 

e = 2.71828… (Euler 数 ) 

频率 (f=1/T,, T, 为 周期 时 间 ) ， 函 数 广 (…) 

采样 频率 

函数 g(…) ， 脉 冲 响应 

阶 路 响应， 辅助 变量 法 中 未 受 干 扰 的 输出 信号 hy, 
序号 (下脚 标 ) 

虚数 单位 

整数 ， 序 号 (下脚 标 ) 

离散 数 ， 离 散 时 间 上 = 7T =0，1，2，… (T: 采样 时 间 ) 
序号 (下脚 标 ) 

质量 ， 阶 数 ， 模 型 阶 次 ， 状 态 数 

阶 数 ， 干 扰 信 号 

概率 密度 函数 ， 过 程 参 数 ， 随 机 差分 方程 阶 数 ， 控 制 器 差分 方程 参数 ， 





输入 量 个 数 ， 概 率 密度 函数 p(x) 





序号 〈 下 脚 标 ) ， 控 制 融 差分 方程 参数 
输出 量 个 数 

惩罚 因子 

拉 普 拉 斯 算 子 s =6 + iw 

连续 时 间 

输入 信号 变化 量 AV， 调 节 量 

参考 值 ， 设 定 值 ， 权 重 ， 窗 函数 w(t) 
状态 变量 ， 任 意 信号 

输出 信号 变化 量 AY， 信 和 号 
AHRS, u 引起 的 响应 
干扰 z 引 起 的 响应 

FREE AZ, ZAMAT z=, WEET x(k) =x(k-1) 
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过 程 传递 函数 分 母 多 项 式 

过 程 传递 函数 分 子 多 项 式 

闭环 传递 函数 分 母 多 项 式 

闭环 传递 函数 分 子 多 项 式 

随机 滤波 器 方程 分 坪 多 项 式 、 协 方差 水 数 
随机 滤波 器 方程 分 子 多 项 式 、 阻 尼 比 
滤波 器 的 传递 函数 

传递 函数 

面积 的 二 阶 拢 

转动 惯量 
常数 ， 增 益 
FEIE, THAE 

离散 数 ， 数 据点 数 

概率 

控制 器 传递 函数 分 母 多 项 式 

控制 器 传递 函数 分 子 多 项 式 ， 相 关子 数 
谱 密 度 ， 和 值 

时 间 和 常数， 时 间 间 隔 

采样 时 间 

测量 时 间 

周期 时 间 

输入 变量 、 调 节 量 (控制 输入 ) 

代价 函数 





DFT 和 FFT 的 复 旋 转 算 子 
输出 变量 ， 控 制 变量 
干扰 变量 

向 量 

偏差 

输入 向 量 / 和 矩阵 
输出 向 量 / 和 矩阵 

误差 向 量 


g(x) <0 不 等 式 约束 向 量 
h(x) =0 等 式 约束 向量 
搜索 向 量 
神经 网 络 的 调节 变量 
输出 噪声 





六 


3 D max = > oa. 3 nn» DRX DR 


= 


状态 噪声 
设计 变量 向 量 
输出 向 量 
用 于 神经 网 络 的 工作 点 变量 








任意 矩阵 ， 状 态 和 矩阵 

协 方差 矩阵 ，TLS 的 测量 矩阵 
直接 馈 通 矩阵 

传递 函数 和 矩阵 

噪声 传递 函数 矩 阵 

Hessian 矩阵，Hadamard 和 矩阵 
单位 矩阵 

增益 和 矩阵 

DT FE: P = WW 
Cholesky 因子 

相似 变换 

子 空间 算法 的 输入 矩阵 
加 权 和 矩阵 

状态 矩阵 

子 空间 算法 的 输出 矩阵 

转 置 矩 阵 


























因子 ， 闭 环 传递 函 数 系数 

KAF, AIMEE RARA 

激活 函数 

衰减 因子 ， 脉 冲 函 数 ， 时 移 

相关 误差 信号 ， 终 止 容 限 ， 小 的 正 数 
阻尼 比 

Wer E 

参数 

遗忘 因子 ，PRBS 发 生 需 的 时 钟 时 间 














隶属 度 函 数 ， 序 号 (下脚 标 ) PRBS 的 时 间 标 度 因 子 ， 控 制 器 传递 函 
数 的 阶 次 

序号 〈 下 脚 标 ) ， 白 噪声 (统计 不 相关 信和 号) ， 控 制 器 传递 函数 的 阶 次 
测量 干扰 

T =3. 14159: 

BAD LI UE TA WIZE KA 

时 间 ， 时 间 差 


BER 


<S bb 


数学 符号 : 


exp(x) =e 


角度 ， 相 位 
角 频 率 w =20/T, (TAN), SABRE w(t) =t) 
无 阻尼 自然 频率 


变化 量 ， 偏 差 

乘积 

求 和 

有 效 性 函数 ， 激 活 函 数 ， 加 权 函 数 
小 波 


相关 癌 量 
数据 向 量 
参数 向 量 


增 广 误差 矩阵 

高 斯 分 布 的 协 方差 矩阵 ， 奇 异 值 矩阵 
转移 矩阵 

a AE 

















ER PR ENT 

维 数 

伴随 

相位 ( 幅 角 ) 

自 变 量 

条 件数 

协 方差 

行列 式 

极限 

最 大 值 (也 作 下 脚 标 ) 
最 小 值 〈( 也 作 下 脚 标 ) 
概率 极限 

和 矩阵 的 迹 

方差 

实 部 

虚 部 

可 控 性 矩阵 

增 广 逆 可 控 性 矩阵 





随机 变量 的 期 望 值 
傅 里 叶 变 换 
Hermitian 46 [4 
Hankel 矩阵 
Hilbert 变换 
Heaviside 函数 
拉 普 拉 斯 变换 
可 观 性 矩阵 
增 广 可 观 性 矩阵 

从 :变换 直接 到 z 变换 



































Markov 参数 矩阵 , Toplitz 和 矩阵 


z 变换 


HERR, ABLE C Go) 


2 - 范 数 

Frobenius 范 数 

V 关 于 0 的 一 阶 导 数 
V 关 于 0 的 二 阶 导数 
f(x) 的 梯度 

f(x) AY Hessian 和 矩阵 
估计 或 观测 变量 
估计 误差 

求 平 均值 ， 稳 态 值 
关于 时 间 ;的 一 阶 导数 
关于 时 间 ;的 n 阶 导 数 
幅 值 或 真 值 

稳 态 值 或 直流 分 量 
均值 

采样 信号 

Dirac 级 数 近似 

归 一 化 的 、 最 优 的 
离散 时 间 





Dil 
正 交 投影 
RHES 


缩写 : 


ACF ( Auto-Correlation Function ) 

ADC (Analog Digital Converter) 

ANN (Artificial Neural Network ) 

AGRBS (Amplitude modulated GRBS) 

APRBS (Amplitude modulated PRBS) 

AR (Auto Regressive ) 

ARIMA ( Auto Regressive Integrated Moving Average 


process ) 


ARMA (Auto Regressive Moving Average process ) 
ARMAX (Auto Regressive Moving Average with eXternal 


input ) 


ARX (Auto Regressive with eXternal input) 

BLUE (Best Linear Unbiased Estimator ) 

CCF (Cross-Correlation Function ) 

CDF (Cumulative Distribution Function ) 

CLS (bias Corrected Least Squares ) 

COR - LS (CORrelation analysis and method of Least 


Squares ) 


CWT (Continuous-time Wavelet Transform ) 

DARE (Differential Algebraic Riccatti Equation ) 

DFT (Discrete Fourier Transform ) 

DSFC (Discrete Square root Filter in Covariance form) 
DSFI (Discrete Square root Filter in Information form) 
DTFT (Discrete Time Fourier Transform ) 

DUDC (Discrete UD-factorization in Covariance form) 
EIV (Errors In Variables) 

EKF (Extended Kalman Filter) 

ELS (Extended Least Squares) 

FFT (Fast Fourier Transform ) 

FIR (Finite Impulse Response) 

FLOPS (FLOating Point operations) 

FRF (Frequency Response Function ) 

GLS (Generalized Least Squares ) 

GRBS (Generalized Random Binary Signal) 

GTLS (Generalized Total Least Squares) 

IIR (Infinite Impulse Response ) 

IV (Instrumental Variable) 


AAI, AR, (7) 
模拟 - 数字 转换 器 
人 工 神经 网 络 

幅 值 调制 GRBS 

幅 值 调制 PRBS 

自 回归 


自 回归 积分 滑动 平均 
自 回归 清 动 平均 
带 外 部 输入 的 自 回 归 滑动 平均 


带 外 部 输入 的 自 回 归 
最 优 线性 无 偏 估计 器 
AFAR RR, WR, (7) 
累积 分 布 函数 
偏差 校正 最 小 二 乘 


相关 - 最 小 二 乘法 


连续 时 间 的 小 波 变换 
微分 代数 Riccatti 方程 
离散 傅 里 叶 变换 





























协 方差 形式 的 离散 平方 根 滤波 器 


信息 形式 的 离散 平方 根 滤波 融 
离散 时 间 傅 里 时 变换 

协 方差 形式 的 离散 UD 分 解 
变量 带 误差 

扩展 Kalman 滤波 器 

增 广 最 小 二 乘 
快速 傅 里 叶 变 换 

有 限 脉冲 响应 

浮 点 运算 

频率 响应 函数 
广义 最 小 二 乘 
a 值 信号 






































义 总 体 最 小 二 乘 
a 
辅助 变量 


ID 


of 


ba 


M 


KW ( Kiefer- Wolfowitz algorithm ) 

LLM (Local Linear Model) 

LPM (Local Polynomial Model) 

LOLIMOT (LOcal LInear MOdel tree) 

LPVM (Linear Parameter Variable Model) 

LOR (Linear Quadratic Regulator ) 

LRGF (Locally Recurrent Global Feedforward net) 
LS (Least Squares ) 

M (Model) 

MA (Moving Average ) 

MIMO (Multiple Input, Multiple Output) 

ML (Maximum Likelihood ) 

MLP (Multi Layer Perceptron ) 

MOESP (Multi-variable Output Error State sPace ) 
N4SID (Numerical algorithms for SubSpace State Space 
entification ) 

NARX (Non-linear ARX model) 

NDE (Non-linear Difference Equation ) 

NFIR (Non-linear FIR model) 

NN (Neural Net) 

NOE (Non-linear OE model) 

ODE (Ordinary Differential Equation ) 

OE (Output Error) 

P (Process ) 

PCA (Principal Component Analysis ) 

PDE (Partial Differential Equation ) 

PDF (Probability Density Function ) 

PE (Prediction Error) 

PEM (Prediction Error Method ) 

PRBS (Pseudo - Random Binary Signal ) 

RBF (Radial Basis Function ) 

RCOR -LS (Recursive CORrelation analysis and method 
Least Squares ) 

RGLS (Recursive Generalized Least Squares ) 








RIV (Recursive Instrumental Variables) 

RLS (Recursive Least Squares ) 

RLS - IF (Recursive Least Squares with Improved Feed- 
ck) 


Kiefer - Wolfowitz 算法 
局 部 线性 模型 

局 部 多 项 式 模型 

局 部 线性 模型 树 

线性 参数 变量 模型 
线性 二 次 型 调节 带 

局 部 循环 全 局 前 馈 网 络 
最 小 二 乘 

模型 

滑动 平均 

多 输入 多 输出 
极 大 似 然 

多 层 感 知 需 

多 变量 输出 误差 状态 空间 


子 空间 状态 空间 辨识 数值 算法 








非 线 性 ARX 模型 
非 线 性 差分 方程 
非 线性 FIR 模型 
神经 网 络 

非 线性 OE 模型 
篆 微 分 方程 

过 程 

主 成 分 分 析 

偏 微分 方程 
概率 密度 函数 p(x) 
预报 误差 

预报 误差 法 

伪 随 机 二 值 信号 
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递 推 相关 - 最 小 二 乘法 


递 推 广义 最 小 二 乘 
递 推 铺 助 变量 
递 推 最 小 二 乘 


改进 反馈 的 递 推 最 小 二 乘 

















RML (Recursive Maximum Likelihood ) 递 推 极 大 似 然 

















SISO (Single Input, Single Output) 单 输入 单 输出 
SNR (Signal to Noise Ratio ) 信 噪 比 

SSS (Strict Sense Stationary ) 严 平稳 

STA (STochastic Approximation ) PAHLE VE 

STFT (Short Time Fourier Transform ) 短 时 傅 里 叶 变 换 
STLS (Structured Total Least Squares ) 结构 总 体 最 小 二 乘 
SUB (SUBspace ) 子 空 间 


SUMT ( Sequential Unconstrained Minimization Tech- 


序 贯 无 约束 极 小 化 方法 





nique ) 
SVD (Singular Value Decomposition ) 奇异 值 分 解 
TLS (Total Least Squares ) 总 体 最 小 二 乘 
WLS (Weighted Least Squares ) 加 权 最 小 二 乘 
WSS (Wide Sense Stationary ) 宽 平 稳 


ZOH (Zero Order Hold) 零 阶 保持 
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绪论 


无 论 是 电气 工程 、 机 械 工程 或 过 程 工程 领域 的 技术 系统 ， 还 是 生物 、 医 药 、 化 学 、 物 
理 、 经 济 等 领域 的 非 技术 系统 ， 系 统 的 时 域 特 性 都 可 以 统一 用 数学 模型 来 描述 ， 这 届 于 系统 
理论 的 范畴 。 然 而 ， 应 用 系统 理论 必须 要 求 描述 系统 及 其 环节 的 稳 态 和 动态 特性 数学 模型 是 
已 知 的 。 建 立 一 个 合适 模型 的 全 过 程 称 为 建 模 ， 如 下 一 节 所 述 ， 一般 有 两 种 建 模 方法 ， 称 作 
理论 建 模 和 实验 建 模 ， 两 者 各 和 月 具有 明显 的 优 缺 点 。 














1.1 理论 建 模 与 实验 建 模 


系统 可 以 理解 为 有 互相 影响 的 实体 的 一 种 有 限制 的 排列 ， 见 DIN 662012 。 在 下 文 的 论 
述 中 ， 这 些 实体 就 是 过 程 。 过 程 定 义 为 物质 、 能 量 和 /或 信息 的 转换 和 传递 ， 而 且 通 常 有 单 
ATF) 过 程 和 整个 过 程 的 区 分 。 单 个 过 程 即 ( 子 ) 过 程 可 以 是 电能 转换 为 机 械 能 的 过 程 、 
工件 的 金属 切割 加 工 过 程 、 穿 墙 的 热 传 递 过 程 或 者 化 学 反应 过 程 ， 与 其 他 子 过 程 集合 在 一 起 
构成 整个 过 程 。 这 种 集合 在 一 起 的 过 程 可 以 是 发 电机 、 机 床 、 热 交换 器 或 者 化 学 反应 器 。 如 
果 把 这 样 的 过 程 理 解 为 实体 (如 上 面 提 到 的 )， 那 么 多 个 过 程 就 构成 一 个 系统 ， 比 如 电厂 、 
制造 厂 、 加 热 系 统 或 者 塑料 材料 生产 三。 因此， 系统 的 特性 由 组 成 它 的 过 程 特 性 来 定义 。 

数学 系统 和 过 程 模型 的 推导 以 及 基于 被 测 信 号 对 它们 时 域 特性 的 表示 分 别称 作 系 统 分 析 
和 过 程 分 析 。 依 照 这 种 定义 ， 本 书 所 论述 的 实验 系统 或 过 程 分 析 技 术 就 被 称 作 系 统 辨 识 或 过 
程 辨 识 。 如 果 系 统 是 由 随机 信号 激励 的 ， 还 需要 对 信号 本 身 进行 分 析 ， 为 此 还 要 涉及 信号 分 
析 问 题 。 因 此 ， 动 态 系 统 辨 识 或 简称 辨识 将 包括 上 面 所 提 到 的 所 有 辨识 领域 。 

对 于 动态 系统 数学 模型 的 推导 ， 通常 可 以 分 为 理论 建 模 和 实验 建 模 。 下 面 会 分 别 讲述 这 
两 种 不 同 建 模 的 基本 方法 。 这 里 ， 还 有 必要 区 分 集中 参数 系统 和 分 布 参数 系统 。 分 布 参数 系 
统 的 状态 取决 于 时 间 和 位 置 ， 因 此 它们 的 特性 必须 用 偏 微分 方程 (PDE) 描述 ; 集中 参数 系 
统 比 较 简 单 ， 因 为 所 有 的 存储 和 状态 可 以 集中 到 单 点 上 处 理 ， 不 需要 考虑 空间 上 的 分 布 ， 这 
种 情况 下 ， 就 可 以 用 常 微分 方程 (ODE) 描述 。 

对 于 理论 分 析 ， 或 称 作 理 论 建 模 ， 模 型 可 以 通过 微 积 分 运算 获得 方程 的 方法 得 到 ， 如 根 
































O REW.: 德国 工业 标准 (DIN; Deutsche Industrie Norm) 中 有 关 “ 过 程 计算 系统 ( Process computing systems) ” 的 











据 物 理学 原理 推导 得 到 。 通 常 需 要 对 系统 和 /或 过 程 的 假设 进行 简化 ， 因 为 在 大 多 数 情 况 下 ， 
这 样 才 能 使 数学 处 理 可 行 。 一 般 说 来 ， 将 下 面 类 型 的 方程 合并 起 来 就 构成 模型 ， 见 图 1.1 
(Isermann, 2005) : 

O 平衡 方程 : 物质 、 能 量 、 动 量 的 平衡 。 对 于 分 布 参数 系统 ， 通 常 要 考虑 无 限 小 的 元 
素 ; 对 于 集中 参数 系统 ， 仪 需 考 虑 大 一 些 (AR) 的 元 素 。 

© 物理 或 化 学 的 状态 方程 : 即 所 谓 的 本 构 方 程 ， 用 于 描述 可 逆 事 件 ， 如 感应 定律 或 牛 
顿 第 二 定律 。 

O MERAH: 用 于 描述 不 可 逆 事 件 ， 比 如 摩擦 和 热 交 换 。 如 果 有 多 个 不 可 逆 过 程 ， 可 
DES B57 FE 

D 联 立 方程 : 如 基 尔 霍 夫 节点 和 回路 方程 、 力 和 矩 平 衡 方 程 等 。 
理论 建 模 实验 建 模 
简化 假设 















系统 的 先 验 知 识 


物理 定 得 
1) 平衡 方程 = 结构 已 知 结构 未 知 
2) 结构 方程 
3) 唯 象 方程 
4) 联 立方 程 
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情况 B 情况 A 


最 终 模 型 








图 1.1 系统 分 析 的 基本 流程 


应 用 这 些 方程 可 以 得 到 常 微分 方程 组 或 偏 微 分 方程 组 ， 如 果 所 有 的 方程 都 可 以 显 式 求 
解 ， 那 么 最 终 可 以 求 得 一 个 具有 特定 结构 和 明确 参数 的 理论 模型 。 在 许多 情况 下 ， 得 到 的 模 
型 或 者 太 复 杂 ， 或 者 结构 过 于 繁杂 ， 以 至 于 需要 进行 简化 才能 适用 于 后 续 的 应 用 。 图 1.2 给 
出 了 各 简化 操作 的 执行 顺序 。 这 个 简化 过 程 的 前 面 一 些 步 又 可 能 已 完成 ， 因 为 通过 适当 的 简 
化 假设 ,基础 方程 已 经 获得 。 人 们 总 是 希望 模型 能 包含 尽 可 能 多 的 物理 效应 ,特别 是 当今 ， 
仿真 程序 可 以 提供 各 式 各 样 任意 复杂 的 预 建 库 。 然 而 ， 这 也 经 常 使 得 主要 的 物理 效应 受到 抑 
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制 ， 造 成 理解 和 使 用 这 样 的 模型 非常 困难 ， 甚 至 不 可 行 。 
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集中 参数 近似 




































集 非 线性 ， 阶 次 为 n 








常 微分 方程 
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tE, W 非 线性 ， 阶 次 <n 


常 微分 方程 
线性 ， 阶 次 <n 





设 时 间 微 分 为 零 








> 。 志 -模型 建立 过 程 的 入 口 点 











图 1.2 理论 建 模 的 基本 方法 


然而 即使 所 得 到 的 方程 组 不 能 显 式 求解 ， 方 程 组 的 各 个 方程 仍然 能 给 出 关于 模型 结构 的 
重要 提示 。 平衡 方程 总 是 线性 的 ， 一 些 唯 象 方程 在 很 大 范围 内 也 是 线性 的 。 物 理 和 化 学 的 状 
态 方程 经 常会 把 非 线 性 引入 系统 模型 。 

在 实验 分 析 或 称 辨 识 的 情况 下 ， 数 学 模型 是 利用 测量 数据 得 到 的 ， 通 常 与 特定 的 先 验 知 
识 有 关 。 先 验 知识 或 是 通过 理论 分 析 得 到 ， 或 是 根据 以 前 (初始 ) 的 实验 得 到 ， 见 图 1. 1。 
完成 数据 测量 之 后 ， 对 输入 和 输出 信号 使 用 辨识 方法 ， 以 找到 一 个 数学 模型 来 描述 输入 和 输 
出 之 间 的 关系 。 输 入 信号 可 以 是 正常 运行 中 作用 在 过 程 上 常态 信号 的 一 部 分 ， 也 可 以 是 人 为 
引入 的 具有 特定 性 质 的 测试 信号 。 选 择 参数 的 或 是 选择 非 参 数 的 模型 要 取决 于 应 用 ， 见 第 
1.2 节 。 这 时 获得 的 模型 称 作 实验 模型 。 

如 果 两 种 建 模 方法 都 可 用 ， 则 可 对 分 别 导出 的 实验 模型 和 理论 模型 进行 比较 。 如 果 两 种 
模型 不 匹配 ， 那 么 根据 模型 偏差 的 特征 和 大 小 ， 从 中 可 以 获得 一 些 启示 ， 用 以 更 正 理论 建 模 
或 实验 建 模 的 相应 步 台 ， 见 图 1. 1。 

可 见 ， 理 论 模 型 和 实验 模型 是 可 以 互 为 补充 的 。 通 常 系统 分 析 是 个 近代 的 过 程 ， 两 种 模 
型 的 分 析 为 系统 分 析 全 过 程 引 入 了 第 一 个 反馈 回路 。 如 果 不 想 同时 获得 两 种 模型 ， 可 以 从 实 
验 模型 (图 1.1 的 情况 A) 和 理论 模型 (图 1.1 的 情况 B) 中 选 其 一 。 这 种 选择 主要 取决 于 
所 得 模型 的 用 途 。 

理论 模型 包含 系统 物理 性 质 与 其 参数 之 间 的 功能 依赖 性 。 如 果 在 设计 阶段 已 对 系统 的 稳 
态 和 动态 特性 进行 了 优化 ， 或 者 在 完成 系统 构建 之 前 要 对 其 时 域 特性 进行 仿真 ， 那 么 通常 首 
选 理论 模型 。 

与 此 相反 ， 实 验 模 型 只 包含 数字 作为 参数 ， 它 们 相对 于 过 程 特性 的 函数 关系 是 未 知 的 。 
但 是 ， 这 种 模型 可 以 更 好 地 描述 系统 的 实际 动态 特性 ， 而 且 比 较 容易 获得 。 对 于 控制 器 的 适 
应 性 (Isermann, 1991; Isermann et al, 1992; Åström et al, 1995; Åström and Wittenmark, 
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1997) 以 及 特定 的 信和 号 预测 或 故障 检测 (Isermann, 2006) 而 言 ， 人 们 更 青睐 于 实验 模型 。 

在 情况 B (图 1.1) 中 ， 主 要 关注 的 是 理论 分 析 。 在 这 种 情况 下 ， 为 了 验证 理论 模型 的 
区 真 度 或 者 为 了 确定 过 程 参 数 ， 才 采用 一 次 实验 建 模 ， 否 则 不 能 确定 所 需 的 模型 准确 度 。 这 
种 情况 在 图 1. 1 中 用 B/A 标注 。 

与 情况 BAUR, TOL A 强调 的 是 实验 分 析 。 这 时 要 尽 可 能 多 地 使 用 根据 理论 分 析 得 到 
的 先 验 知识 ， 因 为 通常 所 用 的 先 验 知识 越 多 ， 实 验 模型 的 逼真 度 就 会 越 高。 在 理想 情况 下 ， 
通过 理论 分 析 ， 模 型 的 结构 是 已 知 的 〈 图 1.1 中 的 A/2 路 径 ) 。 如 果 模 型 的 基本 方程 不 能 显 
式 求 解 ， 或 者 太 复 杂 ， 或 者 不 完全 已 知 ， 则 根据 不 完全 的 过 程 知 识 ， 仍 然 也 可 以 获得 模型 的 
结构 信息 (图 1.1 中 的 A/1 路 径 ) 。 

以 上 分 析 指 出 ， 通 常 系统 分 析 可 以 既 不 完全 是 理论 的 ， 也 不 完全 是 实验 的 。 为 了 发 挥 两 
种 建 模 方法 的 优势 ， 很 少 仅 用 理论 建 模 (得 到 所 谓 的 白 箱 模 型 ) 或 者 仅 用 实验 建 模 (得 到 
所 谓 的 黑箱 模型 ) ， 而 是 将 两 种 方法 结合 起 来 使 用 ， 得 到 所 谓 的 灰 箱 模型 ， 见 图 1.3。 如 何 
将 两 种 建 模 方法 适当 地 结合 起 来 ， 取 决 于 模型 的 应 用 范围 和 系统 本 身 。 应 用 领域 决定 所 需 的 
模型 准确 度 ， 也 因而 决定 系统 分 析 所 需 的 投入 量 。 这 构成 了 图 1. 1 所 给 示意 图 中 的 第 二 个 反 
馈 回 路 ， 以 最 终 模 型 为 反馈 的 起 点 (无论 是 理论 的 或 是 实验 的 ) ， 返 回 至 各 自 对 应 的 建 模 步 
又 ， 形 成 第 二 次 迭代 过 程 。 
理论 建 模 实验 建 模 












































“物理 定律 已 知 | | 物理 定 | "信号 可 | | 物理 定 ;* 信 号 可 | | 输入 /输出 信号 
“参数 已 知 律 已 知 | 测 律 已 知 | 测 可 测 
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白 箱 模 型 浅 灰 箱 模型 深 灰 箱 模型 


“线性 / 非 线性 做 | | 做 分 方程 加 参 | BPA te Be 
方程 数 估计 加 参数 估计 .神经 网 络 











图 1.3 不 同类 型 的 数学 模型 (从 白 箱 模型 到 黑箱 模型 ) 


如 果 系 统 内 部 特性 已 知 且 可 以 用 数学 描述 ， 那 么 原则 上 理论 分 析 可 以 给 出 更 多 的 系统 信 
息 。 人 尽管 如 此 ， 在 过 去 的 50 年 间 实验 分 析 却 引起 了 更 多 的 关注 。 主 要 原因 如 下 : 

o 即使 对 简单 的 系统 ， 理 论 分 析 也 可 能 十 分 复杂 。 

o 多 数 情 况 下 ， 从 理论 角度 得 到 的 模型 系数 不 够 精确 。 

© 系统 内 部 发 生 的 所 有 行为 特性 并 不 都 能 已 知 。 

© 发 生 的 行为 特性 不 能 以 所 需 准 确 度 进行 数学 描述 。 


数学 模型 。 它 的 主要 优点 是 ， 
而 ， 只 根据 输入 和 输出 测量 数据 仅 能 获得 反映 系统 输入 / 输 昌 
的 模型 一 般 不 能 精确 地 描述 系统 的 内 部 结构 。 这 种 输入 / 输 
用 领域 已 经 足够 。 如 果 系 统 的 内 部 状态 是 可 以 测量 的 ， 那 么 显 


。 一 些 系统 非常 复杂 ， 理 论 分 析 太 费时 。 
。 与 理论 建 模 相 比 ， 用 更 短 的 时 间 和 更 少 的 工作 量 就 可 以 获得 辨识 模型 。 
对 任意 结构 的 系统 ， 根 据 系 统 的 输入 和 输出 测量 数据 ， 实 验 分 析 都 能 建立 起 相应 系统 的 

















相同 的 实验 分 析 方 法 可 以 应 用 于 不 同 的 且 任 意 复杂 的 系统 。 然 





上 特性 的 模型 ， 也 就 是 说 所 获得 
上 模型 都 是 近似 的 ， 但 对 许多 应 
然 也 就 可 以 获得 系统 内 部 结构 


的 信息 。 随 着 20 世纪 60 年 代数 字 计 算 机 的 出 现 ， 一些 实 用 有 效 的 辨识 方法 开始 得 以 发 展 。 
表 1.1 总 结 了 理论 建 模 和 辨识 建 模 的 不 同性 质 ， 并 进行 了 对 比 。 
表 1.1 理论 建 模 和 辨识 建 模 的 性 质 
HER E R 


理论 建 模 
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1.2 


图 1 


型 结构 服从 自然 定律 
输入 /输出 特性 和 内 部 特性 建 模 

型 参数 以 系统 特性 的 函数 给 出 

寺 定 类 型 的 各 种 过 程 和 不 同 的 运行 条 件 ， 
都 是 有 效 的 
型 系数 不 能 精确 已 知 

不 存在 的 系统 也 可 以 进行 建 模 

统 内 部 特性 必须 已 知 ， 且 必须 数学 上 可 














常 花 时 宛 长 
型 可 以 比较 复杂 、 细 致 








模型 结构 必须 假定 
只 辨识 输入 /输出 特性 





























只 能 对 存在 的 系统 进行 辨识 建 模 








辨识 方法 与 所 研究 的 系统 无 关 ， 





如 果 辩 识 方法 现成 ， 建 模 过 程 很 4 


对 所 研究 的 系统 及 运行 界限 内 ， 模 型 才 是 有 效 的 
运行 界限 内 的 给 定 系统 ， 模 型 系数 较为 精确 





因而 可 用 于 许多 不 同系 统 
Pe 








根据 模型 的 应 用 领域 ， 模 型 的 复杂 程度 可 以 调整 





动态 系统 辨识 的 任务 和 问题 


下 面 考 虑 单 输入 单 输出 (SISO) 过 程 ， 为 了 保证 输入 
和 输出 之 间 的 关系 是 唯一 的 ， 过 程 必须 是 稳定 的 ， 而 且 输 
入 和 输出 可 以 准确 测量 。 辨 识 过 程 P 的 任务 就 是 ， 根 据 可 
测 的 输入 u(t) = uy (t) AUTH y(t) =yyw(t)， 以 及 其 他 可 选 
的 被 测 信和 号， 寻找 用 于 描述 过 程 时 域 特性 的 数学 模型 ， 见 
.4。 如 果 有 干扰 za ，…， 二 作用 在 过 程 上 ， 且 影响 过 程 图 1.4 动态 过 程 ， 图 


的 输出 信号 ， 那 么 辨识 任务 就 变 得 更 为 复杂 。 这 些 干扰 的 
造成 可 能 有 各 种 原因 。 被 测 信 号 的 干扰 通常 都 是 源 于 噪声 ， 


所 以 本 书 下 文 提 到 的 干扰 也 包含 噪声 项 。 在 此 ， 考 虑 输出 受到 噪声 n(1) 污 染 ， 


uU 





y 为 输出 、z :为 了 





模型 参数 仅仅 是 “数值 ”， 一 般 不 知道 它们 与 系统 性 质 的 函数 依赖 关系 





Fu 为 输入 、 


在 这 种 情况 


下 需要 采用 适当 的 技术 将 想 要 的 信号 y,(1) 与 干扰 (0) 分 离 ， 其 中 想 要 的 信号 也 就 是 输入 
u(t) 引 起 的 系统 响应 。 


辨识 术语 及 任务 描述 如 下 : 


辨识 就 是 通过 实验 确定 过 程 或 系统 的 时 域 特性 模型 。 利 用 可 测 信 号 在 一 类 数学 模型 中 确 
定 过 程 或 系统 的 时 域 特性 模型 ， 使 得 真实 过 程 或 系统 与 数学 模型 之 间 的 误差 (或 称 偏差 ) 
尽 可 能 小 。 





上 述 定义 来 源 于 文献 (Zaden ，1962) ， 也 见 文献 (Eykhoff，1994) 。 通 常 ， 可 测 信和 号 
有 系统 的 输入 和 系统 的 输出 。 然 而 ， 如 果 过 程 的 状态 是 可 以 测量 的 ， 那 么 也 可 以 获得 过 程 
内 部 结构 信息 。 

下 面 ， 考 虑 一 个 线性 过 程 。 在 这 种 情况 下 ， 各 种 


干扰 各，…， 冯 可 以 综合 成 一 个 代表 性 的 干扰 w(O9， 5 过 程 P 2.8 y 
加 到 想 要 的 信号 y(t) 上， 见 图 1.5。 如 果 干 扰 n(i) 不 J T 


AN 
14 


的 








能 小 到 可 以 忽略 ， 那 么 这 个 设想 的 干扰 影响 必须 通过 








辨识 方法 尽 可 能 地 消除 。 为 了 降低 噪 信 比 ? ， 通 常 需 wu my 
要 增加 测量 时 间 Ty, 图 1.5 带 干扰 的 动态 过 程 ， 图 中 为 

对 于 辨识 本 身 而 言 ， 必 须 考 虑 到 下 面 的 一 些 限 制 输入 、y 为 输出 n 为 噪声 
AMF 


D 由 于 技术 原因 ， 或 者 因为 过 程 参数 随 着 时 间 变 化 ， 或 者 出 于 经 济 考虑 ( 即 预算 ) ， 可 
用 的 测量 时 间 7 总 是 受 限 的 ， 即 有 
Tm < Tm, max (1.2.1) 
© 由 于 技术 原因 ， 或 者 由 于 线性 过 程 特性 的 假设 只 在 某 个 运行 范围 内 才 是 有 效 的 ， 输 
入 信号 的 最 大 允许 变化 总 是 受 限 的 ， 即 测试 信号 的 幅度 wu 限制 为 
Umin < U(t)< Umax (1.2.2) 
O 由 于 技术 原因 ， 或 者 由 于 线性 过 程 特性 的 假设 只 在 某 个 运行 范围 内 才 是 有 效 的 ， 输 
出 信号 的 最 大 允许 变化 y, 也 可 能 是 受 限 的 ， 即 
Ymin < Y(t) < Vmax (1.2.3) 
D 干扰 n(t) 通 常 由 不 同 的 分 量 组 成 ， 可 分 为 
以 下 几 种 类 型 ， 参见 图 1. 6。 
a) 高 频 拟 平稳 随机 噪声 n(t), Ein(t)! = 
0; 高 频 确定 性 信号 n(t), n(ı) =0; 
b) 低频 非 平 稳 随 机 性 或 确定 性 信号 d (2) 
(如 漂移 、 以 天 或 年 为 周期 的 周期 性 信号) ; 
c) 未 知 特性 的 干扰 信号 h(i) (如 异常 值 ) 。 
假设 在 有 限 的 测量 时 间 内 , 干扰 分 量 (1) 一 
般 可 视 为 平稳 信号 。 如 果 低 频 干 扰 分 量 da) AR 
随机 特征 ， 就 必须 视 为 非 平稳 的 。 低 频 确定 性 干 
扰 可 以 是 漂移 或 以 天 或 年 为 长 周期 的 周期 性 信号 。 he Se Oe ee ae 
具有 未 知 特性 的 干扰 分 量 h(t) 是 随机 信号 ， 即 使 1 
































在 较 长 的 测量 时 间 下 ， 也 不 能 将 其 描述 为 平稳 随 图 1.6 FRIERI 
机 信号 。 这 种 干扰 可 能 是 突然 出 现 ， 或 时 隐 时 现 a) 高 频 拟 平稳 随机 干扰 b) 低频 














的 干扰 ,俗称 野 值 。 这 样 的 干扰 可 能 是 电磁 感应 非 平稳 随机 干扰 c) AAR TR 
或 测量 设备 失灵 造成 的 。 





O FRE: 原文 误 为 信 噪 比 。 





典型 的 辨识 方法 只 能 在 测量 时 间 很 长 时 才能 消除 噪声 n(1)。 这 种 应 用 中 采用 简单 的 平 
均 或 回归 方法 就 足够 了。 消除 干扰 分 量 4(1) 需 要 选择 更 特殊 的 方法 ， 比 如 能 适应 于 特殊 类 
型 干扰 的 特殊 滤波 器 或 回归 方法 。 关 于 消除 h(i) 的 影响 几乎 没有 通用 的 建议 ， 这 样 的 干扰 
只 能 手动 或 用 特殊 的 滤波 器 来 消除 。 

因此 ， 实 用 有 效 的 辨识 方法 必须 能 够 在 下 述 约束 下 尽 可 能 精确 地 确定 系统 的 时 域 特性 . 

e 给 定 干扰 y, (t) =n(t) +d(t) +h(t). 

© 限定 测量 时 间 TY ST yy mao 

© 测试 信号 幅度 受 限 tnin SUCE) <u,,。 

© 输出 信号 幅度 受 约束 yy (i) SI mao 

。 辨识 的 目的 。 

图 1.7 给 出 了 一 般 的 辨识 流程 ， 通 常 必 须 包 括 以 下 步 又 。 

基础 的 物理 方程 


初始 实验 
任务 ， 预 算 运行 条 件 












测量 计划 


信号 生成 
测量 结果 








假设 模型 结构 









过 程 模型 


非 参数 | 参数 F 确定 模型 结构 i 
模型 验证 


图 1.7 辨识 的 基本 流程 
首先 ， 必 须 确定 好 辨识 目的 ， 因 为 目的 决定 模型 的 类 型 、 所 需 的 模型 准确 度 和 合适 的 辨 
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识 方法 等 。 通 常 ， 这 些 问 题 的 确定 还 会 受到 可 用 预算 的 影响 ， 也 就 是 受 可 分 配 的 财政 资源 或 
需要 消耗 的 时 间 的 影响 。 

其 次 ， 需 要 收集 先 验 知识 ， 包 括 待 辨识 过 程 所 有 容易 获得 的 可 用 信息 ， 比 如 : 

o 最 近 观 测 到 的 过 程 特性 。 

o 过 程 特性 遵循 的 物理 定律 。 

o 过 去 实验 得 到 的 粗糙 模型 。 

© 有 关 过 程 的 线性 / 非 线 性 、 时 变 / 时 不 变 、 比 例 / 积 分 特性 的 一 些 提 示 。 

o 过 渡 过 程 时 间 。 

e 述 延 时 间 。 

o 噪声 的 幅度 和 频谱 。 

。 测量 的 操作 条 件 。 

这 样 ， 就 可 以 根据 辨识 目的 和 可 用 的 先 验 知识 制订 测量 实验 计划 ， 这 个 计划 必须 对 以 下 
内 容 作出 选择 和 定义 : 

o 输入 信号 〈 正 常 操作 信号 或 人 为 测试 信号 及 其 形状 、 幅 度 和 频谱 ) 。 

© 采样 时 间 。 

。 测量 时 间 。 

© 在 闭环 或 开 环 运行 下 测量 。 

© 在 线 或 离线 辨识 。 

。 实时 或 非 实时 。 

e 必要 的 设备 〈 如 示波器 、 计 算 机 等 ) 。 

o 消除 噪声 的 滤波 。 

© 执行 器 的 限制 〈 如 饱和 ) 。 

在 落实 这 些 问题 之 后 ， 就 可 以 进行 测量 实验 ， 包 括 信号 生成 、 测 量 和 数据 存储 。 

首先 ， 对 采集 的 数据 进行 目 视 检 查 ， 去 掉 异 常 值 和 其 他 一 些 显现 的 测量 误差 。 然 后 ， 对 
数据 做 进一步 的 预 处 理 ， 包 括 计算 导数 、 校 准 信号 、 利 用 低 通 滤波 消除 高 频 噪 声 和 消除 漂移 
等 。 第 23 草 给 出 了 一 些 剔除 干扰 和 利用 图 形 或 分 析 方法 去 除 异 常 值 的 办 法 ， 第 15 章 给 出 了 
从 带 有 噪声 的 测量 值 中 计算 导数 的 方法 。 

接着 ， 通 过 辩 识 技术 的 运用 和 模型 结构 的 确定 来 评价 测量 数据 。 

非常 重要 的 一 步 是 辨识 模型 的 性 能 评价 ， 也 就 是 通过 比较 模型 输出 和 对 象 输出 ， 或 者 比 
较 实验 建立 的 模型 和 理论 导出 的 模型 ， 对 辨识 模型 进行 所 谓 的 模型 验证 ， 验 证 方法 见 第 23 
草 。 通 常 ， 第 一 次 迭代 过 程 得 到 的 辨识 模型 是 达 不 到 所 需 的 模型 盟 真 度 的 。 为 此 ， 可 能 需要 
进行 多 次 欠 代 过 程 ， 才 能 获得 合适 的 模型 。 

因此 ， 最 后 一 步 是 可 能 的 迭代 过 程 ， 也 就 是 重复 进 
合 需要 的 模型 。 一 般 情 况 下 都 需要 进行 一 次 初始 的 实验 
用 更 合适 的 参数 或 方法 进行 实验 。 

































































行 测量 实验 和 模型 评价 ， 直 到 找到 符 
， 为 安排 主要 的 实验 做 准备 ， 以 便利 


1.3 辨识 方法 的 分 类 及 在 本 书 中 的 处 理 


根据 上 一 节 所 给 的 辨识 定义 ,依照 下 述 分 类 条 件 可 以 分 成 不 同 的 辨识 方法 : 


o 数学 模型 的 类 型 。 

© 所 用 测试 信号 的 类 型 。 

o 过 程 和 模型 之 间 误 差 的 计算 方式 。 

实际 上 还 包括 下 面 两 种 分 类 条 件 : 

。 实验 和 评价 的 执行 方式 〈 在 线 、 离 线 ) 。 

© 数据 处 理 所 用 的 算法 。 

描述 过 程 动态 特性 的 数学 模型 可 以 用 与 输入 和 输出 相关 的 函数 或 者 与 内 部 状态 相关 的 函 
数 表示 。 它 们 可 以 进一步 构成 以 数学 方程 形式 表示 的 解析 模型 ,或 者 以 表格 /特性 曲线 表示 
的 非 参 数 模型 。 前 一 种 情况 中 模型 参数 显 式 地 包含 在 方程 中 ， 后 一 种 情况 中 模型 不 包括 参 
数 。 由 于 系统 参数 在 辨识 中 起 着 主导 作用 ， 所 以 最 重要 的 是 先 将 数学 模型 按 模 型 类 型 分 成 . 

o 参数 模型 (具有 模型 结构 ， 模 型 参数 个 数 有 限 ) 。 

o 非 参数 模型 (没有 具体 的 模型 结构 ， 模 型 参数 个 数 无 限 ) 。 

参数 模型 就 是 一 组 方程 ， 显 式 地 包含 过 程 参数 ， 比 如 微分 方程 或 传递 函数 ， 可 以 用 代数 
形式 表示 。 非 参数 模型 描述 某 输入 与 对 应 响应 之 间 的 关系 ， 可 以 用 表格 或 点 阵 特征 曲线 的 形 
式 表示 ， 比 如 脉冲 响应 、 阶 路 响应 ， 或 以 图 表 形 式 表 示 的 频率 响应 ， 它 们 隐 含 着 系统 参 
数 。 昌 然 可 以 把 阶 跃 响应 的 函数 值 理解 成 “参数 ”， 但 这 种 情况 下 需要 用 无 限 个 参数 才能 
完全 描述 过 程 的 动态 特性 ， 因 此 获得 的 模型 是 无 限 维 的 。 在 本 书 中 ， 把 参数 模型 理解 为 
有 限 个 参数 的 模型 。 这 两 类 模型 可 以 按照 输入 和 输出 信号 的 类 型 再 细 分 为 连续 时 间 模 型 
和 离散 时 间 模 型 。 

输入 信号 和 测试 信号 可 以 是 确定 性 (可 解析 描述 ) 的 、 随 机 性 的 ， 或 伪 随 机 性 〈 确 定 
性 的 ， 但 性 质 接近 随机 性 信号 ) 的 。 

作为 模型 与 过 程 之 间 的 一 种 误差 度量 ， 可 以 在 下 面 的 误差 之 中 选择 ( 见 图 1.8) : 

。 输入 误差 。 

© 输出 误差 。 

e 广义 方程 误差 。 



























































广义 方程 误差 
图 1.8 计算 模型 M 和 过 程 P 之 间 误 差 的 不 同方 式 


由 于 数学 原因 ， 通 常 倾向 于 选用 那些 关于 过 程 参数 线性 的 误差 。 比 如 ， 采 用 脉冲 响应 作 
为 模型 ， 就 选用 输出 误差 ， 采 用 微分 方程 、 差 分 方程 或 传递 函数 作为 模型 ， 就 选用 广义 方程 
误差 。 但 是 ， 最 后 一 种 情况 (传递 函数 ) 也 可 以 选用 输出 误差 。 








如 果 利 用 数字 计算 机 进行 辨识 ， 那 么 过 程 和 计算 机 之 间 的 连接 有 两 种 类 型 ( 见 图 1.9) : 

。 离线 〈 非 直接 连接 ) 。 

。 ER 〈 直 接连 接 ) 。 

对 于 离线 辨识 ， 首 先 将 测量 数据 存储 起 来 (如 存放 在 数据 存储 器 中 )， 然 后 传 给 计算 
机 ， 进 而 再 进行 数据 的 评价 和 处 理 。 在 线 辨 识 是 与 实验 并 行进 行 的 ， 计 算 机 和 过 程 连接 在 一 





起 ,一 旦 获得 数据 就 立即 进行 辨识 操作 。 
利用 数字 计算 机 进行 辨识 ， 也 可 按 所 采用 的 算法 类 型 区 分 辨识 方式 : 
o 批 处 理 。 


e 实时 处 理 。 

在 批 处 理 情形 下 ， 先 前 存储 的 测量 数据 将 一 次 性 进行 处 理 ， 通 常 这 是 离线 应 用 的 情况 。 
如 果 在 数据 得 到 以 后 立即 处 理 ， 则 称 为 实时 处 理 ， 需 要 计算 机 和 过 程 直接 连接 ， 见 图 1.9。 
另 一 个 区 别 是 数据 的 处 理 方 法 不 同 ， 可 以 分 为 两 种 : 

o 非 递 推 处 理 。 

© 递 推 处 理 。 























图 1.9 数据 处 理 的 不 同方 式 (辨识 的 一 部 分 ) 


非 递 推 方 法 利用 过 去 存储 的 测量 数据 来 确定 模型 ， 所 以 它 是 一 种 离线 处 理 的 方法 。 与 之 
相反 ， 递 推 方法 在 每 得 到 一 个 测量 数据 就 更 新 一 次 模型 。 因 此 ， 总 是 用 新 的 测量 数据 来 改进 
上 一 步 得 到 的 模型 ， 旧 的 测量 数据 不 需要 存储 。 这 是 典型 的 实时 处 理 方 法 ， 称 作 实 时 辨识 。 
由 于 不 仅 是 模型 参数 ， 而 且 模 型 的 准确 性 指标 〈 如 方差 ) 也 可 以 在 线 计 算 ， 这 样 就 可 以 考 
虑 不 断 地 进行 数据 测量 ， 一 直达 到 参数 估计 的 某 个 准确 度 为 止 (Äström and Eykhoff, 1971) 。 
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最 后 ， 非 递 推 方法 又 可 进一步 细 分 为 两 种 : 

。 直接 处 理 。 

© 迭代 处 理 。 

直接 处 理 的 方法 一 次 就 能 确定 模型 ， 和 迭代 处 理 的 方法 要 分 多 步 逐 步 确定 模型 ， 因 此 形成 
迭代 循环 ， 数 据 被 多 次 利用 。 





1.4 辨识 方法 概述 


下 面 将 简单 介绍 几 种 最 重要 的 辨识 方法 ， 表 1.2 比较 了 它们 最 主要 的 性 质 ， 各 种 方法 重 
要 优 缺 点 的 总 绪 见 第 23.4 节 。 
表 1.2 最 重要 的 辨识 方法 概述 
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方法 输入 模型 输出 过 程 | 性 | 的 信 | 处 理 | 处 理 | 理 | 处 理 | 系统 | 系统 | 的 逼 | 应 用 范围 
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测量 o 经 典 (线性 ) 控 
非 参数 制 器 设计 
5 IHR vu ; @ 信号 关系 的 确定 
相关 分 析 Vi - [Bb V | V |v iV |v |v | oe © 时 间 延 迟 的 确定 
非 参 数 
模型 调整 Viv lak l Vjv|- | VvV| VV- | 中 等 | @ 模 型 的 参数 化 























V |v jeer) viv] viv |v] v | 好 | e marem 
@ 故障 检测 








LA 六 TD wi . o 自 适 应 控制 器 设计 
1+ais+ 
参数 








由 差 | © 非 线 性 控制 絮 设 计 
- |v luh - | Vi} Vv) - -iv | 到 | o 故障 检测 
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非 线 | 允许 ae 
ae eae 线性 | 二 | 人 全 | 在 线 | 离线 | 批 处 | 实时 | 时 变 MIMO| 模 型 wpe de 
方法 输入 模型 输出 过 程 | ,性 ,| 的 售 处 理 | 处 理 ， 理 | 处 理 | 系 统 | 系统 | 的 副 | 。 应 用 范围 
过 程 | 品 比 真 度 
子 空间 法 HR = l V|-| 较 小 -lviv -| -|vV | 好 | e 模 态 分 析 
参数 
o 非 线性 控制 器 设计 
FN, V © 故障 检测 
神经 网 络 RO» Viv lgl - | Viv -1-1 v 中 等 | o 对 没有 或 只 有 很 少 
= 过 程 物理 知识 情况 
参数 下 的 建 模 
注 ; VIEM; (OV) 为 可 能 ， 但 并 不 很 适合 ， -为 不 适用 








1.4.1 非 参数 模型 


利用 周期 性 测试 信号 进行 频率 响应 测量 ， 可 以 直接 确定 线性 过 程 各 离散 点 上 的 频率 响应 
特性 。 这 种 情况 下 使 用 正 交 相关 分 析 法 非常 有 效 ， 现 在 所 有 的 频率 响应 测量 设备 中 都 包含 有 
这 种 方法 。 如 果 要 对 多 点 频率 进行 评价 ， 需 要 的 测量 时 间 长 ， 但 结果 准确 性 很 高 。 本 书 第 5 
章 将 论述 这 些 方法 。 

傅 里 时 分 析 可 用 于 根据 阶 唉 响应 或 脉冲 响应 辨识 线性 过 程 的 频率 响应 。 这 种 方法 简单 ， 
计算 量 小 ， 而 且 需 要 的 测量 时 间 短 ， 但 只 适用 于 具有 较 好 信 噪 比 的 过 程 。 第 3 章 将 专门 讨论 
傅 里 叶 分 析 方 法 。 

相关 分 析 必 须 在 时 域 中 执行 ， 针 对 的 是 线性 过 程 的 连续 时 间或 离散 时 间 信 号 ， 输 入 信和 号 
允许 是 随机 和 周期 性 信号 ， 对 信 品 比较 差 的 过 程 也 能 适用 。 得 到 的 模型 是 相关 函数 或 特定 情 
况 下 线性 过 程 的 脉冲 响应 。 一 般 谨 来 ， 这 种 方法 的 计算 量 不 大 。 第 6 章 将 详细 讨论 连续 时 间 
的 相关 分 析 法 ,第 7 章 将 讨论 离散 时 间 的 相关 分 析 法 。 

对 所 有 的 非 参 数 辨 识 技 术 ， 首 先 必须 保证 过 程 是 可 以 线性 化 的 。 由 于 不 需要 假设 某 种 模 
型 结构 ， 因 而 这 些 方法 对 任意 复杂 的 集中 参数 模型 和 分 布 参数 模型 都 是 非常 适合 的 ， 用 于 验 
证 根据 理论 推导 的 理论 模型 也 是 很 合适 的 。 在 有 些 特定 的 应 用 领域 ， 由 于 不 需 获 得 模型 结构 
的 先 验 假设 ， 所 以 会 更 倾向 于 采用 非 参 数 模型 。 


1.4.2 参数 模型 


参数 模型 辨识 方法 必须 假定 专用 的 模型 结构 。 如 果 模 型 结构 假定 合适 ， 由 于 有 和 较 多 的 先 
验 知识 可 以 利用 ， 所 以 有 望 获得 比较 精确 的 辨识 结果 。 

最 简单 的 方法 是 特征 值 的 确定 ， 比 如 基于 阶 唉 响应 或 脉冲 响应 测量 数据 ， 可 以 确定 延迟 
时 间 等 系统 的 特征 参数 。 借 助 于 图 表 ， 简 单 模型 的 参数 也 是 可 以 计算 的 。 这 种 方法 只 能 适用 
于 简单 的 过 程 ， 并 且 干 扰 小 。 然 而 ， 它 们 可 为 快速 、 简 单 地 对 系统 进行 初步 检验 提供 很 好 的 
基础 ， 比 如 用 来 确定 大 致 的 时 间 常 数 ， 为 后 续 更 为 复杂 的 系统 辨识 方法 应 用 提供 正确 的 采样 
时 间 选 择 。 第 2 章 将 讨论 特征 值 的 确定 方法 。 
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模型 调整 方法 最 初 是 随 着 模拟 计算 机 发 展 起 来 的 ， 不 过 现在 已 基本 上 不 作为 参数 佑 计 方 
法 使 用 了 。 

参数 估计 方法 是 基于 差分 方程 或 微分 方程 的 辨识 方法 ,方程 可 以 具有 任意 的 阶 次 和 迟 
延 。 这 些 方法 是 基于 对 某 种 误差 信号 进行 最 小 化 的 ， 最 小 化 方法 可 以 借助 统计 回归 的 方法 ， 
对 动态 系统 来 说 ， 还 需要 辅 以 特定 的 方法 。 它 们 可 以 用 于 处 理 任 意 的 输入 激励 和 信 品 比 很 小 
的 情况 ， 可 以 用 于 多 种 多 样 的 应 用 场合 ， 也 能 在 闭环 条 件 应 用 ， 还 能 扩展 用 于 非 线性 系统 。 
本 书 的 重点 将 放 在 这 类 参数 估计 方法 上 ， 如 第 8 章 将 讨论 稳 态 非 线性 系统 的 参数 估计 方法 ， 
第 9 章 将 讨论 离散 时 间 动 态 系统 的 参数 估计 方法 ， 第 15 章 将 讨论 参数 估计 方法 在 连续 时 间 
动态 系统 中 的 应 用 。 

迭代 优化 方法 与 前 面 讨论 的 参数 估计 方 法 分 开 来 单独 讨论 ， 因 为 迭代 优化 方法 可 以 很 容 
易 用 于 处 理 非 线 性 系统 ， 其 代价 是 由 于 采用 非 线性 优化 技术 带 来 相应 的 一 些 缺 点 。 

基于 子 空间 的 方法 已 成 功 地 用 于 模 态 分 析 领 域 ， 然 而 也 用 于 需要 参数 估计 的 其 他 领域 ， 
具体 讨论 见 第 16 章 。 

此 外 ， 神 经 网 络 作为 一 个 通用 的 逼近 器 已 经 用 于 实验 系统 建 模 。 通 常 它 们 可 用 于 几乎 没 
有 过 程 物理 知识 的 过 程 建 模 。 它 们 的 主要 缺点 是 : 对 于 多 数 神经 网 络 ， 网 络 参 数 很 难 给 出 物 
理解 释 ， 使 得 对 过 程 建 模 的 结果 难以 理解 其 物理 含义 。 然 而 ， 局 部 线性 神经 网 络 可 以 弥补 这 
些 缺 点 。 神 经 网 络 的 详细 讨论 见 第 20 章 。 

Kalman 滤波 器 不 用 于 参数 估计 ， 而 用 于 动态 系统 的 状态 估计 。 有 些 人 建议 利用 Kalman 
滤波 器 对 测量 数据 进行 平滑 处 理 ， 以 作为 参数 估计 方法 的 一 种 应 用 。 一 种 更 为 通用 的 滤波 框 
架 ， 即 扩展 Kalman 滤波 器 ， 可 以 对 线性 和 非 线性 系统 同时 进行 状态 和 参数 估计 。 关 于 它 在 
参数 估计 中 的 应 用 ， 很 多 文献 都 有 过 报道 。 第 21 章 将 讨论 Kalman 滤波 器 和 扩展 Kalman YË 
波 器 的 推导 ， 同 时 概述 扩展 Kalman 滤波 器 用 于 参数 估计 的 优 缺 点 。 


1.4.3 ”信号 分 析 


表 1.3 给 出 的 信号 分 析 方法 可 用 于 获取 信号 的 参数 模型 或 非 参 数 模型 ， 通 常用 它们 来 确 
定 信 号 的 频 域 成 分 。 这 些 方法 在 许多 方面 存在 区 别 ， 各 自 具 有 不 同 的 特点 。 





























表 1.3 最 重要 的 信号 分 析 方 法 概述 
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方法 | 信忠 | 售 号 | mja | 时 域 | Stak | 单 频 nn] tn | | 相位 t R 
T o 精度 依赖 于 滤波 器 通 带 
week | V | VP Vv | - [MIM] - S- | 。 老 数据 无 过 储存 
@ 经 典 易 懂 的 工具 
Bea | Y | = fm fm PM MY MY MLM o 多数 傅 况 下 使 用 快速 传 里 叶 变 换 
seit v - I - vlv v Tv Iv|I 。 有 效 实现 ,不 受 加 窗 影 响 

e 时 域 方法 ， 可 以 检测 信号 的 周期 
相关 分 析 | VP Vv | -IIVvV1- 1 -|v|-|- 性 ， 并 确定 周期 长 度 

谱 分 析 = Ya = = {V VY | |= @ 可 用 FFT 作 傅 里 时分 析 
ARMA 模 型 | | Vy| | ||| | | | | 。 提 供 生成 信号 的 成 形 滤波 器 系数 
参数 估计 o 参数 估计 方法 通常 收敛 缓慢 
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方法 | 周期 | 随 机 | 向 变 | 时 域 | 频 域 | 单 频 | SP | een | 相位 E R 
AF 信和 号 周期 性 
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注 ，V 为 适用 ; - 为 不 适用 

这 些 方法 的 主要 区 别 在 于 是 用 于 周期 性 、 确 定性 信号 ， 还 是 用 于 随机 性 信号 。 另 外 ， 不 
是 所 有 的 方法 都 适合 用 于 时 变 信 号 ， 指 的 是 信和 号 的 参数 ( 如 频率 成 分 ) 随 着 时 间 变 化 。 有 
些 方法 完全 只 能 用 于 时 域 ， 有 些 方法 要 在 频 域 中 才能 对 信号 进行 分 析 。 

这 些 方 法 的 男 一 个 区 别 是 ， 不 是 所 有 的 方法 都 能 明确 判断 是 否 存 在 单 频谱 分 量 ,， 也 就 是 
某 单个 频 振荡 分 量 。 尽 管 有 许多 方法 能 用 于 检测 信号 的 周期 分 量 ,， 但 仍然 有 许多 方法 不 能 
于 判断 信号 记录 数据 段 本 身 是 否 存 在 周期 性 。 此 外 ， 不 是 所 有 的 方法 都 能 够 确定 周期 性 信号 
分 量 的 幅 值 和 相位 。 有 些 方法 只 能 确定 幅 值 ， 有 些 方法 既 不 能 确定 幅 值 ， 也 不 能 确定 相位 ， 
除非 对 信号 分 析 方 法 给 出 的 结果 进行 后 续 的 分 析 。 

带 通 滤波 方法 使 用 一 系列 带 通 滤波 器 来 分 析 不 同 频带 的 信号 。 这 种 分 析 方 法 的 最 大 优点 
是 不 需要 储存 过 去 的 数据 。 频 率 的 分 辩 率 与 滤波 器 频带 的 宽度 有 关 。 

傅 里 叶 分 析 是 分 析 信和 号 频率 分 量 的 经 典 工具 ， 详 细 论 述 见 第 3 章 。 这 种 方法 的 最 大 优点 
是 已 有 许多 商业 化 和 非 商业 化 的 算法 实现 工具 。 

参数 谱 估 计 方 法 可 以 给 出 信号 模型 ， 用 作 生 成 白 噪声 的 成 形 滤 波 器 ， 也 可 以 用 作 将 信和 号 
分 解 成 正弦 振荡 分 量 之 和 。 这 种 方法 对 信和 号 时 间 长 度 的 选取 不 敏感 ， 不 像 傅 里 叶 分 析 那 样 对 
言 号 时 间 长 度 非 常 敏 感 ， 通 常 采样 间隔 长 度 必 须 是 周期 长 度 的 整数 倍 。 第 9. 2 节 将 讨论 这 种 
方法 。 

相关 分 析 法 的 详细 讨论 见 第 6 章 和 第 7 章 。 这 种 方法 基于 时 间 信 号 与 其 时 移 信 号 之 间 的 
相关 性 ， 非 常 适合 用 于 确定 时 间 信 号 是 否 真 的 是 周期 性 信号 ， 并 可 以 确定 信号 的 周期 长 度 。 

谱 分 析 考 虑 的 是 自 相关 函数 的 傅 里 叶 变 换 ， 而 且 利 用 ARMA 参数 估计 方法 来 确定 生成 
信和 号 随机 分 量 的 ARMA 成 形 滤波 器 的 系数 ， 具 体 讨 论 见 第 9.4.2 节 。 

最 后 ， 新 发 展 的 一 些 方法 可 以 进行 时 频 联合 分 析 ， 能 够 用 于 检测 信和 号 性 质 的 变化 。 短 时 
傅 里 叶 变 换 将 傅 里 叶 变 换 应 用 于 小 分 块 的 记录 信号 。 小 波 分 析 用 于 计算 信号 与 经 过 时 移 和 / 
或 时 标 后 的 母 小 波 之 间 的 相关 性 。 这 两 种 方法 的 讨论 见 第 3 章 。 










































































1.5 激励 信号 


为 了 进行 辨识 ， 要 给 待 研究 的 系统 提供 运行 的 输入 信号 或 者 人 为 引入 的 信号 ， 称 测试 信 
号 (如 图 1.10 中 所 示 的 激励 信号 )”。 如 果 运 行 的 信号 不 能 充分 地 激励 过 程 〈 比 如 幅 值 小 、 
非 平稳 或 频谱 不 适合 ) ， 那 么 就 尤其 需要 这 样 的 测试 信号 ， 在 实际 应 用 中 这 是 经 常会 遇 到 的 
情况 。 令 人 满意 的 测试 信号 通常 需要 满足 以 下 条 件 : 








O 译 者 注 : 这 是 译 者 加 的 说 明 (原文 没有 对 图 1. 10 给 出 引用 ) 








。 无 论 是 利用 还 是 不 利用 信号 发 生 器 生成 的 测试 信号 都 必须 是 简单 、 可 复 现 的 。 
© 对 相应 的 辨识 方法 ,信号 及 其 性 质 的 数学 描述 简单 。 

o 用 给 定 的 执行 名 可 以 实现 。 

e 可 施加 于 过 程 。 

© 对 感 兴趣 的 系统 动态 特性 有 好 的 激励 。 


a) u(t) WO, 


b) u(t) u(t) A 








c) u(t) 





图 1.10 激励 信号 
a) AR. 阶 跃 和 方 脉冲 b) 周期 ， 正弦 和 方 波 c) 随机 : 离散 二 值 噪 声 


直接 作用 在 子 过 程 P, 的 输入 w(1) 一般 是 不 能 干预 u Ey A p 
的 ， 它 只 受 前 面子 过 程 P，( 如 执行 器 ) 及 其 输入 u (1) L — 
的 影响 ， 见 图 1. 11， 其 中 子 过 程 P, 是 待 辨识 的 。 如 果 52 
u, (1) 是 可 测 的 ， 只 要 辨识 方法 适用 于 u, (t) 的 性 质 ， 那 Z| 1.11 过 程 P 包 含 子 过 程 P AIP, 
么 子 过 程 了 ,可 以 直接 辨识 。 如 果 辨 识 方法 只 适用 于 特定 i 
的 测试 信号 w (+) ， 那 么 要 通过 辨识 整个 过 程 P 和 子 过 程 P ， 然 后 再 计算 P, 。 对 线性 系统 来 


说 ， 由 下 式 给 出 

















Gp(s) 


Gp, (s) (1.5.1) 


Gp, (s) == 





式 中 ，G,(s) 为 对 应 的 传递 函数 。 


1.6 特殊 的 应 用 问题 


下 面 给 出 两 个 应 用 问题 ， 以 激发 读者 对 辨识 的 兴趣 ， 详 细 的 讨论 见 后 续 章 节 。 
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1.6.1 HAGA 

到 现在 为 止 ， 假 设 作用 在 过 程 上 的 干扰 可 以 组 合成 作用 于 输出 上 的 加 性 干扰 y,。 如 果 输 
出 测量 数据 受到 (2) 干扰 ， 见 图 1.12， 那 么 它 可 以 与 干扰 y, 合 并 起 来 处 理 ， 而 且 不 会 造成 
很 大 的 问题 。 处 理 输入 信号 wu(1) 受 到 (i) 干扰 就 会 比较 困难 ， 这 是 一 种 变量 带 误差 (EIV) 
的 辨识 问题 ， 见 第 23. 6 节 。 解 决 这 个 问题 的 方法 可 以 是 总 体 最 小 二 乘 (TLS) 法 或 者 主 成 
分 分 析 (PCA) 法 ， 见 第 10 章 。 

比例 控制 作用 下 的 过 程 一 般 可 以 在 开 环 状态 下 进行 辨识 ， 但 是 具有 积分 控制 作用 的 过 程 
通常 就 不 行 ， 因 为 这 种 情况 下 干扰 信号 作用 于 过 程 可 能 造成 输出 产生 漂移 。 男 外 ， 过 程 也 不 
允许 长 时 间 开 环 运 行 ， 因 为 工作 点 可 能 会 开始 漂移 。 这 些 情况 下 以 及 对 不 稳定 的 过 程 ， 就 必 
须 在 闭环 状态 下 进行 辨识 ， 见 图 1. 13。 如 果 外 部 信号 如 设 定 值 是 可 测 的 ， 那么 这 种 过 程 可 
以 用 相关 分 析 法 或 参数 估计 方法 进行 辨识 。 如 果 没 有 可 测 的 外 部 信号 作用 于 过 程 (如 调节 
需 的 设 定 值 是 恒定 的 ) ， 而 且 这 种 过 程 仅 受 ” (7) 的 激励 ,那么 可 用 的 辨识 方法 和 控制 需 的 
结构 就 会 受到 限制 ， 第 13 章 将 讨论 闭环 辨识 特有 的 一 些 问题 。 












































umut, uy +e, 


图 1.12 输入 和 输出 带 有 测量 干扰 的 线性 过 程 图 1.13 闭环 过 程 的 辨识 





1.6.2 多 输入 或 多 和 输出 系统 的 辨识 


对 于 具有 多 个 输入 和 /或 输出 信号 的 线性 系统 ， 如 图 1. 14 所 示 ， 也 可 以 采用 本 书 所 讲 的 用 
于 SISO 过 程 的 辨识 方法 。 对 于 具有 1 个 输入 、r 个 输出 和 采用 1 种 测试 信号 的 系统 ， 可 以 利用 
辨识 方法 对 各 单 输入 / 单 输出 的 组 合 进 行 r 次 辨识 ， 以 得 到 7 个 输入 /输出 模型 ， 见 图 1.14。 对 
于 具有 7 个 输入 、 单 个 输出 (MISO) 的 系统 ， 可 以 采用 类 似 的 方法 对 输入 依次 进行 激励 ， 或 
者 用 不 相关 的 输入 信号 同时 激励 所 有 的 输入 ， 不 过 辨识 得 到 的 模型 不 一 定 是 最 小 实现 模型 。 





a) b) c) 
y u uy ¥i 
Vy Uy u, W3 
u : : y : 
> Y, u, - u, - > Ir 
í 4 e b Ae p : eA by 


图 1.14 
几 类 多 输入 或 多 输出 系统 的 辨识 
a) 1 个 输入 、r 个 输出 的 SIMO 系统 b) p 个 输入 、1 个 输出 的 MISO 系统 
c) p 个 输入 、r 个 输出 的 MIMO 系统 
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对 于 多 输入 和 多 输出 (MIMO) 的 系统 ， 有 三 种 辨识 方案 可 以 选择 : 一 种 是 依次 激励 
单个 输入 ， 同 时 计算 所 有 的 输出 ; 另 一 种 是 同时 激励 所 有 的 输入 ， 依 次 计算 单个 输出 ; 
第 三 种 是 同时 激励 所 有 的 输入 ， 同 时 计算 所 有 的 输出 ， 然 后 分 别 根据 输入 和 输出 数据 进 
行 辩 识 。 如 果 用 一 个 模型 就 足以 描述 输入 /输出 特性 ， 那 么 可 以 直接 应 用 SISO 系统 辨识 
法 。 然 而 ， 如 果 有 pp 个 输入 同时 被 激励 ， 以 及 有 7 个 输出 ， 这 时 就 必须 寻求 专门 辨识 MI- 
MO 系统 的 方法 ， 因 为 这 时 模型 结构 的 假设 起 重要 作用 。 第 17 章 将 讨论 MIMO 系统 的 参 
数 估计 问题 。 














1.7 应 用 领域 


如 前 所 述 ， 辨 识 结果 模型 的 应 用 对 模型 类 的 选择 、 模 型 所 需 的 逼真 度 、 辨 识 方法 和 辨识 
所 需 的 软 便 件 有 着 重要 的 影响 。 因 此 下 面 将 简要 介绍 一 些 有 代表 性 的 应 用 领域 。 








1.7.1 增加 对 过 程 特性 的 认识 


如 果 因 为 缺乏 对 过 程 的 物理 认识 ， 通 过 理论 建 模 不 能 确定 过 程 的 稳 态 和 动态 特性 ， 那 么 
就 只 能 求助 于 实验 建 模 。 这 种 无 法 进行 理论 建 模 的 复杂 案例 很 多 ， 包 括 许多 技术 过 程 ， 比 如 
炉子 、 内 燃 引擎 、 生 物 反应 圳 、 生 物 过 程 和 经 济 过 程 。 辨 识 方法 的 选择 主要 取决 于 能 否 施加 
特殊 的 测试 信号 ， 能 否 连续 测量 或 只 能 在 离散 时 间 点 上 测量 ,还 取决 于 输入 和 输出 变量 个 
数 、 信 品 比 、 可 测量 的 时 间 、 是 否 存 在 反馈 回路 等 。 辨 识 获 得 的 模型 通常 只 需要 具有 好 的 / 
中 等 的 逼真 度 ， 为 此 通常 采用 一 些 简 单 的 辨识 方法 就 可 以 了 ， 不 过 参数 估计 方法 还 是 会 经 常 
使 用 的 。 



























































1.7.2 理论 模型 的 验证 


由 于 简化 的 假设 条 件 和 不 准确 的 过 程 参 数 知识 ， 经 常 需要 在 实际 过 程 上 进行 实验 来 验证 
理论 推导 的 模型 。 对 于 一 个 由 传递 函数 形式 给 出 的 (线性 ) 模型 ， 频率 响应 的 测量 为 验证 
理论 模型 提供 一 个 很 好 的 工具 。Bode 图 为 过 程 的 动态 特性 提供 非常 清晰 的 表示 ， 比 如 谐振 、 
忽略 高 频 动态 特性 、 述 延 和 模型 阶 次 。 频 率 响应 测量 的 主要 优点 是 不 需要 假设 模型 结构 
(如 模型 阶 次 、 述 延 等 )， 但 它 也 具有 很 严重 的 缺点 ， 即 测量 时 间 过 长 ， 这 点 对 过 渡 过 程 时 
间 长 的 过 程 尤其 突出 ， 并 且 需 要 假设 是 线性 的 。 

如 果 过 程 只 有 很 小 的 干扰 ， 那 么 通过 比较 过 程 和 模型 的 阶 跃 啊 应 也 就 足够 了 了。 当然， 这 
种 比较 是 非常 显而易见 的 ， 也 是 合乎 常情 的 。 但 是 ， 当 过 程 存在 较 严重 的 干扰 时 ， 对 连续 时 
间 模 型 来 说 必须 借助 于 相关 分 析 法 或 参数 估计 方法 。 这 种 情况 下 获得 的 模型 逼真 度 需要 达到 
中 等 和 较 高 的 程度 。 


1.7.3 控制 器 参数 的 整定 


对 PID 控制 器 来 说 ， 调 节 器 参数 的 粗略 整定 并 不 需要 详细 的 模型 (如 Ziegler - Nichols 
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实验 整定 )， 只 要 根据 阶 跃 响应 测量 值 确定 过 程 的 一 些 特征 值 就 够 了 。 然 而 ,对 于 精细 整 
定 ， 必 须 有 足够 准确 的 模型 。 对 于 这 种 应 用 ， 参 数 估计 方法 更 受 青睐 ， 特 别 是 数字 控制 器 的 
自 整定 ， 如 见 文 献 (Åström and Wittenmark, 1997, 2008; Bobäl et al, 2005; O?’ Dwyer, 
2009; Crowe et al, 2005; Isermann et al ，1992 ) 。 这 些 技术 在 今后 的 几 十 年 中 会 得 到 进一步 
的 发 展 ， 因 为 技术 员 面 临 工厂 中 安装 越 来 越 多 的 控制 带 ， 目 前 超过 50% 的 控制 器 没有 得 到 
很 好 的 整定 ， 导 致 控制 回路 缓慢 振荡 或 控制 性 能 欠 佳 (Pfeiffer et al, 2009) 。 


1.7.4 基于 计算 机 的 数字 控制 算法 设计 
对 于 基于 模型 的 控制 算法 设计 比如 内 模 控制 器 ， 或 预测 控制 器 ， 或 多 变量 控制 器 ， 需 要 
有 和 较 高 逼真 度 的 模型 。 如 果 控 制 算法 和 设计 方法 是 基于 参数 的 离散 时 间 模型 ， 无 论 是 离线 还 


是 在 线 ， 那 么 参数 估计 方法 是 首选 的 。 对 于 非 线性 系统 ， 无 论 参数 估计 方法 还 是 神经 网 络 方 
法 都 能 适用 (Isermann, 1991), 






































1.7.5 自 适 应 控制 算法 


对 参数 缓慢 时 变 的 过 程 ， 如 果 采 用 数字 自 适 应 控制 器 ， 那 么 采用 参数 化 的 离散 时 间 模 型 
有 很 大 的 好 处 ， 因 为 在 闭环 和 在 线 的 条 件 下 ， 利 用 递 推 参数 估计 方法 可 以 确定 出 合适 的 模 
型 ， 再 通过 标准 化 控制 器 设计 方法 就 能 够 很 容易 地 确定 控制 器 的 参数 。 不 过 ， 也 可 以 使 用 非 
参数 模型 ， 在 一 些 著作 中 对 此 有 些 探讨 (Sastry and Bodson, 1989; Isermann et al, 1992; 
Ikonen and Najim, 2002; Åström and Wittenmark, ，2008 ) 。 出 于 前 面 所 述 的 控制 器 参数 自 整定 
相同 的 原因 ， 自 适应 控制 器 是 另外 一 个 辨识 重要 应 用 的 课题 。 自 适应 控制 与 激励 信号 的 类 型 
有 很 强 的 依赖 关系 ， 必 须 连续 进行 监控 。 
































1.7.6 过 程 监控 和 故障 检测 


如 果 过 程 模型 的 结构 理论 上 准确 已 知 ， 那 么 就 可 以 用 连续 时 间 参 数 估计 方法 来 确定 模型 
参数 。 过 程 参 数 的 变化 可 以 用 来 推断 过 程 是 否 有 故障 发 生 ， 对 过 程 变 化 的 进一步 分 析 可 以 用 
来 确定 故障 的 类 型 、 位 置 和 大 小 。 但 是 ， 这 个 任务 对 模型 的 逼真 度 有 很 高 的 要 求 。 首 选 的 方 
法 是 采用 具有 实时 数据 人 处理 或 块 数据 处 理 能 力 的 在 线 辨 识 方法 。 这 个 问题 的 详细 讨论 可 参阅 
著作 (Isermann，2006)。 故 障 检测 和 诊断 对 安全 做 关系 统 和 设备 资产 管理 有 着 重要 的 作用 。 
这 种 情况 下 ， 所 有 生产 设备 的 信息 都 集成 到 公司 的 宽带 网 络 中 ， 并 且 可 以 对 所 有 设备 的 自身 
健康 状态 持续 进行 评估 。 当 检测 到 微小 的 、 初 期 的 故障 时 ， 自 动 请 求 维修 服务 。 这 些微 小 的 
故障 有 可 能 使 系统 的 特性 变 坏 ， 其 至 造成 生产 瘫痪 。 




















1.7.7 信号 预测 


对 于 慢 过 程 ， 如 炉子 或 电 三， 借助 仿 真 模型 来 预测 操作 员 干 预 的 效果 ， 以 便 为 操作 员 提 
供 支持 ， 使 其 能 够 判断 干预 的 效果 。 为 了 这 个 任务 ， 通 常 需要 采用 递 推 在 线 参 数 佑 计 方 法 ， 
以 导出 对 象 模 型 。 这 种 方法 也 可 用 于 经 济 市 场 的 预测 ， 可 参阅 文献 (Heij et al, 2007) 和 
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(Box et al，2008) 的 描述 。 


1.7.8 在 线 优 化 


如 采 任 务 是 为 了 使 过 程 能 运行 在 最 优 工作 点 上 (如 对 大 型 煤油 船 引 擎 或 蒸汽 电厂 来 
说 ) ， 那 么 需要 用 参数 估计 方法 ， 导 出 在 线 的 非 线性 动态 模型 ， 再 通过 数学 最 优化 技术 找到 
最 优 工作 点 。 由 于 原油 和 化 工 产品 等 能 源 和 生产 商品 的 价格 不 断 提高 ， 使 过 程 尽 可 能 高 效 最 
优 运行 就 变 得 越 来 越 重 要 。 

从 这 些 不 同 的 例子 可 以 清楚 地 看 到 ， 应 用 目的 对 选择 系统 辨识 方法 的 影响 很 大 。 因 此 ， 
用 户 只 会 对 用 在 各 种 不 同 问题 上 的 方法 感 兴趣 。 这 里 ， 参 数 估计 方法 发 挥 重 要 的 作用 ， 因 为 
它们 可 以 很 容易 地 改变 ， 不 仅 用 于 包括 线性 、 时 不 变 的 SISO 过 程 ， 也 包括 用 于 非 线性 、 时 
变 的 多 变量 过 程 。 

辨识 技术 的 这 些 应 用 未 来 将 成 为 宣 有 了 吸引 力 的 研发 领域 ， 因 此 将 来 需要 大 批 的 拥有 系统 
辨识 丰富 知识 的 专业 人 员 。 第 24 章 将 讨论 本 书 所 论述 的 方法 在 某 些 方面 的 部 分 应 用 。 















































1.8 文献 综述 


以 下 不 同 领域 的 新 发 展 推动 着 系统 辨识 的 发 展 : 

。 系统 理论 。 

© 控制 工程 。 

e 信号 理论 。 

e 时 间 序 列 分 析 。 

。 测量 工程 。 

e 数值 计算 数学 。 

o 计算 机 和 微 控 制 器 。 

因此 ， 发 表 的 相关 文献 分 布 在 上 面 提 到 的 不 同 研究 领域 及 其 所 属 的 特定 期 刊 和 会 议 。 在 
自动 控制 领域 中 能 找到 系统 处 理 这 方面 问题 的 文献 ， 其 中 IFAC 系统 辨识 专题 会 议 (SYSID ) 
A 1967 年 创办 ， 每 三 年 举行 一 次 ， 成 为 在 系统 辨识 领域 科学 家 团体 的 平台 。 该 专题 会 议 至 
今 已 在 布拉格 (1967， 自 动 控 制 系统 中 的 辨识 专题 会 议 ) 、 布 拉 格 (1970, EAAMTESH 
估计 专题 会 议 ) 、 海 牙 (1973， 辨 识 和 系统 参数 估计 专题 会 议 ) 、 第 比 利 斯 (1976) 、 达 姆 施 
塔 特 (1979)、 华 成 顿 (1982) 、 约 克 (1985)、 北 京 (1988 ) 、 布 达 佩 斯 (1991) 、 哥 本 哈 
He (1994)、 北 九州 〈1997) 、 圣 塔 芭 芭 拉 (2000)、 鹿 特 丹 (2003)、 纽 卡 斯 尔 (2006) 和 
圣 马 洛 (2009) 举行 。 国 际 自动 控制 联合 会 (IFAC) 也 将 1.1 技术 委员 会 的 工作 确定 为 建 
模 、 辨 识 和 信号 处 理 领 域 。 

由 于 上 述 事实 ， 系 统 辨识 的 研究 遍及 许多 不 同 的 领域 ， 很 难 给 出 一 个 覆盖 辨识 领域 所 有 
文献 的 综述 。 然 而 ， 表 1. 4 还 是 试图 列 出 系统 辨识 的 相关 著作 ， 但 不 能 保证 是 完备 的 。 从 表 
中 可 以 看 到 ， 许 多 教科 书 通 常 专 注 于 系统 辨识 的 某 一 方面 。 
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表 1.4 81992 年 以 来 系统 辨识 的 相关 著作 ,但 不 是 完备 的 。 表 中 ,V = 是 ;(V) = 是 ,但 不 深入 ; 


引用 文献 
( 见 本 章 的 参考 文献 ) 


C=CD -ROM;D = 磁盘 ;M =Matlab 代码 或 工具 箱 ; W = 网 站 。1992 年 以 前 的 著作 文献 见 


(Isermann ,1992) 。 基 于 实现 理论 的 方法 ( Juang,1994 ;Juang and Phan ,2006 ) 列 为 子 空间 法 
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Harris et al(2002 ) 

Ikonen and Najim( 2002 ) 
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习题 


1.1 理论 建 模 

简单 描述 一 下 理论 建 模 方法 。 建 立 怎么 样 的 方程 可 以 组 合成 一 个 模型 9 什么 类 型 的 微分 
方程 可 以 作为 建 模 的 结果 ? 为 什么 说 单纯 的 理论 建 模 方法 应 用 范围 是 有 限 的 ? 

1.2 实验 建 模 

简单 描述 一 下 实验 建 模 方法 ， 其 优 缺点 是 什么 ? 

1.3 ”模型 类 型 

什么 是 白 箱 、 灰 箱 和 黑箱 模型 ? 

1.4 ”辨识 

辨识 的 任务 是 什么 ? 

1.5 ”辨识 的 限制 条 件 

实际 的 辨识 实验 有 哪些 限制 条 件 ? 

1.6 干扰 

作用 在 过 程 上 的 典型 干扰 有 哪些 ?怎样 消除 它们 的 影响 ? 

1.7 辨识 

系统 辨识 有 哪些 步骤 ? 

1.8 辨识 方法 的 分 类 

辨识 方法 是 根据 什么 特征 进行 分 类 的 ? 

1.9 ” 非 参 数 / 参 数 模型 

非 参 数 模型 和 参数 模型 之 间 的 区 别 是 什么 ?举例 说 明 。 

1.10 应 用 领域 

哪 种 辨识 方法 适用 于 理论 线性 模型 的 验证 和 数字 控制 算法 的 设计 ? 
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第 2 i 





线性 动态 系统 和 随机 信号 的 数学 模型 


辨识 方法 的 主要 任务 是 为 了 导出 过 程 及 其 信号 的 数学 模型 ， 所 以 下 文 将 简要 论述 线性 时 
不 变 SISO 过 程 和 随机 信和 号 最 重要 的 一 些 数 学 模型 。 这 里 ， 假 定 读者 已 经 熟悉 基于 时 域 和 频 
域 的 模型 及 相应 的 分 析 方 法 。 如 果 不 是 这 样 ， 请 查阅 许多 有 关 控 制 工程 和 更 宽 范 围 内 涵盖 该 
主题 的 教科 书 (Åström and Murray, 2008; Chen, 1999; Dorf and Bishop, 2008; Franklin et 
al, 2009; Goodwin et al, 2001; Nise, 2008; Ogata，2009) 。 下 面 的 简短 讨论 只 是 为 了 统一 
符号 ， 并 让 读者 回顾 一 些 最 重要 的 关系 。 

如 果 系 统 能 用 上 丢 加 原理 ， 则 称 这 类 系统 是 线性 的 。 对 于 线性 系统 ， 由 多 个 输入 信和 号 激 
励 产生 的 输出 可 以 用 各 自 输入 信号 所 激励 的 输出 又 加 而 成 。 在 最 简单 情况 下 ， 线 性 系统 的 特 
性 可 用 线性 常 微分 方程 (ODE) 描述 。 如 果 方 程 系 数 不 发 生变 化 ， 称 系统 是 时 不 变 的 ; 如 
果 系 统 参数 随 着 时 间 变 化 ， 则 必须 按时 变 的 系统 来 处 理 。 适 合用 于 描述 非 线性 过 程 的 模型 将 
在 后 面 的 章节 中 与 相应 的 辨识 方法 予以 介绍 。 如 果 系 统 的 输出 三 加 有 常数 项 ， 则 系统 称 为 是 
仿 射 的 。 

下 文 描述 的 模型 分 类 取决 于 所 用 的 准则 ， 准 则 的 选择 又 与 辨识 方法 的 分 类 及 辨识 模型 的 
应 用 范围 有 很 大 关系 。 一 般 情况 下 ， 模 型 可 分 为 参数 模型 和 非 参 数 模 型 、 输 入 /输出 模型 和 
状态 空间 模型 、 时 域 模 型 和 频 域 模型 等 。 




















2.1 连续 时 间 信 号 的 动态 系统 数学 模型 


首先 简要 回顾 一 下 连续 时 间 动 态 系统 的 数学 模型 理论 ， 因 为 这 些 基 本 原理 知识 对 本 书后 
面 各 章节 所 介绍 的 辨识 方法 的 理解 和 应 用 是 必 不 可 少 的 。 


2.1.1 非 参数 模型 ， 确 定性 信号 

过 程 和 信号 的 数学 模型 可 以 是 非 参数 的 ， 也 可 以 是 参数 uo 2 
的 。 非 参数 模型 采用 表格 或 曲线 来 表示 输入 和 输出 之 间 的 关 。 “i%) l ein frio 
系 。 这 种 模型 没有 特定 的 结构 ， 通 常 是 无 穷 维 的 ， 它 是 所 谓 W 输入 为 和 输出 为 
黑箱 方法 的 基础 ， 因 此 下 面 将 这 种 模型 称 作 黑 色 模型 。 描 述 的 动态 过 各 
线性 时 不 变 过 程 最 重要 的 非 参数 模型 有 脉冲 响应 、 阶 跃 响 应 
和 频率 响应 ， 见 图 2. 1。 
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脉冲 响应 
脉冲 响应 g(t) 定义 为 由 脉冲 函数 6(1) (Dirac 6 PRA) 激励 下 的 过 程 输出 。 该 脉冲 孔 数 
定义 为 


50-7770 (2.1.1) 
三 ö(t) dt = 1sec (2.1.2) 


利用 脉冲 响应 ， 可 以 获取 线性 过 程 在 任意 的 确定 性 输入 作用 下 的 输出 ， 采 用 卷 积 积分 可 表 
INN 


t t 
»o= f g(t —T) uod = f g(t) u(t — t)dt (2.1.3) 
0 
阶 跃 函 数 o(t) XERE Heaviside 函数 到 (加 ， 定 义 为 
o(t) = een (2.1.4) 


通过 脉冲 函数 对 时 间 t 积 分 可 获得 阶 路 函数 。 这 时 系统 的 输出 定义 为 阶 跃 响应 h(t) ， 可 利用 
输入 信号 与 脉冲 响应 g(t) 做 卷 积 计算 得 到 








t 
h(t) = Te g(t) o(t —t)dt = f g(t)dt (2.1.59) 
因此 ， 脉 冲 响 应 是 阶 跃 响应 对 时 间 的 微分 ， 即 
h 
a) = 40 (2. 1.6) 
TER, Heaviside 函数 也 可 以 定义 为 
1,t>0 
Hl) = !c;t=0 (2: 1:7.) 
0,t<0 


st, c=0 (Föllinger, 2010); 当 取 c=1/2， 可 增加 对 称 性 (Bracewell, 2000; Bronstein et 
al, 2008); 或 取 c=1， 使 得 连续 时 间 阶 路 函数 和 离散 时 间 阶 跃 阴 数 (在 =0 时 也 为 1) 的 
定义 很 相似 。 
频率 响应 ， 传 递 函数 
频率 响应 相当 于 频 域 中 的 脉冲 响应 。 如 果 过 程 由 谐 波 振荡 信号 激励 ， 且 一 直 等 到 稳 态 响 
应 完全 形成 ， 那 么 频率 响应 定义 为 输出 矢量 和 输入 矢量 的 比值 
wt @)ei@tte@)) Oo 
G(io) = ee = a = = ee iv) (2.1.8) 
利用 傅 里 叶 变换 也 可 以 获得 非 周 期 信号 激励 的 频率 响应 ， 如 在 文献 (Papoulis 1962; 
Föllinger and Kluwe, 2003) 中 有 详细 论述 。 侍 里 叶 变 换 将 时 域 函 数 x(1) 映射 为 频 域 汕 数 x(iw) 


&{x(t)} = x(iw) = i x(t)e 1" dt (2. 1.9) 









































对 应 的 傅 里 时 逆 变 换 为 
& l{x(io)} = x(t) = = [oe (2.1.10) 
如 果 x(t) 是 逐 段 连续 的 ， 且 绝对 可 积 ， 即 
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fr. |x(t)| dt < co (2.1.11) 


WU fe EN SRE LE, FORA FRESE RAL (Poularikas ，1999 ) 。 非 周期 信号 激励 的 频率 响应 定 

义 为 输出 傅 里 叶 变 换 和 输入 傅 里 叶 变 换 的 比值 

BVO} _ yo) 

Fun) ulio) 

时 域 中 的 输入 和 输出 之 间 的 卷 积 关系 可 以 转变 为 频 域 中 的 简单 乘法 关系 
y(iw) = G(iw) u(ia) (2.1.13) 

由 于 Dirac 8 脉冲 的 傅 里 叶 变换 为 


















































G(iw) = (2.1.12) 




















& {5(t)} = 1sec (2.1.14) 
因此 ， 由 式 (2.1.12) 可 得 
. ar ls} = —iot 1 
G(iw) = Sn) -Í g(t)e ee (2.1.15) 


























该 式 表明 频率 响应 是 脉冲 响应 的 傅 里 叶 变 换 。 傅 里 叶 变 换 在 第 3 章 中 还 会 再 次 讨论 ， 那 里 将 
详细 论述 在 数字 计算 机 上 如 何 实现 傅 里 叶 变换 以 及 有 限 长 度 的 数据 序列 对 应 用 傅 里 叶 变换 的 
影响 。 

由 于 某 些 经 常 遇 到 的 输入 信号 ， 如 阶 跃 函数 或 斜坡 函数 ， 它 们 的 傅 里 叶 变 换 不 存在 ， 
此 ， 更 为 关切 的 是 如 何 利用 这 些 非 周期 信号 来 获取 传递 函数 。 为 此 ， 引 入 拉 普 拉 斯 变换 


L{x(t)} = x(s) = f roa (2.1.16) 


ERRI F <0, x(t) =0。 上 式 中 ， 拉 普 拉 斯 变量 为 *=6+ig， 且 5>0。 相 应 地 ， 和 定义 
拉 普 拉 斯 逆 变 换 为 




































































1 6 十 ico 
SNS x(t) = 元 上 x(s)e%' ds (2.1.17) 
6 一 ico 
现在 ,传递 函数 可 以 表述 为 输出 拉 普 拉 斯 变换 与 输入 拉 普 拉 斯 变换 之 比 
了 


G(s) Tao} = 16) (2.1.18) 





























类 似 于 式 (2.1.15), 有 





= Le} BR; -sta l 
G(s) = en) = Í g(t)e “dt ee (2.1.19) 
当 6 一 0 时 ， 有 s 一 iw， 传递 函 数 演变 为 频率 响应 
jim G(s) = Glo) (2.1.20) 


至 此 ， 本 节 介 绍 了 描述 非 参 数 线性 模型 和 确定 性 信号 最 重要 的 一 些 基 本 方程 。 


2.1.2 参数 模型 ， 确 定性 信号 

参数 模型 是 利用 方程 来 描述 系统 输入 和 输出 之 间 的 关系 ， 一 般 情况 下 模型 会 包含 一 定数 
量 的 明确 参数 。 这 些 方程 可 以 应 用 第 1. 1 节 介绍 的 理论 建 模 技术 来 建立 ， 比 如 利用 储量 平衡 
方程 、 物 理 或 化 学 状态 方程 和 现象 学 方程 ， 可 以 构建 方程 组 ， 其 中 包含 具有 物理 意义 的 参数 
c;， 这 些 参数 称 作 过 程 系数 (Tsermann ，2005 ) 。 这 些 方程 组 揭示 了 系统 的 基本 模型 结构 ， 并 
20 








可 以 用 详细 的 方块 图 来 表示 。 具 有 这 种 基本 模型 结构 的 模型 称 作 白色 模型 ( 白 箱 )， 它 与 前 
一 节 介绍 的 非 参数 黑色 模型 是 完全 不 同 的 ， 也 可 回顾 图 1. 3 中 从 白 箱 模型 到 黑箱 模型 不 同 建 


立方 法 的 对 比 。 
微分 方程 
如 果 只 对 过 程 的 输入 /输出 特性 感 兴趣 ， 可 以 不 考虑 系统 的 状态 (如果 可 能 的 话 )。 对 


于 集中 参数 系统 来 说 ， 最 终 建 立 的 数学 模型 是 常 微 分 方程 (ODE)。 在 线性 的 情况 下 ， 这 种 
ODE 模型 可 描述 为 
y(t) + any’) +++ Fay) + ayle) 
UNE) + bm_1u Pe) +--+ + biù (t) + boult) 
式 中 ， 模 型 参数 a, Ab, 由 过 程 系数 c, 确定 。 经 过 从 物理 过 程 到 输入 /输出 模型 的 变换 ， 基 
本 的 模型 结构 可 能 已 不 复 存在 。 对 于 具有 分 布 参数 的 过 程 ， 可 以 获得 类 似 的 偏 微分 方程 
(PDE), 
传递 函数 和 频率 响应 
对 式 (2.1.21) 的 ODE 方程 应 用 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 设 所 有 初始 条 件 为 零 ， 可 得 (SU 
的 ) 传递 函数 


(2.1.21) 

















G0) = 7 = bo + bis +, +bms”" Bis) 
U) ao Hays + +a” A(s) 
通过 取 极 限 ;一 iw， 又 可 得 到 (参数 的 ) 频率 响应 


G(iw) = lim G(s) = |G(iv)le?® (2.1.23) 
式 中 , | G(iw) | 为 幅 值 ，p(w) = LG(iw) 为 相位 ( 幅 角 )， 它 们 的 表示 依赖 于 模型 参数 。 
状态 空间 描述 
如 果 既 对 系统 输出 特性 感 兴趣 ， 又 对 系统 内 部 状态 感 兴趣 ， 则 需要 用 状态 空间 模型 来 描 
述 系 统 。 对 于 单 输 入 和 单 输出 的 线性 时 不 变 过 程 ， 其 状态 空间 模型 可 描述 为 
x(t) = Ax(t) + bu(t) (2.1.24) 
y(t) = x(t) + dult) (2.1.25) 
上 述 方程 中 的 元 素 分 别称 作 状 态 向 量 (x0)), AAE (A), WARE (b), wE 
(c') 和 直接 馈 通 量 (d)。 第 一 个 方程 称 作 状 态 方程 ， 第 二 个 方程 称 作 输 出 方程 ， 系 统 的 方 
块 图 描述 如 图 2. 2 所 示 。 





(2.1.22) 





























图 2.2 SISO 系统 的 状态 空间 描述 


方程 (2.1.24) 和 (2.1.25) 的 时 间 解 对 于 Kalman 滤波 器 的 评估 ( 见 第 21 章 ) 至 关 
重要 ， 其 解 可 表达 为 
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t 
x(t) = 9x + | D(t — t)bu(t)dt (2. 1. 26) 
Hp, Ø IPEE, URR TRAE sh 
#0 =e = im (T+ Art 0 ++ ar) (2.1.27) 


对 式 (2.1.27) 的 级 数 求 和 ， 除 了 可 以 直接 计算 外 ， 还 可 以 采用 其 他 的 一 些 方法 来 计算 这 
个 矩阵 指数 ， 如 可 参见 文献 ( Moler and van Loan，2003 ) 。 利 用 这 个 转移 矩阵 ， 系 统 的 输出 
可 按 下 式 计 算 





t 
y(t) = c78 (t — to) x (to) + cf D(t — t)bu(t)dt + du(t) (2.1.28) 
根据 状态 空间 模型 描述 ， 系 统 的 连续 时 间 传 递 函数 也 可 确定 为 
= y(s) _ oT 一 1 


由 此 可 以 导出 如 式 (2.1.22) 所 示 的 有 理 传 递 函 数 。 


2.2 离散 时 间 信 号 的 动态 系统 数学 模型 


为 了 对 测量 变量 进行 数值 处 理 ， 也 是 为 了 利用 数字 计算 机 进行 辨识 ， 需 要 对 测量 变量 进 
行 采样 ， 并 用 模 - 数 转换 器 (ADC) 进行 数字 化 。 通 过 采样 和 离散 化 处 理 ， 可 获得 时 间 和 
幅 值 都 量化 的 离散 信号 。 同 时 假设 幅 值 的 量化 误差 非常 小 ， 以 至 于 可 以 认为 幅 值 是 伪 连 续 
的 。 如 果 采 样 过 程 是 周期 的 ， 采样 时 间 为 7,， 那 么 可 产生 幅 值 调 制 的 脉冲 序列 ， 间 隔 为 采 
样 时 间 7,， 结 果 见 图 2.3。 这 种 采样 信号 可 以 在 数字 计算 机 上 进行 处 理 ， 比 如 用 于 控制 
(Franklin et al, 1998; Isermann, 1991) 或 其 他 用 途 ， 如 过 程 辨识 。 不 过 要 认识 到 这 时 的 过 
程 模型 不 可 避免 地 也 包含 了 数字 计算 机 输入 端的 采样 过 程 及 随后 的 保持 环节 和 计算 机 输出 端 
的 采样 过 程 ， 这 点 很 重要 。 离 散 时间 信 和 号 的 详细 论述 可 参考 有 关 数 字 控 制 的 教科 书 ( Frank- 
lin et al, 1998; Isermann, 1991; Phillips and Nagle, 1995; Söderström, 2002), FH R5 h 
一 个 简短 的 概述 。 


























WO) 
连续 幅 值 连续 幅 值 离散 幅 值 
连续 时 间 离散 时 间 离散 时 间 


图 2.3 模 - 数 转换 过 程 以 及 随后 产生 离散 时 间 、 离 散 幅 值 的 调幅 离散 时 间 信 和 号 


2. 2.1 参数 模型 ， 确 定性 信号 


6 脉冲 序列 ，z 变换 
如 果 以 充分 快 的 采样 速率 〈 相 对 于 过 程 动态 特性 而 言 ) 对 过 程 的 连续 时 间 输入 和 连续 

















uo 
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时 间 输 出 进行 采样 ， 就 可 获得 用 于 描述 过 程 特性 的 差分 方程 ， 这 种 差分 方程 是 通过 利用 有 限 

差分 代替 连续 时 间 微 分 的 方法 对 微分 方程 进行 离散 化 的 结果 。 而 一 种 更 适合 的 、 对 大 的 采样 
时 间 也 有 效 的 处 理 方法 是 利用 脉冲 对 采样 信号 xs(t) 进行 近似 ,这些 脉冲 具有 与 6 脉冲 面积 
等 价 的 宽度 h， 即 表示 成 





























h oo 
xs(t) ~ xal) = —— ZA — kTo) (2.2.1) 
FH h =1sec 进行 正规 化 处 理 ， 可 得 
x*(t) = Y ,x(kTo)ölt 一 上 TD) (2.2.2) 
k=0 
对 该 式 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 
WO) = Ela} Eene 83,3) 
k=0 
拉 普 拉 斯 变换 x* (s) 是 周期 的 ， 表 示 为 
x*(s) = x* (s + ivwo), v = 0,1,2,... (2.2.4) 
式 中 ， 采 样 频率 为 w =2m/7  。 引 入 速记 符号 
z = eT0s _ eTo(6 tio) (2.2.5) 
得 到 z 变换 
x(z) = 3{x(kTo)} = > x(kTo)z™ (2.2.6) 
k=0 


若 x(k76) 是 有 界 的 ， 则 对 于 |z| >1,，x(z) 收 敛 。 通 过 适当 选取 6， 可 以 使 大 多 数 感 兴趣 信 
号 的 z 变换 是 收敛 的 。 类 似 于 拉 普 拉 斯 变换 ， 需 要 假设 对 于 <0, x(kT,) =0 以 及 6 >0 
(Poularikas ，1999; Föllinger and Kluwe，2003 ) 。 一 般 而 言 ，x(z) 是 无 限 长 序列 ， 然 而 对 许 
多 的 测试 信号 ， 可 获得 闭 式 表达 式 。 














离散 脉冲 响应 
由 于 在 6 脉冲 激励 下 系统 响应 SRH N y g(t) ， 因 此 可 获得 如 下 卷 积 和 
y(kTo) = > u(vTo)g((k — v)To) (2. 2.7) 
上 上 式 可 以 用 来 计算 输入 a( 87,) 作 用 下 的 系统 输出 ， 这 时 用 8 脉冲 近似 的 输入 可 以 表示 为 
u*(t) = J ukT)S¢ — kT) (2. 2. 8) 
加 果 久 出 与 输入 是 同步 采样 的 ， 则 凑 条 以 写成 
y(kTo) = > (k —v)To) = = Yu ((k — v)To) g(vTo) (2.2.9) 
脉冲 传递 函数 = ” 
用 5 脉冲 近似 的 采样 输出 为 
y*) = vb) (2.2.10) 
=0 











经 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 得 
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y*(s) = >》 >》 u(uTo)g((v -Toje os (2.2.11) 


v=0 u=0 





通过 变量 代 换 g =v -u, A 








O = 5 gaT Tor D u(uToye PT" = G* (sur(s) (2.2. 12) 
式 中 i = 
G*(s) =2 = a Lestat (2.2.13) 
上 式 称 作 脉 冲 传递 函数 。 相 应 的 脉冲 频率 响应 为 
G*(iw) = lim G*6), os T (2.2.14) 


特别 需要 注意 ， 对 于 以 角 频 率 ou = 20/7, 进行 采样 的 连续 信号 ， 根 据 Shannon EHE, 
只 有 那些 角 频 率 满足 w <ws 的 谐 波 信号 ， 才 能 准确 地 检测 为 具有 真实 角 频 率 o 的 谐 波 信号 
其 中 


ag ae (2.2.15) 


对 于 那些 w > ws 的 信号 进行 采样 时 获得 的 是 具有 较 低 频 的 影像 输出 信号 ， 这 种 现象 称 作 混 
BAW 
将 速记 符 z =e” = ento JHF (2.2.14), 可 获得 z 














u(kT,) tL 
传递 函数 (ULI 2. 4) u(z) y@) 
G(z) = y@) =) g(kTo)z* = 3{g(kTo)} 图 2.4 用 (离散 ) 脉冲 响应 和 z 
ud 5 传递 函数 描述 采样 输入 为 w 和 


(2. 2. 16) 采样 输出 为 y 的 动态 过 程 
对 于 给 定 的 s 传递 函数 G(s)， 其 z 传 递 函 数 为 


Ge) = Sree 5 = 3{G(s)} (2.2.17) 


RB 代表 根据 s 变换 和 = 变换 对 应 表 对 给 定 的 s 变换 求 相应 z 变换， 如 参见 文献 
(Isermann, 1991) 。 
如 果 传递 函数 为 C(s) AEE EAE BT RRR RE, M z 传递 函数 为 


HG(z) = 3{H(s)G(s)} = alia- 本 jco) 
={1 | Be - "fS 


S Ay 
值得 注意 ， 式 (2.2.19) z 传递 函数 的 参数 a, Mb, 不 同 于 式 (2.1.22) ;传递 函数 的 相应 
z 一 传递 函数 
如 果 线 性 过 程 的 微分 方程 (2.1.21) 已 知 ， 则 可 以 利用 式 (2.1.22) 确定 相应 的 s 传 
递 函 数 ， 然 后 再 利用 式 (2.2.17) 或 式 (2.2.18) 确定 z 传 递 函数 
YZ) _ bo+biz 十 十 brz _ BED 


Gio WE 
en u(z) l+az2 +. +02” A(z7!) 

















II 





(2.2.18) 























(2.2.19) 
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在 许多 情况 下 ， 分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 阶 次 是 相同 的 。 如 果 过 程 包 含 迟 延 7, =dT,, d 
=1，2，…， 则 相应 的 z 传递 函数 为 
一 1 
G(z 1) = aoe (2. 2. 20) 
差分 方程 
如 果 将 式 (2.2.19) 重 写成 如 下 形式 
Yà + aiz! +- + anz ") = ulz)(bo + biz) +--+ bmz ™) (2. 2.21) 
在 时 域 中 ， 该 式 又 可 写成 
y(k) tary(k —1) +--+ + an y(k —n) = bou(k) + byu(k — 1) +--+ + bulk —m) 
(2.2.22) 
式 中 ， 用 速记 符 (k) 替代 (有 7,)。 该 差分 方程 的 系数 不 同 于 式 (2.1.21) 微分 方程 的 系 
数 。 如 果 选 择 6 脉冲 作为 输入 ， 即 以 离散 时 间 表 示 为 
0,k £0 



































uk) = 11 二 0 (2.2.23) 
那么 根据 差分 方程 ， 可 以 导出 系统 的 脉冲 响应 。 将 y(k) =gh FEAR (2.2.22), A 
g(0) = bo 
gl) = bı — aig (0) 
g(2) = b2 - aıg(l) — a28 (0) 
g(k) = br -aıg(k —1)—---—agg(0),k <m 
g(k) = -aıg(k - 1) = —ang(k —n),k>m 
状态 空间 描述 
离散 时 间 信 和 号 的 状态 空间 描述 为 
x(k +1) = Agx(k) + bau(k) (2.2.24) 
y(k) = cıx(k) + dau(k) (2.2.25) 
式 中 ， 状 态 向 量 为 ( 见 图 2.5) 
x(k) = (xı(k) x2(k) xm(k)) (2. 2. 26) 
EIERN, Ba essen, 
图 2.5 具有 采样 输入 和 采样 输出 、SISO 系统 的 状态 空间 描述 
利用 如 下 关系 (对 比 式 (2. 1.27)) 
Ag = D (To) = et (2. 2.27) 


了 7 


70 
ba = H (To) = i eA Tod bdr (2.2.28) 
0 


cd = 一 er (2.2.29) 
da=d (2.2.30) 

根据 连续 时 间 模 型 可 计算 得 到 相应 离散 时 间 的 状态 空间 描述 。 进 一 步 利 用 
Get) = 22 = ger- Ag) ‘ba (2.2.31) 








还 可 以 推导 出 式 (2.2.19) 给 出 的 传递 函数 描述 形式 。 有 关 的 推导 过 程 和 更 多 特性 的 详细 
讨论 ， 可 参考 文献 (Isermann, 1991; Heij et al，2007) 。 在 第 15.2.2 节 中 将 介绍 在 输入 信 
号 ul(k) 采 样 点 之 间 进 行 插值 的 技术 。 

在 任意 输入 信号 作用 下 ，MIMO 状态 空间 系统 的 响应 为 


k-1 


x(k) = Afx(0) 十》 44 Bau(v) (2.2.32) 
v=0 
y(k) = Cax (k) + Dau(k) (2. 2. 33) 


该 响应 对 第 16 章 讲述 的 子 空间 辨识 方法 非常 重要 。 下 面 将 讨论 离散 时 间 状 态 空间 系统 的 更 
多 特性 ， 也 与 后 面 将 要 讨论 的 子 空间 方法 有 关 。 
在 下 面 讨 论 中 ， 下 标 “d” 将 不 再 用 于 离散 时 间 和 矩阵 。 术 语 实 现 将 代表 由 和 矩阵 A、B、C 
和 DD 组 成 的 MIMO 状态 空间 系统 。 因 为 描述 同一 输入 /输出 行为 特性 的 实现 可 以 有 无 限 多 
个 ， 所 以 将 引入 最 小 实现 这 一 术语 。 最 小 实现 利用 必要 的 最 少 状态 变量 来 描述 某 一 输入 / 输 
出 行为 特性 。 
如 果 通 过 选择 合适 的 输入 序列 ， 可 以 在 有 限时 间 区 间 [ ,ti] 内 从 任意 初始 状态 x(t) 到 
达 任 何 最 终 状 态 x(t,)， 这 种 实现 就 称 作 是 可 控 的 。 如 果 可 控 性 矩阵 
Qs =(BAB--: A"'B) (2.2.34) 
是 满 秩 的 ( 即 秩 为 n)， 则 状态 空间 维 数 为 n 的 实现 是 可 控 的 。 其 他 用 于 判定 系统 可 控 性 的 
条 件 请 参考 文献 (Heij et al, 2007; Chen，1999)， 这 些 文献 对 连续 时 间 的 情况 也 进行 了 详 
细 讨 论 ， 并 引入 了 可 控 性 指标 的 概念 。 
可 观 性 是 指 时 刻 的 状态 以 及 位 于 区 间 [i ,ti] 上 任意 时 刻 1 的 状态 可 以 由 时 间 区 间 [4， 
ti ] 上 测量 得 到 的 输入 wu(k) 和 输出 y e) Eh, WREAK 
CA 
Qs = ; (2.2.35) 
Cn-14 
的 可 观 性 矩阵 O, 是 满 秩 的 〈 即 秩 为 上 ) ， 则 状态 空间 维 数 为 的 实现 是 可 观 的 ， 也 见 文献 
(Heij et al, 2007; Chen，1999 ) 。 可 观 性 不 取决 于 测量 数据 ， 而 是 系统 的 一 种 性 质 ( Grewal 
and Andrews，2008 ) 。 该 文献 指出 ， 通 常 由 于 数学 模型 与 真实 系统 之 间 不 可 避免 存在 差异 ， 
因此 这 种 正规 的 可 观 性 判断 方法 可 能 做 不 到 。 人 们 常常 采用 检验 可 观 性 矩阵 条 件数 的 方法 来 
判断 该 矩阵 接近 奇异 的 程度 。 最 后 要 说 的 是 ， 当 且 仅 当 实现 是 可 控 的 和 可 观 的 ， 则 实现 就 是 
最 小 的 。 
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2.3 连续 时 间 随 机 信和 号 模型 


随机 信和 号 的 行为 本 质 上 具有 随机 性 ， 因 此 不 能 准确 地 进行 描述 。 然 而 ， 利 用 随机 方法 、 
概率 运算 以 及 求 平均 ， 随 机 信和 号 的 特性 是 可 以 描述 的 。 一 般 情 况 下 ， 可 测量 随机 信和 号 不 完全 
是 随机 的 ， 而 是 具有 某 些 内 部 相干 性 ， 这 些 特性 可 体现 在 信号 的 数学 模型 中 。 下 面 简要 介绍 
随机 信号 模型 的 一 些 重要 术语 和 定义 ， 范 围 限定 在 本 书 涉及 到 的 辨识 方法 需要 的 术语 和 定 
义 ， 更 宽泛 的 内 容 可 参考 文献 (Åström, 1970; Hänsler, 2001; Papoulis and Pillai, 2002; 
Söderström, 2002; Zoubir and Iskander, 2004) 。 

由 于 具有 随机 行为 特点 ， 随 机 信号 不 会 以 唯一 的 某 个 实现 wx (2) 存在， 而 会 构成 随机 时 
间 信 号 的 一 个 全 体 族 ( 称 作 总 体 ) 

ld), x20) Xn(t)} (2.3.1) 

这 些 信 号 的 总 体 称 作 随机 过 程 (信号 过 程 )， 单 一 的 某 个 实现 x,(1) 称 作 样 本 函数 。 

统计 描述 

如 果 考 虑 某 个 时 间 点 +=t, 上 所 有 样本 函数 x,(1) 的 信号 值 ， 则 随机 过 程 信号 幅 值 的 统计 
特性 可 用 概率 密度 函数 (PDF) p(x,(t,)) ,i=1,2,…,n 描述 。 

内 部 相干 性 由 不 同时 间 点 上 的 联合 概率 密度 函数 丘 述 。 对 于 时 刻 t 和 t,， 二 维 联合 PDF 





























为 
0<Ni<% 
P(x(t1), x(12)), 0<t<0o 


该 函数 用 于 描述 两 个 信号 x(6 ) Al x(t.) 分 别 出 现在 三 Ft, 时 刻 的 概率 。 对 个 信号 分 别 出 
现在 时 刻 t ，t, ，…， t, 的 概率 ,需要 考虑 如 下 的 n 维 联合 PDF 
Platt), x(12), X(n) (2.3.3) 

如 果 随 机 过 程 的 PDF 和 所 有 联合 PDF 对 所 有 n 和 4 都 是 已 知 的 ， 那么 该 随机 过 程 就 得 到 完 
全 描述 。 

到 目前 为 止 , 假设 PDF 和 所 有 联合 PDF 都 是 时 间 的 函数 ， 这 种 情况 下 随机 过 程 称 为 非 
平稳 的 。 然 而 ， 在 许多 应 用 领域 ， 并 不 需要 采用 如 此 宽泛 的 、 包 罗 万 象 的 定义 ， 因 此 下 面 只 
考虑 某 些 类 型 的 随机 过 程 。 

平稳 过 程 
如 果 所 有 的 PDF 具有 时 间 平 移 独 立 性 ， 则 该 随机 过 程 是 严 平稳 的 〈SSS) 。 通 过 计算 期 
望 值 ， 用 线性 算 子 了 | + | 表示 为 


E{ f(x)} = 人 f(x) p(x)dx (2. 3.4) 


HUE Sp HOP atte Rei (AR IE HAG, AUF fa) =x"， 可 计算 PDF AY n BE, — E A 
所 有 样本 函数 在 时 刻 t 的 (线性 ) 均值 


¥ =E{x(t)} = 三 x(t) p(x)dx (2.3.5) 


(2.3.2) 
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II 














二 阶 中 心 矩 是 方差 
02 = E{(x(t)—x)?} = 人 (x(t) — X)? p(x)dx (2. 3.6) 
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根据 平稳 过 程 的 定义 ， 其 2 维 联合 PDF 只 依赖 于 时 间 差 + = 妃 -与 ， 因 此 有 























P(x(t1), x(t2)) = p(x(t), x(t +1)) = p(x. 7) (2. 3.7) 
那么 乘积 项 x(1)x(t+7) 的 期 望 值 为 
Rxx(T) = Efx (Ox + 7)} = A is x(t)x(t + t) p(x, t)dx dx (2.3.8) 
该 式 也 只 是 7 的 函数 ， 称 作 自 相关 函数 (ACF)。 
如 果 期 望 值 
E{x(t)} = X = const (2.3.9) 
E{x(t)x(t + t)} = Ryx(t) = const (2.3.10) 


与 时 间 无 关 ， 即 均值 独立 于 时 间 ， 自 相关 函数 (ACF) 只 依赖 于 时 间 差 +， 则 称 该 过 程 为 宽 
平稳 的 ( WSS) 。 此 外 方差 必须 是 有 限 的 (Verhaegen and Verdult，2007) 。 平 稳 过 程 的 线性 
组 合 还 是 平稳 的 (Box et al, 2008) 。 

各 态 遍 历 过 程 

目前 所 使 用 的 期 望 值 是 总 体 平均 ， 因 为 是 对 多 个 相似 的 随机 信号 求 平 均 ， 这 些 信号 是 由 
统计 意义 下 相同 的 信号 源 在 相同 的 时 间 上 生成 的 。 根 据 各 态 遍 历 假设 ， 如 果 考 虑 无 限 长 的 时 
HE, FHRA RER KA (t) 的 时 间 平 均 也 可 以 求 得 与 总 体 平均 相同 的 统计 信息 。 因 此 ， 
各 态 遍 历 过 程 的 均值 可 写成 














x = Efe} = Jim,# /xO (2.3.11) 
且 均 方 值 写成 
02 = B{(x(t) -I = im y f „eo mar (2.3.12) 
各 态 遍 历 过程 总 是 平稳 的 ， 反 之 则 不 然 。 
相关 函数 
利用 2 维 联合 PDF 和 自 相 关 函 数 (ACF) 可 以 获得 随机 过 程 内 部 相干 性 的 重要 信息 。 
对 于 高 斯 过 程 ， 该 信息 能 够 确定 所 有 高 阶 的 联合 PDF， 进 而 也 能 确定 所 有 的 内 部 相干 性 。 由 
于 许多 过 程 可 以 近似 为 高 斯 过 程 ， 因 此 自 相 关 函 数 (ACK) 通常 就 足以 用 于 描述 信号 的 内 部 
相干 性 。 通 过 信号 x(1) 乘 以 其 时 间 平 移 信 号 ( 负 上 方向 ) x(1+7)， 再 求 平均 就 可 获得 内 部 
相干 性 或 保守 倾向 信息 。 如 果 该 乘积 值 大 ， 则 信号 的 内 部 相干 性 强 ; 如 果 该 乘积 值 小 ， 则 内 
部 相干 性 弱 。 然 而 ， 对 信号 进行 相关 运算 会 丢失 x(1) 的 时 间 信 息 ， 即 相位 信息 。 
A FAK ew BC Ay 5 


Ra (2) = Blea +o} lim tote nd 
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N| 












































， (2.3.13) 
= lim = [ i x(t — 7)x(t)dt 
DIET, HAX AZCA MEAE (Box et al, 2008), 
对 于 无 限 长 度 的 平稳 随机 信号， 自 相 关 函 数 (ACF) 具有 如 下 性 质 : 
D ACF AARAU, BR (T) =R (=-7)。 
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©® R.(0) =2°(4)< 

@ R (œ) =x(t)’, 
为 是 不 相关 的 。 

@ R,.(7) SR,,(0) 

利用 这 些 性 质 ， 原 理 上 可 获得 如 图 2. 6 所 示 的 自 相 关 函 数 
(ACF) 曲线 。 自 相关 函数 (ACF) 向 两 侧 衰 减 得 越 快 ,该 信 
号 的 保守 倾向 越 小 〈( 见 图 2.7b 和 图 2.7c)。 
确定 其 自 相关 函数 (ACF) ， 它 们 有 具有 相同 的 周期 性 ， 因 此 非 


这 意味 着 r 一 o 时 ， 该 信号 可 以 认 











av 


对 周期 信号 也 能 0 


图 2.6 平稳 随机 过 程 x(1) 











常 适用 于 分 离 噪声 和 周期 信号 〈 见 图 2. 7d 和 图 2.7e) 。 日 相关 函数 的 一 般 形 状 
信号 自 相关 函数 功率 谱 密度 
a) x(t) Ra) S(@) 
A 
一 十 一 
t 
b 个 个 = 
Es 
\ = K 














w ATS 
Ear 





图 2.7 A E S B FH RAD E BE 
a) HIRE b) 高 频 噪 声 c) 低频 噪声 d) 谐 波 信号 e) 谐 ur A f) 恒 值 信号 


两 个 不 同 随 机 信号 x(t) 和 y(t) 之 间 的 统计 相干 性 由 互相 关 函 数 (CCF) 给 出 


Re) =E{x(Ox( +} = lim 4 L; 7 x(t)x(t + Ddt 


(2.3.14) 


T 


1 fz 
= lim tls x(t — t)x(t)dt 
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5 AHK% (ACF) 不 同 ， 互 相关 函数 (CCF) 不 具有 对 称 性 ， 但 保留 了 两 个 信号 之 间 的 
相位 信息 。 互 相关 函数 (CCF) AAUP PER: 
D R(T) =R,( -7)。 
@ R,(0) =x(t)y(t)， 即 等 于 两 个 信号 乘积 的 均值 。 
OR, (œ) =x(t)y(t)， 即 等 于 两 个 信号 均值 的 乘积 。 
@ R(T) $1/2(R,,(0) +R,,(0)). 
协 方差 函数 
前 面 定义 的 互相 关 函 数 依赖 于 信和 号 均值 ， 如 果 在 计算 互相 关 函 数 之 前 减 去 各 自信 和 号 的 均 
值 ， 就 得 到 所 谓 的 协 方差 函数 。 对 于 标量 过 程 x(1) ， 自 协 方差 函数 定义 为 
Cu(r) = cov(x, t) = Ef{(x(t) -Ixl +1) —X)} = Ef{x(t)x@ +} -RT (2.3.15) 
令 7 =0， 就 能 获得 信号 过 程 的 方差 。 双 标量 过 程 的 互 协 方差 函数 定义 为 
Cyy(t) = cov(x, y, T) = Ef{(x(t) -DOl +1) —y)} = E{x( y(t +1)} -Xy (2.3.16) 
如 果 两 过 程 的 均值 都 为 零 ， 则 互相 关 函 数 和 协 方差 函数 是 相同 的 。 向 量 过 程 将 由 协 方差 矩阵 
描述 。 
功率 谱 密 度 
到 目前 为 止 ， 只 在 时 域 中 讨论 随机 信和 号 过 程 。 通 过 将 信号 变换 到 频 域 ， 就 可 获得 信号 的 
谱 密 度 描 述 。 对 于 确定 性 的 非 周期 函数 x(i) ， 复 幅 值 密度 定义 为 信号 x(t) 的 傅 里 叶 变 换 。 
因此 ， 平 稳 随 机 信和 号 的 功率 谱 密 度 定 义 为 自 相 关 函 数 的 傅 里 叶 变换 ， 即 

























































































Sx (iw) = J > Ry (te iordr (2.3.17) 
其 傅 里 叶 逆 变换 为 
R(t) = = 人 i Sx (iw )el@™ dw (2.3.18) 
由 于 自 相 关 函 数 为 偶 函数 ， 即 R(T7) =R.( -7)， 因 此 功率 谱 密 度 为 实 值 函 数 
Six(w) = 2 Í = Ryx(t)e dr = 2 Í ý Rxx(T) cos wrdrt (2. 3. 19) 
0 0 





HFS (wo) =S,( -w)， 因 此 功率 谱 密 度 函 数 也 是 偶 函 数 。 令 7=0， 根 据 式 (2.3.18), ， 可 
得 

Ru) = BGO -DD = WO AF = 02 su 

Di (2.3.20) 

= f Sxx (i@®)dw 

A x(1) 的 均 方 值 ， 即 信号 x(1) -3 的 平均 功率 ， 与 功率 谱 密 度 的 积分 成 比例 。 图 2.7 给 出 
了 一 些 功率 谱 密 度 昌 线形 状 的 实例 。 

两 个 随机 信号 x(1) 和 y (1) 的 互 功率 谱 密度 定义 为 互相 关 函 数 的 健 里 叶 变 换 ， 即 


oo 
Sxy(i@) =| Ryy(t)e "dt (2.3.21) 
00 














1 a . iT 
Rxy(r) = Sxy(iw)e "dw (23.22) 
00 


由 于 R,(7) 为 非 对 称 函数 ， 因 此 ，S,, (iw) 是 具有 轴 对 称 实 部 和 点 对 称 虚 部 的 复 函 数 。 附 带 
说 明 一 点 ， 式 (2.3.17)、 式 (2.3.18)、 式 (2.3.21) 和 式 (2.3.22) 称 为 Wiener - 
Khintchin 关系 。 


2. 3.1 特殊 的 随机 信号 过 程 
独立 过 程 ， 不 相关 过 程 和 正 交 过 程 
如 果 
DPC，X2，， Xn) = paip): pn) (2.3.23) 
也 就 是 联合 PDF 等 于 各 自信 号 PDF 的 乘积 ， 则 该 随机 过 程 x, (1) ,x,(t) ,… ,x, (1) ER 
立 的 。 随 机 变量 具有 两 两 相互 独立 性 
P(X1, x2) = p(xX1) p(X2) 
p(x, x3) = P(xı)P(X3) 
并 不 意味 着 全 体 变量 具有 统计 独立 性 ， 只 表明 协 方差 矩阵 的 非 对 角 线 元 素 为 零 ， 也 就 是 说 过 
程 是 不 相关 的 ， 即 





(2.3.24) 


cov(xi, Xj, T) = Co, =0,i F j (2.3.25) 
统计 独立 过 程 总 是 不 相关 的 ， 反 之 不 然 。 如 果 随 机 过 程 是 不 相关 的 ， 且 均值 为 零 ， 使 得 
相关 函数 和 矩阵 的 非 对 角 线 元 素 为 零 ， 即 
Rxixj (Tt) 一 0 天 7 (2.3.26) 
那么 称 该 随机 过 程 是 正 交 的 。 如 果 零 均值 随机 变量 是 不 相关 的 ， 则 它们 必定 是 正 交 的 ， 反 之 
不 一 定 成 立 。 
高 斯 过 程 或 正 态 分 布 过 程 
如 果 随 机 过 程 服从 高 斯 幅 值 分 布 或 正 态 幅 值 分 布 ， 称 该 过 程 为 高 斯 分 布 或 正 态 分 布 。 由 
于 高 斯 分 布 可 以 完全 由 两 个 一 阶 矩 确定 ， 即 均值 Y 和 方差 o+， 因 此 高 斯 过 程 的 分 布 规律 也 就 
完全 由 均值 和 协 方差 函数 定义 。 由 此 可 知 ， 宽 平稳 高 斯 过 程 也 是 一 种 严 平稳 过 程 。 同 样 的 理 
由 ， 不 相关 高 斯 过 程 也 是 统计 独立 的 。 对 所 有 的 线性 代数 运算 和 微 积 分 运算 ， 过 程 的 高 斯 分 
布 特性 保持 不 变 。 高 斯 过 程 简 记 为 (zx,o,) 。 
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Rax (T) = Soö(t) (2.3.27) 

则 称 该 信号 过 程 为 白 噪 声 。 因 此 ， 连 续 时 间 白 噪声 是 一 种 具有 无 穷 大 幅 值 的 信号 过 程 2 ， 不 

具有 内 部 相干 性 。 这 种 过 程 可 以 想象 成 具有 无 穷 小 时 间 间 隔 的 一 系列 5 脉冲 ， 其 功率 谱 密 
度 为 

Salt) = | g S95(t)e "dr = So (2.3.28) 


因此 ， 对 于 所 有 角 频 率 ， 功 率 谱 密 度 为 常 值 。 所 以 从 零 到 无 穷 的 所 有 和 角 频 率 都 具有 同等 的 表 
征 〈 指 类 似 于 包含 所 有 可 见 光 谱 成 分 的 白光 频谱 ) 。 根 据 式 (2. 3. 28)， 平均 功率 可 写成 








O 译 者 注 : 原文 这 种 说 法 不 严格 。 
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—— 1 /> So [2 
x(t) = =z/ Sxx(@)do = = do = co (2.3.29) 
T Jo T Jo 


因此 ， 连 续 时 间 白 噪声 是 不 可 实现 的 ， 只 是 一 种 理论 上 的 噪声 ， 具 有 无 穷 大 的 平均 功率 。 利 
合适 的 滤波 器 ， 可 以 生成 有 限 功 率 、 有 限 带 宽 的 宽 “ 白 ”噪声 或 有 限 带宽 的 罕有 色 噪 声 。 
周期 信号 
相关 函数 和 功率 谱 密 度 并 不 只 限 用 于 随机 信号 ， 它 们 也 能 用 于 周期 信号 。 对 于 如 下 的 谐 
波 振荡 信号 














2 
x(t) = xo sin(wot +0), oo = 7 (2. 3. 30) 
0 


其 自 相 关 函 数 可 写成 
70 
oT 2: . X 
Ry(t) = ma f sin(wot + a) sin(wo(t + T) + æ)dt = = COS WoT (2.3.31) 
0 Jo 


它 在 半 个 周期 上 积分 就 足够 。 根 据 上 式 ， 具 有 任意 相位 a WEIR A N AK ew EN 
(ACF) 为 余弦 振荡 信号 ,保留 了 频率 o 和 振幅 x， 但 相位 信息 a 不 复 存 在 。 因 此 ， 谐 波 
信号 的 自 相 关 函 数 (ACF) 仍 为 谐 波 信号 ， 但 随机 信号 的 ACF 为 非 周期 信号 。 正 是 这 个 特 
性 使 得 相关 函数 成 为 许多 辨识 方法 的 基础 。 

根据 式 (2. 3. 17) ， 谐 波 信号 的 功率 谱 密度 为 


x2 oo 
Sxx(@) = 20 COS WoT COS Ordr 
2 
一 Co 


x2 oo x2 oo 
=: J cos(w — wo)tdt + 2 J cos(@ + oo)rdr (2. 3. 32) 
2 J 2 J 


2 
= > (Sw — wo) + lw + wo)) 
从 该 式 可 看 出 ， 谐 波 振荡 信号 的 功率 谱 密 度 由 频率 为 w 和 - wu 的 两 种 6 脉冲 构成 。 这 使 得 
很 容易 实现 周期 信号 和 随机 信号 的 分 离 。 两 个 周期 信号 x(t) = xsin not +a,),n=1,2,3, 
“Fl y(t) =ysin( mot +a,),m=1,2,3, WERK (CCF) 为 





x 5 
Ry (t) = oan : sin(n@ot + on) sin(mwo(t + T) + Qm)dt =0,n#m (2.3.33) 


这 意味 着 只 有 相同 频率 的 谐 波 才 对 互相 关 函 数 (CCF) 计算 有 贡献 。 这 是 谐 波 信和 号 的 另 一 个 
重要 性 质 ， 它 可 以 用 在 某 些 辨识 方法 中 ， 如 正 交 相关 分 析 法 ， 见 第 5.5.2 节 。 

具有 随机 信和 号 的 线性 过 程 

脉冲 响应 为 g(t) 的 线性 过 程 由 平稳 随机 信号 u(t) 激励 ， 产生 零 均 值 输出 信号 y(t)， 其 
互相 关 函 数 (CCF) 可 写成 








Ruy(t) = E{u(t) y(t + 1)} (2. 3. 34) 
如 果 用 卷 积 积分 替代 y(t+r) ， 则 互相 关 函 数 (CCF) 变 为 


Ruy(r) = elu f seua +r thdr’ 
0 
= 外 g(t/)E{u(t)u(t + Tr —t’) de’ (2.3.35) 
0 


一 [ser — t’)dt' 
0 
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类 似 于 线性 系统 的 输入 u(t) 和 输出 y(1) ， 参 照 式 (2.1.3)， 其 自 相关 函数 (ACF) 和 互相 
Krew (CCF) 也 可 以 通过 卷 积 积分 建立 关系 ， 其 互 功 率 谱 密度 ， 即 互相 关 函 数 (CCF) 的 
健 里 叶 变 换 ， 可 以 写成 


x . 
Suy(iw) = f Ruy(r)e "dr 
一 co 

















Oo CO . 
= f l g(t) Ruault — 1 )dt'e "dr 
一 co JO 


2 (2.3.36) 
= / gaat’ f Ru(t — 1 )dr'e ordr 
0 —oo 
= I A g(t’ )e io dt! Syy (iw) 
0 
从 而 有 
Sylw) = G(io)Su(iw) (2.3.37) 
进一步 有 
Syy(iw) = G(iw) Syu(iw) (2. 3. 38) 
Syu(i@) = Suy(—iw) (2. 3. 39) 
Sylw) = G(i@)G (iw) Syy(i@) = |G (iw) |? Sulio) (2.3.40) 





式 中 ，G( -iw) 代 表 传 递 函数 COo) WEIN, AE HE RRE C (iw), WI 
文献 (Hänsler, 2001; Kammeyer and Kroschel，2009)。 以 功率 谱 密 度 为 S, 的 白 噪声 作为 输 
入 信号 ， 通 过 使 用 适当 的 滤波 器 对 频率 响应 进行 整形 处 理 ， 即 可 生成 具有 如 下 功率 谱 密度 的 
不 同 有 色 噪 声 





Sylo) = |G(iw)| So (2.3.41) 


2.4 离散 时 间 随 机 信和 号 模型 


离散 时 间 随 机 信和 号 通常 是 连续 时 间 随 机 信和 号 采样 的 结果 ， 其 统计 性 质 非常 类 似 于 上 面 所 
述 的 连续 时 间 信 号 ， 包 括 统计 描述 、 各 态 人 遍历 性 ， 直 到 相关 函数 和 协 方差 函数 的 计算 ， 主 要 
区 别 在 于 离散 时 间 信 和 号 采用 的 是 离散 时 刻 =t/T,=0，1，2,，… 上 的 数值 ， 并 以 求 和 运算 代 
替 积 分 运算 。 由 于 离散 时 间 信 号 的 幅 值 保持 连续 性 ， 因此 其 概率 密度 函数 (PDF) 不 变 。 离 
散 时 间 随 机 过 程 的 详细 论述 可 参考 文献 (Gallager, 1996; Hänsler, 2001), 
下 面 给 出 统计 特征 量 的 定义 : 























© 均值 
> 
x = Eix(k)} = lim 一 x(k) (2.4.1) 
NSN 
e 均 方 (方差 ) 
N 
= E{(x0) 一 习 ? = im nenn (2.4.2) 


=I 
e HARK KXT (ACF) 
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N 
Ryx(t) = Ef{x(k)x(k + 1)} = im i 5 x(k)x(k +1) (2.4.3) 
k=1 
e FIHX RŽ (CCF) 


N 






































Ry(t) = E{x(k)y(k + t)} = „im 广 5 x(k)y(k +7) 
P EC (2.4.4) 
1 
= im 过 2 x(k — t)y(k) 
© 自 协 方差 函数 
Cxx(T) = cov(x, Tt) = Ho- X)(x(k +1) —x)} as 
=E{x(k)x(k + 1)} -X 
© 互 协 方差 函数 
Cyy(t) =cov(x,y,7) = E{(x(K) - ¥)O (k + 7 —y)} (2.4.6) 
=E{x(k)y(k + t)} -Xy = 
功率 谱 密度 
平稳 信号 的 功率 谱 密 度 定 义 为 自 相 关 函 数 的 傅 里 叶 变 换 ， 写 成 
Si(iw) = {Ra} = 二 Raine" (2.4.7) 
或 采用 双边 z 变换 写成 
Six(Z) = {Rxx(7)} = > Rxx(T)Z ” (2. 4. 8) 
白 噪声 
如 果 离 散 时 间 信 号 过 程 的 (有限 间隔 ) 采样 信号 值 是 统计 独立 的 ， 则 称 该 过 程 为 白 噪 
声 ， 其 相关 函数 为 
Rxx(t) = 02 6(7) (2.4.9) 
式 中 ，6(7) 为 Kronecker 6 KU, EXN 
1,k=0 
= (2.4.10) 
Hoi 代表 方差 。 离 散 白 噪声 信号 的 功率 谱 密 度 式 (2.4.8) 可 写成 
Salz) = 07 》 8(t)Z~* = 0? = Sao = const (2.4.11) 


T=00 


因此 ， 其 功率 谱 密 度 在 区 间 0< | o | 入 /Tu 上 是 常 值 。 值 得 注意 的 是 ， 离 散 时 间 白 噪声 的 
方差 为 有 限 值 ， 因 而 是 可 实现 的 ， 与 连续 时 间 白 噪声 相 比 ， 这 点 是 不 同 的 。 

具有 随机 信号 的 线性 过 程 

类 似 于 连续 时 间 的 情况 ， 自 相关 函数 (ACF) Ru(7) 和 互相 关 函 数 (CCF) R,,(7) 可 以 
用 卷 积 和 建立 关系 ， 表 示 为 








Ruy(7) >》 g(k) Runt =k) (2.4.12) 


k=0 
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功率 谱 密度 之 间 的 关系 可 分 别 写成 


S% (iw) = G* (iw) S% i), Jol < = (2.4.13) 
或 
Suy(Z) = G(Z)Suu(Z) (2.4.14) 
随机 差分 方程 
标量 随机 过 程 可 以 利用 随机 差分 方程 描述 成 参数 模型 的 形式 ， 在 线性 情况 下 写成 
y(k) t+ery(k ol) +++: +eny(k —n) = dov(k) +dyv(k —1) +++: +dmv(k —m) (2.4.15) 


SU, CE MBRR UEA, ARVER z 传递 函数 为 
Gre’) = yz) _ do +dız tees + dmz ™ s D(z7!) 
v(z) 1+c1271 +. +02 C(z7!) 
Holk BST hea Ss, BIRAO, 276 A, OLA 2.8。 因 此 ， 随 机 差分 方程 将 随 
机 过 程 表 示 成 离散 时 间 白 噪声 的 函数 。 为 了 分 析 随 机 过 程 ， 如 下 几 种 典型 的 情况 必须 考虑 。 





(2. 4. 16) 



























































随机 信号 模型 

MA AR ARMA 
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带 有 随机 扰动 的 确定 性 模型 

ARX ARMAX ARARX 
天 一 了 tr 
ER RER ae 

O BJ FIR 
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u B y u B y u y 
> de > y PO 

















图 2.8 不 同 随机 信号 模型 和 带 有 随机 扰动 的 确定 性 模型 。 模 型 命名 为 AR = 自 回归 ，MA = 滑动 平均 ， 
X= 外 部 输入 ，OE = 输出 误差 ，BJ = Box - Jenkins, FIR = 有 限 脉 冲 响应 ，v = AR , 
= 过 程 输 入 ,，y = (CZW) 过 程 输出 ， 也 见 文献 (Ljung, 1999; Nelles, 2001) 














n 阶 自 回归 过 程 (AR) 用 下 面 的 差分 方程 描述 
y(K)+ceciy(k — 1) +--+ +eny(k —n) = dov(k) (2.4.17) 
DRAG, fa SA yh) 依赖 于 随机 量 v(k) AA ES yk -1) ,y(k -2) 0 (Ck - 
n) ， 所 以 称 作 自 回归 ， 见 图 2. 8。 滑 动 平 均 过 程 (MA) 由 如 下 差分 方程 描述 
y(k) = dov(k) + dıv(k — 1) +++» + dmv(k —m) (2.4.18) 
因此 ， 信 号 y( 好 是 随机 量 o( kh) o(k-1),-,0(k-—m) HONORA, TEIL, th 
称 作 累加 过 程 。 由 式 (2.4.17) 和 式 (2.4.18) 描述 的 过 程 称 为 自 回 归 滑 动 平 均 过 程 
(ARMA), ， 见 图 2.8， 在 文献 (Box et al, 2008) 中 给 出 了 这 种 过 程 的 一 些 例子 。 如 果 这 种 
ARMA 过 程 的 输出 y (k) 在 时 间 上 积分 1 到 de, 那么 就 得 到 ARMA 过 程 ， 其 中 工 代表 积 
分 。 关 于 更 多 的 离散 时 间 随 机 过 程 ， 如 Poisson 过 程 、 更 新 过 程 、 马 尔 可 夫 链 、 随 机 游 走 和 
蒜 ， 读 者 可 参考 文献 (Gallager，1996; Åström, 1970), 
带 有 随机 扰动 的 确定 性 模型 
如 果 确 定性 模型 和 随机 扰动 相 结 合 ， 那 么 就 可 以 得 到 几 种 不 同 的 模型 结构 ， 在 图 2.8 中 
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给 出 了 一 些 最 有 代表 性 的 模型 。 如 果 系 统 还 受 外 部 输入 ulk) 的 控制 ， 那 么 就 会 获得 ARX 模 
型 ,其 中 XX 代表 外 部 输入 。ARX 模型 写成 

y(k) terpy(k-1) +--+» teny(k —n) = dov(k)+biu(k —1) +--+ + bulk —n) (2.4.19) 
该 模型 在 辨识 中 应 用 最 为 广泛 (Mikles and Fikar, 2007). CHK (Goodwin and Sin, 1984) 
建议 用 首 字母 “D” 表示 确定 性 模型 ， 通 常用 首 字 母 “N” 表示 非 线 性 模型 ， 有 些 作者 还 用 
“C” 表 示 连 续 时 间 模型 。 





2.5 特征 参数 的 确定 


为 了 初步 了 解 待 辨识 的 过 程 ， 甚 至 为 了 求 得 过 程 的 近似 特征 参数 值 ， 一 种 可 取 的 方 
法 通常 是 考察 一 下 过 程 的 阶 跃 响应 或 脉冲 响应 。 尽 管 在 许多 情况 下 阶 路 响应 或 脉冲 响应 
容易 测 取 ， 但 是 它们 只 能 给 出 一 些 重要 系统 参数 的 粗略 估计 ， 比 如 调节 时 间 、 阻 尼 系 数 
等 。 本 节 将 在 阶 跃 响应 或 脉冲 响应 的 基础 上 ， 讨 论 如 下 一 般 传递 函数 在 某 些 特殊 情况 下 


的 特征 参数 确定 
G(s) = y(s) _ B(s) Z bo + bis +: + bm187! + bms” 
u(s) A(s) 1 十 a1s +--+ + an-s”! + ays” 

个 别 的 特征 参数 值 可 以 根据 阶 跃 响应 (或 脉冲 响应 ) 的 记录 数据 直接 获得 ， 并 可 经 过 
简单 的 计算 来 确定 特定 传递 函数 的 系数 。 这 些 特征 参数 值 是 一 些 非常 简单 辨识 方法 的 基础 。 
简单 辨识 方法 大 约 是 在 1950 ~ 1965 年 间 推 导出 来 ， 而 且 根 据 易于 测 取 的 阶 跃 响应 的 特征 值 
可 以 确定 简单 的 参数 模型 。 下 面 是 必要 的 假设 : 

© 所 记录 阶 跃 响应 几乎 没有 扰动 。 

o 过 程 可 线性 化 ， 并 可 由 简单 模型 近似 。 

o 粗略 的 模型 近似 能 满足 应 用 需求 。 

这 里 不 准备 论述 过 程 特征 参数 值 的 详细 推导 ， 因 为 在 许多 控制 工程 基础 的 教科 书 ， 如 文 
HR (Ogata, 2009) 中 都 能 找到 这 些 内 容 。 在 机 械 结构 分 析 中 ， 当 某 结 构 受 到 锤 击 时 ， 并 且 
记录 下 该 结构 不 同 部 位 的 加 速度 ， 此 时 通常 需要 处 理 脉冲 响应 。 


2.5.1 利用 一 阶 系统 近似 
一 阶 时 滞 环 节 由 下 述 传递 晒 数 描述 
y(s) bo K 




















(2.5.1) 












































OOS as ae Le (2.5.2) 
JLT BR Mal A 

y(t) = Kuo(1—e7F) (2.5.3) 
对 于 uy = 1 AYER TERA, PERMA we 

h(t) = K(1-eF) (2.5.4) 


由 上 式 可 知 ， 阶 跃 响应 完全 可 以 由 增益 KK 和 时 间 常 数 T 描 述 。 在 :=7T、37T 和 57T 时 ， 阶 跃 响 
应 分 别 达到 其 终 值 的 63% 、95% 和 99%。 利 用 阶 跃 响应 终 值 y( o ) 与 阶 跃 输入 幅度 u, 的 比 
值 ， 可 以 很 容易 确定 增益 
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ko (2.5.5) 


为 了 获得 时 间 常 数 7， 需 要 研究 任意 时 刻 的 响应 变化 特性 

DO L OO et (2.5.6) 
如 果 在 阶 跃 响应 的 任意 时 刻 处 作 切 线 ， 则 有 

Ay(ti)/y(oo) e 

At = 
该 切线 与 终 值 线 相 交 ， 交 点 到 4 的 距离 为 了 ， 见 图 
2.9, 特别 地 ， 当 4w =0 时 ,有 
Ay(0) _ y(oo) 











A pe (2.5.8) 
因此 ， 通 过 原点 作 阶 跃 响应 切线 ， 找 到 切线 与 终 值 线 Mr sree 
的 交点 ， 就 可 以 读 出 时 间 常 数 7。 ri or eG Ty 
Gl 2.1 (静止 空气 环境 下 热电 阻 温度 计 ( 直径 为 了 了 
5mm) 的 传递 函数 ) 图 2.9 一 阶 系 统 阶 路 响应 的 特征 参数 





在 该 例 中 ， 辩 识 获得 了 数字 热电 阻 温度 计 的 传递 函数 。 为 了 进行 这 个 实验 ， 先 用 遗 光 板 
挡住 热电 阻 温度 计 ， 然 后 再 暴露 在 室外 温度 下 。 实 验 测 量 数据 如 图 2. 10 所 示 ， 辨 识 获得 的 
时 间 常 数 为 了 =2. 18 min, 口 











t [min] | 7[eC] 





0:11 10.5 
0:24 10.0 
0:40 9.5 
0:55 9.0 
> 1:15 8.5 
7, 1:35 8.0 
En 2:00 15 
2:34 7.0 
3:25 6.5 
4:01 6.0 
5:30 5.5 
7:40 5.0 





t [min] 


图 2. 10 静止 空气 环境 下 热电 阻 温度 计 (直径 为 5mm) 的 阶 跃 响应 




















2.5.2 利用 二 阶 系统 近似 
K 


BABE KA FER PR IR 
G(s) = 2) - bo B K 7 K 
AT u(s) 1 十 as 十 da2s2 | 1+ Tis + Ts? u 1454 dys? (2.5.9) 


式 中 ,为 增益 , i 为 阻尼 比 ，w, 为 无 阻尼 自然 频率 。 传 递 函 数 的 两 个 极 ， 点 为 
$1,2 二 on( 一 x ey = 1) (2. 5. 10) 


ARPE CBU AY), RATA IER, SR, PMS aR, K 2. 11 给 出 特征 
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参数 阻尼 比 : 的 研究 。 





UTH 


图 2.11 对 不 同 的 阻尼 比 z， 二 阶 系统 的 阶 跃 响应 





情况 1: 过 阻尼 ,，¢ > 1 ， 两 个 实 极点 
an Bom DAA ASR, Pk, AS HAS BT ARSC BSC, Hr 
应 为 





h(t) = K(1+ (xe = ne”) (2.5.11) 
S1 — $2 
情况 2: 临界 阻尼 ,Zz =1， 两 个 实 轴 上 极点 
该 情况 下 ， 极 点 是 相等 的 负 实 数 。 这 时 系统 可 由 两 个 相同 的 一 阶 系统 串联 实现 ， 该 系统 
在 所 有 二 阶 系统 中 具有 最 短 的 响应 时 间 。 相 应 阶 跃 响应 为 
h(t) = K(1 = e (1 + ent))) (2. 5. 12) 


情况 3: KBE, O<f <1, MILAM 
与 前 两 种 情况 不 同 ， 该 情况 下 系统 将 呈现 阻尼 振荡 。 现 在 ， 引 入 另外 两 个 特征 参数 














o= oyl- 阻尼 固有 振动 频率 (2.5.13) 
y = bon 阻尼 系数 (2.5.14) 
根据 这 些 定义 ， 阶 路 响应 可 写成 
h(t) = xl = l e sin(wat + 0] (2.5.15) 
le 
式 中 
p = arctan “* = arctant 1 一刀 (2.5.16) 
式 (2.5.15) 描述 的 是 一 个 有 相位 移 的 衰减 正弦 函数 。 超 越 终 值 线 的 最 大 超 调 为 
ymax,k = Ymax — K = K exp (2.5.17) 
对 于 给 定 的 阶 跃 响应 ， 可 以 先 确定 阶 跃 响应 与 终 值 线 的 交点 ， 再 根据 振荡 周期 时 间 T, 确定 
阻尼 自然 频率 
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P 
然后 根据 最 大 超 调 ， 可 以 确定 阻尼 系数 
Wd K 
in (2.5.19) 
T Ymax,K 


(a) + (2.5.20) 
wn = (2.5.21) 
当 0 <¢<1//20Ff, EA FERIRE R I A NM 
wr = ony 1 — 26? (2. 5.22) 
该 最 大 幅 值 为 
K 


IG(a,)| = 





2.5.23 
ai-e ( ) 


2.5.3 AH n KEAS A HT ie Ae VED, 


n 阶 非 周期 系统 通常 由 于 个 具有 不 同时 间 常 数 、 相 互 独立 的 一 阶 储 能 环节 通过 串联 实 
Bh, 传递 函数 可 以 写成 








G@) = Te = ae "Ita Zs sn 
; TIa+ Ts) 和 (2.5.24) 
k=1 
_ Ks182 "Sn 
(6-51)68 = 82) +++ (S = Sn) 
式 中 
a, =T, + 7To+---+T, (2.5.25) 
an =T\T>::-T, (2.5.26) 
1 
Sk = 元 (2.5.27) 
因此 ， 系 统 的 动态 特性 完全 可 由 增益 K 和 nn 个 时 间 常 数 7 描述。 相应 的 阶 跃 响应 为 
h(t) = K(1 + Dae") (2. 5. 28) 
a=1 
其 中 
Ca = „im Lo — Sa )G (s) (2.5.29) 











FERRA, EARMA RA FRE E A Td APT, 成 比 
例 。 因 此 ， 整 个 ” 阶 系统 中 存储 的 能 量 / 质 量 /动量 的 总 量 一 定 与 所 有 的 时 间 常 数 之 和 成 比 
例 。 所 以 图 2. 12 中 的 面积 4 可 写成 
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© Fae 


AD [=] 





9 HED 
图 2.12 n 阶 非 周 期 系统 的 阶 跃 响应 

















a (2.5.30) 


=Ky(oo)Ty = Ky(oo)aı 


= 


n 
Ty = Ta (2. 5.31) 
a=1 


为 所 有 一 阶 系统 的 时 间 常 数 和 ， 是 描述 系统 特性 的 另外 一 个 特征 参数 。 该 特征 参数 可 以 这 样 
进行 估计 : 作 一 条 与 y 轴 平 行 的 直线 使 得 面积 4 划分 成 两 个 具有 同样 大 小 的 面积 4, 和 4,， 
此 时 该 直线 与 时 间 轴 的 交点 即 为 时 间 常 数 和 的 估计 值 ， 见 图 2. 13。 图 2. 14 描绘 了 具有 相同 
时 间 常 数 、n 阶 非 周期 系统 的 阶 距 响应 ， 相 同时 间 常 数 为 


Yo) 














AD [-] 





ti] 
图 2.13 ”时间 常数 和 的 估计 


ha) [=] 





1.5 2 2:5 3 
HT] 
图 2.14 具有 相同 时 间 常 数 、n 阶 非 周期 系统 的 阶 跃 响应 (Radtke, 1966) 
T=T,=Th=--=T (2.5.32) 
KIF ERSTER DIE VA Ta 上 与 时 间 常 数 和 从 之 比 作为 时 间 标 尺 的 ， 这 样 能 保证 所 有 系统 存 
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储 的 总 量 相同 ， 也 就 是 图 2. 12 的 面积 4 相同 。 具 有 相同 时 间 常 数 系统 的 阶 跃 响应 是 临界 阻 
尼 系 统 的 极限 情况 ，n=2 阶 系统 的 阶 跃 响应 相交 于 一 点 。 不 同 阶 次 n 的 系统 阶 跃 响应 示 于 
图 2.15， 产 生 图 中 响应 的 系统 为 


1 


0.8 





图 2.15 传递 函数 为 G(s) =1/( Ts +1)",n =1,2,-°,10 的 n 阶 非 周期 系统 的 阶 跃 响应 


K 


以 t/T 为 时 间 标 尺 ， 其 阶 跃 响应 写成 
n—-1 a 
o= rh] E a(i) ) (2. 5. 34) 


其 脉冲 响应 为 〈Strejc，1959 ) 
K ml |; 
eO = a pie F (2.5.35) 
图 2. 16 H n=1, 2, =, 10 PRRI, MTn>2, WIHA RAKEAN 
Kn- D" an 


TaD (2.5.36) 


Smax (tmax) 二 














图 2.16 传递 函数 为 G(s) =1/( Ts +1)",n =1,2,-+°,10 的 n 阶 非 周 期 系统 的 脉冲 响应 
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最 大 值 对 应 的 时 刻 为 


1 一 jnax 一 (一 DJ7 n>2 


对 于 相同 的 时 间 和 常数， 在 no 的 极限 情况 下 ， 有 


(2.5.37) 


T: on 
G(s) = lim (1+ 7s)” = lim (: + =) =e 725 (2.5.38) 
n—>o0 n—>o0 n 


AF, T,=nT, H|Tys/n| <1。 因 此 ， 无 穷 多 个 、 时 间 和 常数 为 无 穷 小 的 一 阶 系统 串联 与 延 
SINT 7, = Ty 的 延迟 环节 具有 相同 的 动态 特性 。 
描述 nS 2 阶 系统 传递 函数 的 普通 方法 是 使 用 特征 


时 间 7, 和 7, ， 这 两 个 特 条 








FE 时间 可 以 利用 在 坐标 为 (46， 


yo) 的 拐点 Q 构造 切线 的 方法 确定 ， 见 图 2.17。 根 据 式 
(2.5.33)， 利 用 下 述 公 式 可 获得 特 和 


和 Tg 


JQ _1_ee-D 


Yoo 








C=. 
L 里 io、 Yor Ty 




















H n=2 阶 系统 的 阶 跃 








响应 确定 延迟 时 间 To 和 调节 时 间 7, 





Ne (2.5.39) fe 
n—1 
(nC—1)" 图 2.17 利 
a (2.5. 40) 
= ee (2.5.41) 
To _ m=?! f a Ha- 
T (n — 1)"-2 ( 2 v! 


(2.5.42) 


对 于 ”=1，…，10， 系 统 的 特征 参数 值 列 于 表 2.1, FEB RUA T/T, 和 yo 不 依赖 于 


时 间 常 数 了 ， 只 与 阶 次 n 有 关系 。 对 于 1<n7， 近 似 有 


Tp 
x 10— +1 
n Ts + 


(2.5.43) 


A 2.17, MER Br BR m ye Fe EHH To T My., 然后 利用 表 2.1, MER 
(2.5.33) 描述 的 近似 连续 时 间 模 型 的 参数 KK、T 和 nn。 





表 2.1 具有 相同 时 间 常 数 、n 阶 系 统 的 特征 参数 值 (Streje, 1959) 
To to Ts To FQ 
Ts T T T Ya 

1 0 0 1 0 0 

2 0. 104 1 2.718 0. 282 0. 264 
3 0. 218 2 3. 695 0. 805 0. 323 
4 0. 319 4 4. 463 1. 425 0. 353 
5 0. 410 4 5.119 2. 100 0.371 
6 0.493 5 5. 699 2. 811 0. 384 
7 0. 570 6 6. 226 3.549 0. 394 
8 0. 649 7 6.711 4.307 0. 401 
9 0. 709 8 7. 164 5. 081 0. 407 
10 0. 773 9 7.590 5.869 0.413 


为 了 利用 具有 相同 时 间 常 数 的 n 阶 系统 进行 近似 ， 可 以 采用 如 下 步骤 : 
1) 首先 需要 检验 待 研究 的 系统 是 否 能 用 式 (2. 5. 38) 所 给 出 的 系统 近似 。 为 了 确定 这 
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个 可 行 性 ， 必 须根 据 图 2. 13 佑 计 出 时 间 和 常数 和 Ts, ZRI DATE: Sp Ta RO Ty 的 比值 为 
时 间 轴 绘制 出 测量 数据 图 ， 以 此 可 以 检验 系统 是 否 能 由 式 (2.5.38) 的 模型 近似 。 如 果 待 
检验 的 系统 包含 延迟 时 间 ， 则 该 迟延 时 间 要 从 延迟 时 间 7, 中 扣除 。 

2) 确定 系统 阶 次 n: 利用 延迟 时 间 和 调节 时 间 的 比值 ToZTs ， 根 据 表 2. 1 可 以 确定 系统 
的 阶 次 。 通 过 检查 拐点 的 y 坐标 值 可 以 验证 所 得 的 结果 ， 它 必须 等 于 yo。 

3) 确定 时 间 常 数 7: 基于 表 2. 1， 根 据 特征 参数 值 i,。、7T, 和 7s， 利 用 三 种 不 同 的 方式 
来 确定 时 间 常 数 7。 通 常情 况 下 ， 取 三 个 (不同 ) 估计 值 的 平均 值 作为 To 

4) 确定 增益 天 : 利用 阶 路 输入 幅度 w 与 系统 响应 最 终 偏 移 量 y。 的 比值 来 计算 增益 
K, Bp 





























K=22 (2.5.44) 
Uo 


当 系 统 阶 次 n 为 非 整 数 时 ， 选 择 紧 接 在 该 非 整 数 后 的 较 小 整数 作为 系统 的 阶 次 n, FRE 
取 相 应 的 延迟 时 间 7 ， 再 求 增 量 A =T, -7% ， 以 此 作为 新 的 延迟 时 间 ， 这 样 可 以 获得 较 
好 的 近似 。 本 节 所 讨论 的 近似 方法 简单 易 行 ， 但 容易 受 噪 声 和 扰动 的 影响 。 
2.5.4 利用 具有 延迟 的 一 阶 系统 近似 
n 阶 系 统 的 阶 牙 响应 可 以 利用 如 下 具有 延迟 的 一 阶 系统 近似 
G(s) = 

















—Tss 
more (2.5.45) 


A, To 和 T, 分 别 是 图 2. 17 中 定义 的 延迟 时 间 和 调节 时 间 。 然 而 ， 在 许多 情况 下 这 种 简 
单 模型 所 获得 的 近似 精度 并 不 能 满足 应 用 的 需求 。 

对 于 具有 不 相等 或 交错 时 间 常 数 的 二 阶 系统 或 n 阶 系 统 ， 确 定 阶 跃 响应 特征 参数 的 其 他 
辨识 方法 可 参考 文献 (Isermann, 1992), 











2.6 具有 积分 作用 或 微分 作用 的 系统 


到 目前 为 止 ， 所 讨论 的 方法 都 是 针对 具有 比例 作用 的 系统 。 然 而 ， 经 过 简单 的 改进 ， 上 
述 讨论 的 方法 也 可 用 来 研究 具有 积分 作用 或 微分 作用 的 系统 。 


2.6.1 积分 作用 
积分 环节 的 传递 函数 写成 


ee y(s) _ Ki 1 


merce rae (2.6.1) 


AF, K 为 积分 作用 系数 ，7 为 积分 时 间 。 在 幅 值 为 w 的 阶 路 输入 作用 下 ， 其 响应 为 





y(t) = = (2.6.2) 
响应 的 斜率 可 以 写成 

dy(t) uo 

EEE (2.6.3) 








通过 确定 斜率 dy(1)/d:， 可 以 确定 特征 参数 值 7 
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T= FTON (2.6.4) 
dt 
如 果 系 统 还 包含 时 沾 环 节 ， 即 
y(s) 1 1 
G(s) = = 
+ Tı ~ M 
u(s) IS TIa + tis) (2.6.5) 
k=1 
在 u(s) =uwo/s 的 阶 路 输入 作用 下 ， 其 阶 跃 响应 对 时 间 微 分 的 极限 为 
jim, oo = lim s*y(s) = lim sG(s)uo = T (2.6.6) 


利用 式 (2.6.3) 和 式 (2.6.6), 根据 阶 路 响应 斜率 的 最 终 值 ， ”0 
可 以 确定 特征 参数 值 7， 见 图 2. 18。 如 果 系 统 阶 跃 响应 的 导数 
能 通过 绘图 或 利用 计算 机 得 到 ， 进 而 下 式 可 作为 系统 输出 



































ef 21 = sy) (2.6.7) 
那么 该 输出 可 由 具有 如 下 传递 函数 的 比例 作用 系统 生成 >, 
、_yG) 1 1 
I) > 图 2.18 具有 积分 作用 和 
TIA + Tes) (2.6.8) 
ae ke ED} Yair RER DZ 





式 中 ， 特 征 参 数值 T, 可 由 前 面 介绍 的 方法 确定 。 





























如 果 传 递 函 数 为 G(s) 的 积分 作用 系统 由 幅 值 为 w 、 持 续 时 间 为 了 的 短 和 矩形 脉冲 激励 ， 
它 可 以 用 面积 为 u,7 的 6 脉冲 近似 ,那么 输出 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
y(s) = G(s)uoT 一 pa 
[[G +7s) (2. 6.9) 
v=1 


因此 ， 该 响应 可 理解 为 在 幅 值 为 u 的 阶 跃 输入 作用 下 具有 比例 作用 的 系统 所 产生 的 响应 ， 
然后 可 以 利用 前 面 介绍 过 的 方法 确定 Ko = T/T, AT, 


2.6.2 微分 作用 
具有 如 下 传递 函数 的 系统 





y(s) = Tps 
ue) [a+ tis) (2.6. 10) 
k=1 

其 微分 作用 时 间 为 To 或 微分 作用 系数 为 Ko =T,, KASAM ALEN yC) =0。 如 
果 对 记录 的 阶 跃 响应 进行 积分 ， 积 分 结果 看 成 是 阶 路 输入 作用 下 的 响应 ， 那 么 输入 和 输出 之 
间 的 关系 可 以 用 如 下 假想 的 比例 作用 系统 描述 

xo = Tp 
us) [[a+s) 


v=1 


其 中 ， 特 征 参 数值 To 和 也 也 可 以 利用 前 面 介 绍 的 方法 辨识 得 到 。 


G(s) = 














Gp(s) = 





(2.6.11) 








另 一 种 方法 是 利用 如 下 的 斜坡 信和 号 来 激励 系统 


u(t) = cx 或 wx = 与 (2.6.12) 
其 输出 为 
Tp Cc 
yo) =; 
[[a+ns) S (2.6. 13) 
v=1 


这 相当 于 比例 作用 系统 的 阶 路 响应 。 因 此 ， 可 将 具有 积分 作用 系统 和 微分 作用 系统 的 分 析 简 
化 成 比例 作用 系统 的 分 析 。 


2.7 小 结 


本 章 第 1 节 汇 编 了 连续 时 间 过 程 、 离 散 时 间 过 程 和 随机 信号 的 一 些 基本 关系 ， 定 义 了 后 
续 章 节 中 将 会 使 用 的 一 些 变量 符号 。 随 后 ， 介 绍 了 一 些 适 用 于 简单 线性 过 程 ， 又 便于 应 用 的 
参数 确定 方法 。 这 些 经 典 的 参数 确定 方法 利用 简单 模型 的 系统 响应 测量 数据 获取 相应 特征 参 
数值 ， 而 且 手 工 计算 快速 简单 。 本 童 讨论 的 方法 辨识 得 到 的 是 近似 模型 ， 可 以 用 来 粗略 地 评 
佑 系统 特性 。 一 般 而 言 ， 这 些 方 法 只 适用 于 没有 扰动 或 扰动 很 小 的 测量 数据 。 

一 阶 系统 和 二 阶 系 统 特征 参数 值 的 确定 可 采用 观察 法 来 实现 ， 这 种 情况 下 无 需 特殊 方 
法 。 对 于 具有 低 通 特性 的 高 阶 系统 ， 已 有 大 量 方法 可 用 于 确定 该 类 系统 的 特征 参数 值 。 利 用 
具有 迟延 的 一 阶 系统 很 难 获得 足够 的 近似 精度 ， 然 而 利用 具有 相同 时 间 常 数 的 高 阶 系统 进行 
近似 ， 在 大 多 数 情况 下 都 能 获得 良好 的 近似 效果 。 另 外 ， 本 章 主 要 介绍 的 方法 是 用 于 比例 作 
用 系统 的 ， 但 同样 也 可 用 于 具有 积分 作用 和 微分 作用 的 系统 。 
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习题 














2.1 MEEK 

总 结对 信号 直接 应 用 傅 里 叶 变 换 的 条 件 。 为 什么 一 阶 系统 阶 跃 响 应 的 傅 里 叶 变换 不 
存在 ? 

2.2 脉冲 响应 、 阶 跃 响应 和 频率 响应 

脉冲 响应 、 阶 跃 响应 和 频率 响应 彼此 之 间 有 什么 关系 ? 对 于 传递 函数 为 G(s) =K/(Ts + 
1 ) 的 一 阶 系 统 ， 其 中 =0.8 和 7T=1.5 s, 计算 该 系统 的 这 些 响应 。 

2.3 一 阶 过 程 

以 采样 时 间 7, =0.5 s 对 时 间 常 数 为 了 = 10 s 的 一 阶 过 程 进行 采样 。 利 用 正弦 激励 作为 
输入 信号 确定 频率 响应 时 ， 最 大 频率 应 选 为 多 少 ? 

2.4 采样 

叙述 如 何 利 用 采样 将 连续 时 间 信号 变 成 幅 值 离散 和 时 间 离 散 的 信号 。 

2.5 随机 信和 号 

利用 哪些 特征 量 和 参数 可 以 描述 平稳 随机 信号 ? 

2.6 A 
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和 白 噪 声 的 统计 特性 是 什么 ”连续 时 间 白 噪声 和 离散 时 间 白 噪声 之 间 有 什么 本 质 差 别 ? 
2.7 ARMA 过 程 

给 出 二 阶 自 回归 滑动 平均 过 程 的 z 传递 函数 。 

2.8 一 阶 系统 

确定 例 2. 1 中 热电 阻 温度 计 的 增益 和 时 间 常 数 。 

2.9 具有 积分 作用 的 系统 

如 何 确 定 具 有 积分 作用 系统 的 特征 参数 ? 

2.10 具有 微分 作用 的 系统 
如 何 确 定 具 有 微分 作用 系统 的 特征 参数 ? 
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第 I 部 分 频 域 非 参 数 模型 辨识 
一 一 连续 时 间 信 号 


= 


第 3 i 





周期 信号 和 非 周期 信号 的 谱 分 析 方 法 








对 于 许多 应 用 场合 ， 计 算 信 和 号 的 谱 是 很 重要 的 。 为 了 能 自动 计算 信号 的 谱 ， 并 能 处 理 任 
意 形 状 的 信号 ， 利 用 数值 方式 计算 传 里 叶 变 换 是 一 种 特别 有 用 的 方法 。 这 样 的 方法 通 带 要 在 
数字 计算 机 上 进行 ， 因 此 在 计算 傅 里 叶 变 换 之 前 ,需要 对 信号 进行 采样 和 存储 。 这 就 会 衍生 
出 一 些 特殊 的 问题 ， 本 章 后 面 将 讨论 这 些 问题 。 因 为 所 用 的 数据 序列 可 能 很 长 ， 因 此 还 要 特 
别 注意 在 数字 计算 机 上 实现 傅 里 叶 变 换 计算 的 效率 问题 。 












































3.1 傅 里 叶 变 换 的 数值 计算 


人 们 常常 关注 非 周期 测试 信号 的 频率 成 分 ， 因 为 它 能 用 于 确定 其 他 信号 的 频率 范围 和 幅 
度 。 对 隶 种 测试 信号 激励 的 频率 成 分 进行 分 析 ， 或 者 在 非 周 期 测试 信号 作用 下 对 系统 频率 响 
应 函数 进行 测量 ， 这 在 辨识 领域 中 非常 重要 。 对 后 一 种 情况 来 说 ， 需 要 根据 式 (4.1.1)， 
利用 非 周 期 测试 信号 计算 频率 响应 ， 这 时 要 求 输入 和 输出 的 传 里 叶 变 换 已 知 。 如 果 已 知 输入 
u(t) 和 /或 输出 y(1) 在 离散 时 刻 4,， k=0，1，2，…, N 测 得 的 采样 信和 号， 那么 只 得 利用 数 
值 方法 计算 式 (4. 1.4) 中 的 傅 里 叶 变换 。 为 了 计算 有 限时 长 采样 信号 的 傅 里 叶 变 换 ， 需 要 
采用 离散 傅 里 叶 变 换 (DFT) 方法 ,尤其 是 快速 傅 里 叶 变 换 (FTT) ， 它 是 一 种 在 计算 上 更 
省 时 的 离散 傅 里 叶 变换 计算 方法 ， 这 些 内 容 将 在 下 面 的 章节 中 讨论 。 


3.1.1 周期 信号 的 傅 里 叶 级 数 


MPT A Te ea x(t), BIDE Rk, A x(t) =x(t+k7T) ， 其 均 可 写 
为 无 穷 级 数 形 式 















































ooe 


x(t) = 2 + Y ag cos(koot) + br sin(kwot), wo = 
2 k=1 


T 
该 级 数 称 作 傅 里 时 级 数 ， 通 常情 况 下 级 数 项 数 只 取 有 限 项 。 傅 里 时 系数 w Alb, 可 以 利用 下 
式 确定 


N 


T 
(3.1.1) 





T 

ak = =f x(t) cos(Kwot)dt (3.1.2) 
T 

bg = =f x(t) sin(k@ot)dt (3.1.3) 

















SUP, Pien DEREK BE TAS EY Ta] DX Te] EAT, RE RR RT, REN 
级 数 又 可 写成 
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x(t) = > Ckeikoot (3.1.4) 


天 一 一 co 
式 中 
T 
= =f x (te Koot dt (3.1.5) 
0 
附带 说 明 一 下 Gibbs M& (Gibbs, 1899), Gibbs 现象 主要 说 的 是 ， 即使 级 数 项 数 趋 于 
无 穷 ， 在 阶 跃 型 间断 点 上 健 里 叶 级 数 也 不 外 近似 逐 段 连续 可 微 的 周期 函数 ， 总 会 存在 超 调 。 
在 N 一 % 的 极限 下 ， 超 调幅 度 约 为 阶 跃 幅度 的 18% 。 这 一 事实 在 信号 处 理 中 很 重要 ， 比如 
在 利用 2 维 侍 里 叶 变 换 处 理 信号 或 图 片 时 ， 在 阶 跃 型 间断 点 上 需要 进行 人 工 处 理 。 图 3.1 给 
出 利用 傅 里 叶 级 数 近似 矩形 周期 信号 的 情况 ， 图 中 侍 里 叶 级 数 的 项 数 逐 渐 增 加 。 
1 项 级 数 5 项 级 数 







































































OH 
oS 一 
z | 
OF 


0.5 1 0 0.5 1 
t [s] t [s] 


25 项 级 数 250 项 级 数 


vo] 
de. tape its 
xO H] 
wie eb: es 


0 0.5 1 0 0.5 1 
t [s] t [s] 


图 3.1 Gibbs WA: 尽管 级 数 项 数 增加 ， 和 矩形 波 还 是 不 能 完全 重 构 





3.1.2 非 周期 信号 的 健 里 叶 变 换 


现在 ， 将 区 间 长 度 规范 地 扩展 到 7、w ， 以 便 处 理 非 周 期 信号 。 如 式 (2.1.9) 引入 的 
傅 里 叶 变 换 

















F {x(t)} = x(iw) = ie x(t)e dt (3. 1.6) 


如 果 对 连续 时 间 非 周期 信号 a (0) 进行 采样 ,采样 时 间 为 7,， 那 么 信号 可 以 写成 具有 相应 幅 
值 的 Dirac 脉冲 级 数 形式 

















Oo ooe 


xs(k) = Ý x(t) EE — kT) = 》、x(kTb)50 — kTo) (3.1.7) 


大 一 一 co 大 一 一 co 


这 样式 (2.1.9) 也 就 是 式 (3.1.6) 变 成 





xo) =f > TG -KT e Td = J x(k ToT (3.1.8) 


© k=—oo 天 一 一 co 
该 变换 称 为 离散 时 间 傅 里 时 变换 (DTFT) 。DTFT 的 逆 变 换 为 
s0 = ze mao (3.1.9) 
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由 于 连续 时 间 信 号 x(1) 与 Dirac 脉冲 级 数 相 乘 ， 获 得 的 传 里 叶 变 换 xs(iw) 在 频 域 中 是 周 
期 性 的 。 这 个 结论 可 以 解释 如 下 : 时 域 中 的 乘法 在 频 域 中 变 成 卷 积 ， 频 谱 (也 就 是 原始 、 
未 经 采样 信号 的 谱 ) 与 Dirac 脉冲 序列 的 卷 积 就 会 导致 周期 性 的 连续 ， 这 个 周期 性 也 可 以 通 
过 指数 函数 以 2m 为 周期 的 幅 角 导出 。 由 于 谱 是 周期 的 ， 因 此 只 需 在 0<w <20/7T, E -aT 
<o < T/T, 区 间 上 计算 即 可 。 
该 周期 性 还 诱发 导出 Shannon 定理 ， 该 定理 说 明 只 有 信号 频率 满足 如 下 关系 ， 才 能 进 
行 正确 的 采样 
fs = (3.1.10) 
式 中 ,为 采样 频率 。 不 满足 上 述 关系 的 所 有 其 他 频率 都 不 能 进行 正确 的 采样 ， 因 为 频谱 的 
周期 性 会 导致 所 谓 的 混 到 效应 。 如 果 信 号 频谱 的 带宽 是 有 限 的 ， 也 就 是 |w | >w. 时 x(iw) 
为 零 ， 这 仅 对 周期 信号 才 有 可 能 ， 那 么 该 信号 的 重 构 才 可 能 是 准确 无 误 的 。 因 此 ， 所 有 有 限 
时 间 的 信号 不 可 能 具有 带宽 有 限 的 频谱 。 
鉴于 计算 机 的 存储 能 力 有 限 ， 式 (3. 1.8) 的 求 和 不 可 能 在 区 间 -o <w<% 上 进行 。 
因此 ， 需 要 将 数据 点 数 限 制 为 N， 并 在 0<k<N-1 范围 内 采样 ， 那么 离散 傅 里 叶 变 换 写 成 


N-1 
xlo) = X` x(kTo)e on 

















k=0 

N- N-1 (3.1.11) 
= 》' x(kTo) cos(kT) — i X` x(k To) sin(k@To) 

k=0 k=0 


= Re{x(iw)} + Im{x(io)} 
这 种 能 处 理 数据 点 的 数量 限制 直接 引出 加 窗 概 念 ， 见 第 3. 1.4 节 。 

非 周 期 信号 频谱 还 是 连续 的 周期 函数 ， 然 而 由 于 在 频 域 中 计算 机 只 能 存储 有 限 的 数据 
点 ， 因 此 频率 变量 o 也 必须 进行 离散 化 。 由 于 具有 周期 性 ， 所 以 只 需 在 区 间 0<w < 20/7, 
上 对 频谱 进行 采样 。 因 此 ， 连 续 谱 也 可 以 像 式 (3.1.7) 那样 表示 成 与 采样 函数 的 乘积 关系 

M-1 
vso) = 》 x(iw)5(im — ivAw) (3.1.12) 

v=0 
Hp, (ivo) 为 经 采样 的 傅 里 叶 变 换 ，Ao 为 频率 增 量 ，M 是 采样 点 数 ， 它 取决 于 频率 增 
量 Awo， 即 有 M=2m/(TAw)。 这 就 形成 时 域 中 的 卷 积 ， 意 味 着 通过 在 频 域 中 采样 ， 时 域 中 

的 信号 在 采样 区 间 外 也 是 周期 性 连续 的 ， 即 


2 
x(kTo) = + To), B= 0,122, Th = (3. 1. 13) 
w 


现在 ， 将 频率 增 量 选 为 7, = W7,， 使 得 周期 性 等 价 于 时 域 中 测量 的 持续 时 间 。 因 此 ， 在 频 域 
中 应 该 有 M =N 采样 点 。 
最 后 ， 将 DET 变换 对 写成 








N-1 


x(inAw) = DFT{x(kTo)} = 》 x(kTo)e "407 (3.1.14) 
k= 
Nei 
x(kTo) = DFT {xs(inAw)} = ) , x(inAw)eit"AwTo (3.1.15) 
k=0 
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结论 是 : 通过 应 用 DFT Al DFT， 信 和 号 及 其 谱 两 者 都 可 以 变 成 周期 的 。 

对 于 每 个 频率 w，DFT 需要 NN 次 乘法 和 (N -1) 次 加 法 ， 所 以 完整 的 谱 计算 需要 站 次 乘法 
AN (N-1) KINE, 显然 计算 量 很 大 。 下 一 节 将 介绍 一 种 更 有 效 的 算法 ， 即 所 谓 的 快速 健 里 叶 
变换 (FFT) 。 有 关 离 散 傅 里 叶 变换 更 详细 的 论述 可 参考 文献 (Brigham，1988; Stearns, 2003), 

当 DFT (还 有 随后 即将 介绍 的 FFT) 仅 处 理 数值 向 量 时 ，FFT 是 如 何 输出 的 应 该 可 以 解 
释 ， 下 面 给 出 简短 的 讨论 。 图 3. 2 给 出 矩形 脉冲 的 FFT 及 通过 解析 法 确定 的 侍 里 叶 变 换 。 为 了 
获得 准确 的 幅 值 ， 需 要 利用 采样 时 间 7, 对 PET 输出 进行 标尺 变换 ， 见 文献 (Isermann, 1991) 

&{x(kTo)} = Tox(ikAw) (3.1.16) 















































数据 的 频率 向 量 为 
w = (0,Aw,2Aw,.…,(N — 1)Aw),Aw = — (3.1.17) 


FOP, Ty 为 测量 时 间 ，N 为 采样 点 数 。 
a) 


yO] 





t [s] 
b) 


k| A] 





0 100 200 300 400 500 


c) 


|xGio)| [-] 





œ [rad/s] 


图 3.2 FFT 标尺 变换 
a) 待 变换 的 时 间 信 号 b) FFT 输出 (未 经 标尺 变换 ) c) FFT 输出 














(利用 式 (3.1.16) 进行 标尺 变换 ， 频 率 轴 是 根据 式 (3. 1.17) 计算 的 ) 


3.1.3 傅 里 叶 变换 的 数值 计算 
式 (3.1.14) DFT 的 计算 要 用 到 采样 信号 与 如 下 复 旋 转 算 子 的 乘积 运算 























eiknAwTo E wak (3. 1. 18) 
这 样 ， 离 散 傅 里 叶 变 换 可 写成 
N-1 
x(n) = 》 x(k) Wye (3.1.19) 
k=0 


式 中 不 再 出 现 采 样 时 间 Th 和 频率 增 量 Aw, 
为 了 推导 快速 传 里 叶 变换 算法 ， 通 常 需要 研究 旋转 算 子 Wy 的 循环 性 和 对 称 性 。 健 里 叶 
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变换 可 以 拆 分 成 两 部 分 的 求 和 ， 一 部 分 是 奇数 项 求 和 ， 男 一 部 分 是 介 








代表 介 


数 项 求 和 式 中 的 个 


N-1 
x(n) = 》 x(k) WEE 
k=0 
N-1 2-1 
= 》 x(2kywan* + 
k=0 k=0 
N-1 
= 》 x(ak) WR” 4 





= xeln) + WN xX0(n) 
上 式 是 按时 间 抽 取 (Decimation - In - Time, DIT) 基 2FFT 的 基础 ， 是 一 种 非常 具有 启发 
性 ， 又 是 Cooley - Tukey 算法 (Cooley and Tukey, 1965) 最 常用 的 形式 。 式 中 两 项 求 和 式 中 
都 有 周期 为 N/2 WRAT, H “e” 
和 式 又 可 分 别 拆 分 成 两 项 求 和 的 形式 。 每 次 拆 分 标识 需要 额外 添加 一 个 字母 ， 如 用 “ee” 





x(0) 





所 有 N 数据 项 做 DFT 


表示 人 





X(0) 





x(0)=x,(0) > 
x2)=x (1) > 
NR.) > 
xX(6)=x.(3) > 


x(1)=x,(0) 
IX) 
x(5)=x,(2) 


SEE 


x(7)=x,3) 


所 有 NN 











所 及 数据 项 做 重组 





xX(0)=xA(0)=x.(0) > 
EDEN ae 















所 有 N/2 偶数 项 
做 重组 
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(2x. (1)=x.(0) nn x0 
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3.3 FFT 用 于 N=8 的 数据 点 


即 


(3. 1.20) 


PUR A, H “o” 表示 奇数 项 求 和 。 两 项 求 


PRU A, XN =8， 这 种 拆 分 算法 的 原理 可 用 网 3. 3 进行 说 明 。 
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图 3.3 FFT 用 于 N=8 的 数据 点 (2%) 


在 接 下 来 的 步 又 中 ，FFTT 的 求 和 运算 总 是 迭代 拆 分 成 两 项 进行 求 和 ， 每 次 处 理 上 次 求 和 数据 
项 的 一 半 。 当 傅 里 叶 变 换 用 于 单一 数据 时 ， 算 法 停止 运算 ， 因 为 单一 数据 的 傅 里 叶 变 换 就 是 该 数 
据 本 身 ， 算 法 的 整个 分 解 过 程 如 图 3. 3 所 示 。 从 该 图 可 以 看 到 ， 在 整个 算法 执行 过 程 中 ， 重 组 算 
法 只 对 相 邻 的 数据 项 进行 操作 。 然 而 ， 在 进行 第 一 次 重组 之 前 ， 需 要 对 采样 数据 进行 重新 排序 。 

为 了 进行 重组 ， 数 据 项 要 按 逆向 二 进 制 标识 号 进行 排序 ， 例 如 标识 号 为 =100, 的 数据 
项 重组 后 变 成 标识 号 为 n =001, 的 数据 项 。 这 种 操作 可 以 利用 一 种 简单 、 快 速 有 效 的 算法 来 
实现 。 在 这 种 算法 中 使 用 两 个 指针 ， 一 个 指针 从 0 到 NN-1 遍历 所 有 的 数据 项 ， 男 一 个 指 
针 氏 总 是 指向 与 对 应 的 首位 序 。 变 量 n 用 于 保存 算法 处 理 的 数据 项 数 。 

该 算法 分 两 个 阶段 工作 : 循环 的 第 一 阶段 利用 如 下 规则 ， 指 针 和 逆向 指针 7 分 别 加 1: 
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e 若 LMB (最 左 位 ) 为 0， 则 置 1。 
e 4 LMB (REM) 为 1， 则 置 零 ， 并 将 LMB 的 后 一 位 加 1。 此 时 又 有 下 面 两 种 情况 
- 4 LMB 的 后 一 位 为 0， 则 置 1。 
- #1MB 的 后 一 位 为 1， 则 置 0， 并 将 LMB 的 后 二 位 加 1， 以 此 类 推 。 
AV ete IBS, 即 左 的 逆 位 序 为 4， 同时; AR ko Ke, MAZ 
项 总 能 进行 交换 。 只 有 当 开 小于/ 时 ， 才 交换 数据 项 ， 以 避免 产生 反 向 交换 。 算 法 的 第 二 阶 
段 涉及 重组 ， 这 时 需要 反复 乘 以 旋转 因子 ， 该 因子 是 由 文献 (Gentleman and Sande, 1966 ) 
命名 的 。 这 些 因子 需要 提前 计算 并 存储 在 一 个 表格 中 。 最 后 ， 如 图 3. 4 所 示 将 这 些 相 乘 的 结 
果 相 加 。 





1 
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XU)= È x(k) W,1* | 
k=0 XO Zx(2k) we lk 
u 1 


3 
= 2k 
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XO È x(2) war 
+ We Bake) Wer 





wor Ese we 3* 












X(0)= Exh wot 


XD- Exh) wii L > 
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x(2)=x (1) 











x(1)=x,(0) 








X,(0)= Exh wy 


KORM i 
OO hk Bid Was 


二 MON-2) 次 加 法 , 本 下 次 乘法 Manet NGI 
XO XO +P XO) 
XOF XO +W; X) 


X(2)= XD) +WF X(2)= X0) +W X0) 
X(3)= XG) +We XB)= KA) + KA) 


213.4 式 (3.1.20) FFT 基础 算法 递归 计算 的 第 一 步 2 








目前 ， 有 许多 可 用 的 快速 傅 里 叶 变换 算法 ， 如 基 4 算法 、 基 8 算法 或 基 2" 算法 。 对 基 4 
算法 和 基 8 算法 来 说 ， 当 处 理 较 大 数据 块 时 ,算法 的 乘法 运算 总 数 分 别 能 降低 25% -40% 。 
对 FFT 有 贡献 的 其 他 学 者 还 有 Bruun (1978)、Rader (1968) Bluestein (1970) 和 Goertzel 



































O 译 者 注 : A (3.1.20) 中 用 x(z) 表 示 傅 里 叶 变 换 ， 而 在 图 3. 3 和 图 3. 4 中， 作者 为 了 区 别 于 信号 x(k) ， 用 X(n) 
表示 传 里 叶 变 换 











63 





(1958) 。 当 只 需要 计算 一 些 谱 线 而 不 需要 计算 整个 谱 时 ，Goertzel 算法 是 首选 的 ， 另 外 还 可 
以 采用 拆 分 基 的 技术 ， 如 见 文献 (Sorensen et al, 1986) 。 

AR FFT 及 其 他 一 些 算法 的 高 效 执行 可 参考 专著 (Press et al, 2007) 和 FFTW 工作 室 
编写 的 著作 (Frigo and Johnson，2005 ) 。 后 者 是 一 个 软件 工作 室 ， 专 门 研究 计算 具有 任意 输 
入 规模 的 一 维 或 多 维 实数 及 复数 的 离散 傅 里 叶 变换 。 

DFT 总 共 要 进行 N 次 复数 乘法 运算 和 NON - 1) 次 复数 加 法 运算 ， 其 中 O(N) 次 运算 是 
可 以 节省 的 ， 因 为 有 些 运算 很 简单 〈 与 1 相 乘 ) ， 然 而 上 述 FET 算法 的 计算 量 会 降低 到 N 
log, N 次 复数 乘法 运算 和 N log, N 次 复数 加 法 运算 ， 其 中 包括 简单 的 运算 ， 这 又 是 可 以 节 
省 的 。 

由 于 FFT 对 时 域 中 的 复数 数据 也 能 构成 公式 描述 ， 因 此 它 既 适用 于 实数 数据 运算 ， 也 
适用 于 复数 数据 运算 。 如 果 FFT 处 理 的 数据 只 包括 实数 测量 值 ， 那 么 就 会 执行 一 些 无 用 的 
运算 ， 比 如 与 零 相 乘 。 一 种 补救 的 措施 就 是 修改 计算 方法 ， 以 便 只 对 实数 数据 进行 运算 。 然 
而 ， 经 过 FFT 的 第 一 阶段 后 ， 待 处 理 的 数据 不 可 避免 地 会 变 成 复数 。 因 此 ， 同 一 算法 需要 
两 种 不 同 的 实现 ， 一 种 用 于 处 理 实数 数据 ， 一 种 用 于 处 理 复 数 数据 。 更 好 的 办 法 是 将 两 个 实 
数 数据 点 组 合成 一 个 复数 数据 点 ， 使 得 傅 里 叶 变换 执行 完 后 ， 相 应 的 结果 可 以 再 次 分 离 
(Kammeyer and Kroschel, 2009; Chu and George, 2000) 。 

为 了 对 同一 时 刻 的 两 个 实 值 信号 y k) Al zk) EAT AE I BR HER SO Mi S 
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E(k) = y(k) + iz(k) (3. 1.21) 
然后 对 组 合 信号 进行 离散 傅 里 叶 变换 
¥(n) = DFT{X(k)} (3.1.22) 
最 后 再 对 结果 进行 分 离 
y(n) = 5GO + X*(N —n)) (3.1.23) 
z(n) = (m) 3° m) (3.1.24) 
如 果 要 变换 的 只 有 一 个 序列 ， 可 将 其 分 成 长 度 为 原 序列 一 半 的 两 个 序列 
y(k) = x(2k) _o.. N=! 
2(k) = x(2k + 1) J =O ed 
然后 将 两 个 实 值 数 据 序列 合并 成 
K(k) = y(k) + iz(k) (3. 1.26) 
再 变换 到 频 域 
¥(n) = DFT{X(k)} (3.1.27) 

















Bola, x(k) 的 傅 里 叶 变换 可 写成 
x(n) = (GO 上 <*(N m) +e (0) ¥*(N —n)) (3.1.28) 


上 述 将 两 个 实数 数据 点 组 合成 一 个 复数 数据 点 的 方法 可 加 快 FFT 的 计算 速度 ， 大 约 能 提高 2 
Mo R3. 1 列举 了 针对 不 同 应 用 的 计算 复杂 度 。 
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表 3.1 DFT 和 FFT 的 浮 点 
时 域 的 复 值 函 数 ， 复 数 运算 
DFT FFT 
加 法 乘法 加 法 乘法 
128 16 256 16 384 896 896 
1 024 1 047 552 1 048 576 10 240 10 240 
4 096 16 773 120 16 777 216 49 152 49 162 
时 域 的 复 值 函 数 ， 实 数 运算 
DFT FFT 
i 加 法 乘法 加 法 乘法 
128 65 280 65 536 3 584 3 584 
1 024 4 192 256 4 194 304 40 960 40 960 
4 096 67 100 672 67 108 864 196 608 196 608 
时 域 的 实 值 函 数 ， 实 数 运算 
DFT FFT 
万 法 乘法 加 法 We 
128 16 256 16 384 768 512 
1 024 1 047 552 1 048 576 7 680 5 632 
4 096 16 773 120 16 777 216 34 816 26 624 








TE, 对 于 FFT 计算 ， 由 于 基 2 算法 应 用 广泛 ， 这 里 采用 此 算法 。 


每 个 长 度 为 WY、 时 间 有 限 的 信号 可 以 用 任意 数量 的 零 数 据 将 其 总 长 度 扩展 到 工 ， 即 
ie x(k), O<k<N-1 
0, N<ksL-landL>N 
其 作用 是 增加 谱 的 分 辨 率 。 这 种 技术 称 作 零 填 充 ， 经 常用 于 将 信号 的 长 度 增 加 到 最 优 长 度 ， 
以 便 采 用 不 同 的 FFT 算法 (Kammeyer and Kroschel，2009 ) 。 然 而 ， 对 于 周期 信号 ， 零 填充 
不 可 避免 地 会 造成 泄漏 效应 











(3.1.29) 


3.1.4 Mi 


限制 时 域 中 的 数据 点 数 可 以 理解 为 时 间 函 数 (0) 与 所 谓 窗 函 数 做 乘积 ， 以 此 获得 有 限 
时 间 函 数 x,(i)。 因 此 ， 采样 数 据 不 是 源 于 x(i) ， 而 是 来 自如 下 的 乘积 
Xw(t) = x(t) w(t) (3. 1.30) 
SETBENERN, SRA AN eR x (iw) = Bl a(t) }, HP a(t) PAA KAT 
间或 无 穷 持 续 时 间 的 信号 ， 而 是 获得 
Xw(iw) = &{xw(t)} = = Fixe) w(t)} = x(iw) x f(iw) (3. 1.31) 
NE Ss TS A Bad PR BOTT a 
通过 考察 周期 正弦 信号 的 单一 、 明 显 谱 线 ， 可 以 对 窗 函数 效应 给 出 最 好 的 说 明 ， 这 种 考 
ne rn 如 果 将 单一 谱 线 与 窗 函 数 的 傅 里 叶 变换 做 卷 积 ， 那 么 
会 看 到 该 谱 线 “外 溢 ” 到 相 邻 的 频率 ， 这 也 称 作 外 溢 效 应 。 外 溢 效 应 可 利用 所 谓 的 窗 函 数 
来 控制 ， 此 时 是 在 鹤 而 高 的 主峰 值 与 边缘 极 值 抑制 之 间 寻 求 折 中 。 
AU, Bartlett 窗 以 宽 而 低 的 主峰 值 换取 边缘 极 值 的 强 抑制 作用 ， 而 Hamming 窗 具 有 
更 强 的 边缘 极 值 抑制 作用 ， 实 际 上 它 在 限定 的 频带 内 使 主峰 值 达 到 最 小 。Hann 窗 和 Black- 
mann 窗 是 另外 两 种 典型 的 窗 函 数 ， 见 表 3.2。 对 这 些 窗 函数 及 许多 其 他 窗 冰 数 的 综述 和 详 
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尽 比较 请 参考 教科 书 (Poularikas, 1999; Hamming，2007) 。 文 献 (Schoukens et al, 2009) 
对 窗 函 数 的 解释 表明 ，Hann 窗 仅仅 对 频谱 取 二 阶 导数 ， 从 而 可 降低 泄漏 效应 ， 然 而 同时 对 
频谱 进行 平滑 处 理 ， 会 引入 平滑 误差 。Dif 窗 对 两 种 类 型 的 误差 进行 不 同 的 折 中 考虑 ， 取 两 
相 邻 谱 线 之 差 。 有 关 数 据 加 徐 的 全 面 介 绍 可 参阅 文献 (Harris，1978)。 
表 3.2 典型 窗 函 数 (Aw: WAR; 右边 : EHEH), (Harris, 1978) 
名 称 、 形 状 和 方程 
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3.1.5 短 时 傅 里 叶 变 换 


在 本 章 开 始 介绍 的 傅 里 叶 变换 具有 无 限 长 的 时 间 标 尺 ， 然 而 在 比如 时 变 系统 辨识 或 故障 
诊断 的 应 用 中 ， 需 要 知道 频率 成 分 是 如 何 随 着 时 间 变 化 的 。 为 此 引入 短 时 傅 里 叶 变 换 
(STFT) 作为 分 析 工 具 ， 以 适应 时 频 联合 分 析 的 特殊 需求 。 下 面 将 介绍 STFT， 读 者 也 可 参 
考 文献 (Qian and Chen, 1996) 

R (2.1.9) KERNE RL se 



































Shan} = xliv) = 三 x(t)e t dt (3. 1.32) 
又 可 写成 采样 值 之 和 的 形式 。 求 和 运算 在 有 限 区 间 上 进行 ， 并 忽略 采样 时 间 7,， 则 有 
N-1 
x(i@) = X` x(kTo)e ok To (3. 1.33) 
k=0 
现在 ， 引 入 时 间 平 移 参 数 r MKZ, W STET 的 计算 公式 写成 
R-1 
x(,t) = >》 x((k - t)To)w(k)e ik (3.1.34) 
k=0 
或 
R-1 
x(w,t) = X` x(kTo)w(k + tek" (3.1.35) 
k=0 


为 了 看 到 信号 随 着 时 间 变 化 的 情况 ， 将 信和 号 划分 成 小 块 ， 对 每 块 数 据 分 别 利 用 式 (3.1.34) 
或 式 (3.1.35) 定义 的 STFT 进行 计算 ， 见 图 3.5。 因 此 ，STFT 依赖 于 时 间 和 频率 。 
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图 3.5 STFT 的 应 用 : 对 始 于 f=0 Hz 和 w=0s、 止 于 f=10Hz 和 :=4s 的 
线性 调频 信号 ， 利 用 存在 重 羡 区 的 数据 块 计算 的 5 组 傅 里 叶 变换 
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STFT 的 二 维 图 称 作 谱 图 ， 算 法 的 调节 参数 为 数据 块 长 度 R MARES, ARKE 
长 的 频率 分 辨 率 高 ， 而 时 域 分 辨 率 会 粗 些 ， 这 种 谱 称 作 窄 带 谱 图 。 相 反 地 ， 数 据 块 长 度 R 
短 的 时 间 分 辨 率 高 ， 这 时 称 作 宽 带 谱 图 。 数 据 块 之 间 的 互相 重 全 使 得 可 以 利用 较 长 的 数据 
块 ， 从 而 增加 频 域 分 辨 率 ， 而 且 还 能 较 早 地 检测 出 频谱 的 变化 。 

时 变 信 号 的 谱 图 如 图 3.6 所 示 ， 图 中 显示 的 是 线性 调频 信号 的 STFT。 























vO] 


J Hz] 





t [s] 


图 3.6 始 于 f=0 Hz 和 :=0s、 止 于 /=300 Hz 和 4=2s 的 线性 调频 信号 的 谱 图 





3.2 ”小波 变换 


利用 STET 可 以 确定 所 研究 信号 与 加 和 窗 谐 波 信号 之 间 的 相似 性 。 为 了 获得 具有 尖峰 瞬 态 
变化 短 时 信和 号 的 更 佳 台 近 ， 需 要 计算 它 与 有 限 持续 时 间 短 时 原型 函数 之 间 的 相似 性 。 这 种 具 
有 某 些 衰减 振荡 特性 的 原型 函数 或 基 水 数 是 小 波 ， 它 源 于 母 小 波 Wt), ， 见 文献 (Qian and 
Chen, 1996; Best，2000)。 表 3.3 给 出 一 些 典 型 的 母 小 波 ， 它们 利用 因子 a 实现 时 间 比 例 
扩张 ， 利 用 实现 时 间 平 移 变换 ， 从 而 有 

Ww" (t,a,0) = zl - 5) (3.2.19 
引入 因子 1/Va 是 为 了 对 功率 密度 谱 进 行 标准 化 处 理 。 如 果 小 波 的 中 心 频率 为 we， 利用 t/a 
可 将 中 心 频率 扩张 为 wao 
连续 时 间 小 波 变换 (Continuous-time Wavelet Transform, CWT) 可 写成 
cwro.a.2)=—- | yow(—)ar (3.2.2) 
y(t) PONKAN, CAE BRAY 2 AR te SEA. ER, STOT 通常 是 复 值 函 数 。 表 
3.3 给 出 一 些 样本 小 波 函 数 。 小 波 变换 的 优点 在 于 具有 信和 号 适应 性 的 基 函 数 ， 而 且 具 有 
较 好 的 时 频 分 辨 率 。 例 如 ， 信 和 号 的 适应 性 可 利用 Haar 小 波 来 解释 ， 它 不 会 产生 Gibbs 
现象 。 
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表 3.3 典型 的 小 波 函 数 


名 称 、 形 状 和 方程 
Haar 小 波 Mexican Hat 小 波 





PO) vies. [I] 

















0 0.5 1 
t [s] t [s] 

1,0<t< 0.5 2 
Waar (t) = ¢-1,05<t<1 VMexican Hat(t)=(1 = 12)e 7 

0, 其 他 

单 周 期 正弦 小 波 
x 
0 
t [s] 
sin(t),|¢| <7 
Yocs(t) = 











0, 其 他 





小 波 函 数 相当 于 某 种 带 通 滤波 器 ， 例 如 利用 比例 因子 可 以 降低 中 心 频率 ， 也 能 减 小 带 
而 STFT 的 带宽 是 不 会 变化 的 。 


St 


3.3 周期 图 


周期 图 通常 也 是 一 种 用 于 计算 信号 谱 的 工具 ， 它 定义 为 
N- 





1N- 
Sx(iw) = DE = rw) (iw) = ps x(v)x(ujeW@OFT (3.3.1) 


这 种 估计 的 期 望 值 可 写成 (如 见 文献 Kammeyer and Er 2009 ) 


N-1 
E{S,.(ia)} = 》， Wpartlett (V) Rex (v)e "70 (3. 3. 2) 
v=—(N-1) 


式 中 ，R..(v) 是 信号 x(1) 的 自 相 关 函 数 。 可 见 ， 谱 估计 是 真实 功率 谱 密 度 Sp (iw) Bartlett 
窗 函 数 傅 里 叶 变 换 的 卷 积 。 由 此 可 知 ， 周 期 图 只 在 频率 点 w, 处 是 渐 近 无 偏 的 ， 它 不 是 一 致 
估计 ， 因 为 其 方差 在 ko 时 不 趋 于 零 (Verhaegen and Verdult, 2007; Heij et al, 2007). FH 
于 周期 图 的 这 个 性 质 不 理想 ， 因 此 它 本 身 不 能 直接 应 用 ， 需 要 进行 某 些 改进 。 

Bartlett 提出 先 将 测量 数据 划分 成 看 干 数据 集 ， 然 后 分 别 计算 每 个 数据 集 的 周期 图 ， 最 
后 对 所 求 得 的 个 体 周 期 图 取 平 均 (如 见 文献 Proakis and Manolakis，2007) 。 可 以 证 明 ， 如 果 
计算 得 到 1 个 个 体 周 期 图 ， 平 均 后 的 周期 图 方差 将 明显 减 小 ， 达 到 1 /M 倍 。 期 望 值 仍然 由 
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式 (3.3.2) 给 出 。 因 此 对 有 限 数量 的 数据 点 来 说 估计 还 是 有 偏 的 。 此 外 ， 减 少 计 算 每 个 个 
体 周期 图 的 数据 点 数 会 降低 谱 分 辨 率 。 不 过 ， 经 过 平均 处 理 后 ， 周 期 图 的 估计 是 均 方 意义 下 
一 致 的 。 

文献 (Welch, 1977) 也 将 数据 划分 成 较 短 的 子 序 列 ， 然 后 再 分 别 进行 处 理 ， 不 过 在 处 
理 之 前 对 子 序列 加 窗 函 数 。 此 外 ，Welch 建议 使 用 重生 划分 的 数据 段 ， 以 便 构 成 更 多 的 数据 
段 。 重 全 的 数据 可 达 50% ， 这 样 用 于 求 平均 的 可 用 数据 段 会 成 倍增 加 ， 可 使 方差 减 小 50% 。 
有 许多 不 同 的 窗 函数 可 供 选 用 ， 文献 (Welch，1977) 建议 使 用 Hann 窗 。 





3.4 小 结 














本 章 介 绍 了 非 周 期 信号 的 谱 分 析 方 法 ， 并 引入 侍 里 叶 变 换 作为 计算 信号 频率 成 分 的 工 
具 。 虽 然 传 里 叶 变 换 可 应 用 于 连续 时 间 信 号 ， 并 且 具 有 无 限时 间 和 无 限 频 率 支 集 ， 但 是 在 实 
验 应 用 中 所 处 理 的 信号 通常 要 经 过 采样 ， 并 且 只 能 记录 有 限 测量 时 间 的 数据 。 

时 域 中 的 采样 数据 可 用 离散 时 间 傅 里 叶 变换 来 处 理 。 研 究 表明 ， 通 过 时 域 采 样 ， 信 和 号 频 
谱 将 变 为 周期 的 。 另 外 ， 只 能 在 有 限 数量 的 离散 频率 点 上 计算 频谱 ， 这 导致 需要 采用 离散 傅 
里 叶 变换 。 

由 于 DFT 的 计算 量 非常 大 ， 因 此 研发 了 许多 不 同 算法 ， 它 们 可 以 更 快 地 计算 傅 里 叶 变 
换 ， 称 这 些 算法 为 快速 傅 里 叶 变 换 。 其 主要 思想 是 ， 将 原始 的 数据 序列 拆 分 成 许多 较 短 的 子 
序列 ， 对 这 些 子 序列 分 别 进行 变换 ， 然 后 再 适当 重组 。 本 章 还 论述 了 如 何 正确 理解 FFT 算 
法 的 输出 。 

由 于 DFT/FFT 是 在 有 限时 间 区 间 上 对 信号 进行 计算 的 ， 因 此 频谱 可 能 会 受到 所 请 的 汇 
漏 效 应 或 外 溢 效 应 的 影响 ， 这 可 以 通过 时 间 信 号 乘 以 窗 函 数 来 缓解 。 在 加 窗 的 操作 中 ， 良 好 
的 边缘 极 值 抑制 作用 与 窦 而 高 的 主峰 值 之 间 需 要 一 个 折 中 。 

为 了 分 析 谱 性 质 随 时 间 的 变化 情况 ， 发 展 了 时 频 联合 描述 方法 。 本 章 以 两 种 方法 为 例 ， 
介绍 了 短 时 傅 里 叶 变 换 和 小 波 变换 。 

引入 周期 图 作为 信号 功率 谱 的 估计 ， 并 已 证 明 这 种 估计 只 是 渐 近 无 偏 的 ， 而 且 其 方差 在 
N 一 oo 时 不 趋 于 零 。Bartlett 和 Welsh 提出 了 一 些 改进 的 方法 ， 在 测量 信号 的 不 同 区 间 上 分 别 
计算 多 个 周期 图 ， 青 求 平均 ， 可 以 避免 这 一 不 足 。 















































































































































习题 


3.1 EMEK 
解析 信号 的 傅 里 叶 变 换 是 如 何 定义 的 ? 计算 如 下 锯齿 波 信号 的 傅 里 叶 变 换 。 


u(t) 
Uy ^ 
vil 
7 i 
7 
7 1 
+> 
T, t 


如 果 将 2、3 、… 个 锯齿 脉冲 进行 拼接 组 合 ， 则 其 频谱 会 发 生 什 么 变化 ? 对 于 无 穷 多 个 
锯齿 脉冲 进行 拼接 组 合 ， 必 须 采 用 什么 样 的 频谱 计算 规则 ? 对 最 终 获得 的 谱 有 什么 影响 ? 
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3.2 快速 全 里 叶 变换 

利用 数值 软件 包 中 的 FFT 算法 ,计算 时 间 信 号 x(1) = sin (2m) 的 傅 里 叶 变换 ， 并 与 预 
期 的 理论 结果 进行 比较 ， 以 此 理解 FFT 的 标 度 和 频率 分 辩 率 的 含义 。 

3.3 快速 傅 里 叶 变 换 I 

用 自己 的 语言 描述 快速 傅 里 叶 变换 所 涉及 的 算法 。 

3.4 快速 傅 里 叶 变换 II 

如 果 测 量 的 数据 点 数量 是 固定 的 ， 如 何 提高 频 域 中 的 分 辩 率 ? 

3.5 MAI 

描述 加 窗 的 作用 。 在 加 窗 中 通常 需要 对 什么 进行 折 中 ? a AY Be RN, 

3.6 MAN 

如 果 周 期 信号 在 整数 周期 上 进行 采样 ， 为 什么 利用 DFT 计算 得 到 的 谱 是 非 伪 的 ? 

3.7 短 时 傅 里 叶 变 换 

生成 一 个 线性 调频 信号 ， 并 利用 短 时 傅 里 叶 变换 分 析 它 ， 同 时 对 数据 重 破 和 数据 块 长 度 
及 的 选择 加 以 说 明 。 

3.8 短 时 傅 里 叶 变 换 和 小 波 变换 

小 波 变换 与 短 时 傅 里 叶 变 换 之 间 的 区 别 是 什么 ? 

3.9 ”周期 图 

如 何 定义 周期 图 ? 周期 图 应 用 的 关键 是 什么 ? 
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第 4 it 
利用 非 周期 信号 测量 频率 啊 应 

















利用 非 周期 测试 信号 的 伟 里 叶 分 析 可 以 用 来 确定 线性 过 程 的 非 参 数 频率 响应 函数 ， 先 将 
输入 信号 和 输出 信号 变换 到 频 域 ， 然 后 利用 两 者 的 对 应 频率 点 相 除 来 确定 传递 函数 。 








4.1 基本 方程 


利用 非 周期 测试 信号 ， 根 据 如 下 关系 ， 可 以 确定 非 参 数 形式 的 频率 响应 函数 
yo) Sty} J ye "dr 

ulio) Fue) = JS uNe de 

式 中 ， 积 分 可 进一步 拆 分 成 实 部 和 虚 部 


T T 
y(iw) = sim ( y(t) cos wtdt 一 if y(t) sinwt ar) (4.1.2) 


利用 式 (4.1.1) 确定 频率 响应 时 ， 要 用 到 输入 和 输出 的 傅 里 叶 变换 ， 即 这 两 个 信和 号 
(通常 带 有 噪声 ) 都 需要 进行 傅 里 时 变换 。 由 于 许多 典型 测试 信号 的 傅 里 叶 变 换 是 不 收敛 
的 ， 如 阶 路 函数 或 斜坡 函数 ， 因 此 通常 要 采用 极限 * 一 io 下 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 而 不 用 式 
(4.1.1) 中 的 伟 里 叶 变 换 。 例 如 ， 对 于 阶 路 响应 和 斜坡 响应 ， 利 用 lim, uls) (@#0), AT 
获得 类 似 于 傅 里 叶 变换 的 结果 ， 见 第 4.2.3 节 。 为 此 ， 如 果 侍 里 叶 变 换 不 收 僵 就 需要 使 用 
极限 :一 io 下 拉 普 拉 斯 变换 的 比值 ， 而 不 用 式 (4. 1.1) 所 示 的 比值 ， 写 成 

: s . > y(t)e dt (iw) 
Glia) = Jim = Lin, Aerea a2 (4.1.3) 


式 中 ， 积 分 可 进一步 拆 分 成 实 部 和 虚 部 


T T 
yio) = lim (/ y(t)e st cos wt dt -if y(t)e st sinwt ar) (4.1.4) 
6 一 0 0 0 
7 了 一 co 





G(iw) = (4.1.1) 





























































































































相应 地 ， 也 可 写 出 变换 u (iw) 。 
就 信号 而 言 ， 需 要 使 用 小 幅 值 信 号 ， 也 就 是 信和 号 与 其 稳 态 值 的 偏差 。 知 分 别 用 U(t) 和 
Y(i) 表 示 大 幅 值 信号 ， 用 UA Yi 表示 测量 之 前 获得 的 相应 稳 态 值 ， 则 小 幅 值 信号 可 写成 
y(t) = Y(t) — Yoo (4.1.5) 
u(t) = U(t) — Uoo (4. 1.6) 
为 了 简化 信号 的 产生 过 程 及 随后 对 辨识 结果 的 评价 ， 通 常 选择 那些 形状 简单 的 测试 信号 ， 
图 4.1 给 出 了 一 些 测试 信号 的 实例 。 对 于 这 些 简单 的 信号 ， 其 傅 里 叶 变 换 可 事先 确定 ， 见 第 
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4.2 节 。 利 用 这 些 简单 的 变换 解析 表达 式 ， 可 以 针对 当前 辨识 任务 和 所 研究 对 象 等 要 求实 现 测 
试 信号 的 优化 。 此 外 ， 这 时 仅 需 要 确定 输出 y(i) 的 健 里 叶 变 换 即 可 (Isermann, 1967, 1982), 

利用 非 参 数 测试 信号 激励 确定 的 频率 响应 函数 通常 用 于 快速 获取 最 初始 的 系统 模型 ， 然 
后 以 它 为 指导 设计 随后 实施 的 、 更 耗 时 的 实验 ， 以 便 获 得 最 终 的 系统 模型 。 这 种 方法 经 常用 
于 机 械 结构 分 析 ， 如 物体 受到 某 种 特殊 的 锤 击 ， 且 其 结构 不 同 部 位 的 加 速度 已 测量 得 到 。 因 
为 脉冲 的 傅 里 叶 变 换 就 是 脉冲 的 幅度 ， 或 者 说 是 锤 击 时 的 作用 力 ， 所 以 这 种 输入 信号 完全 不 
需要 进行 傅 里 叶 变 换 。 






































4.2 FFA SA SMe 


为 了 能 利用 式 (4.1.3) 确定 频率 响应 ， 并 能 降低 感 兴趣 频带 内 的 噪声 影响 ， 各 种 测试 
信和 号 的 傅 里 叶 变 换 和 幅 值 密度 需要 已 知 ， 并 能 用 解析 式 表 达 。 因 此 ， 本 节 将 讨论 图 4.1 所 示 
测试 信号 的 傅 里 叶 变 换 ， 并 分 析 它 们 的 幅 值 密度 (Bux and Isermann，1967) 。 为 了 简化 符 
号 ， 脉冲 宽度 7, 用 了 和 替代。 


4.2.1 简单 脉冲 
首先 ， 本 节 将 分 析 图 4. 1a ~4.1d 所 示 的 测试 信号 。 它 们 的 共同 特点 是 信号 幅 值 总 为 正 


a) b) 
u(t) u(t) 


Uy Uy 





















































图 4.1 简单 的 非 周期 测试 信号 
a) 阶 跃 函数 b) 斜坡 函数 c) 矩形 脉冲 “d) BYE BCH e) 双 矩 形 脉冲 N) 双 梯形 脉冲 
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值 。 它 们 的 最 大 缺点 是 不 适合 用 于 具有 积分 作用 的 系统 ， 因 为 当 测 试 信号 结束 时 ， 积 分 器 不 
会 归 零 。 这 个 问题 将 在 下 面 的 小 节 中 进一步 讨论 。 

梯形 脉冲 

MFT, =T, 的 情况 ， 其 傅 里 叶 变 换 的 确定 过 程 为 : 将 信号 拆 分 成 三 段 (斜坡 、 常 值 、 
斜坡 ) ， 分 别 进行 傅 里 叶 变 换 ， 然 后 将 结果 县 加 在 一 起 ， 利 用 式 (4.1.4) 可 获得 
























































sin 22 sin au T) ‚oT 
Uy (iw) = uo(T = ("ae | er)? (4. 2. 1) 
2 
FEF Bk rH 
根据 式 (4.2.1), 考虑 取 极 限 7 一 0， 可 以 很 容易 地 确定 矩形 脉冲 的 傅 里 叶 变 换 
in oT 
ulio) = wor (Se jor" (4.2.2) 
Z 
文献 (Pintelon and Schoukens, 2001) 建议 矩形 脉冲 的 宽度 T 取 
1 
T= Tahun (4. 2. 3) 
式 中 ，/, 为 待 辨识 的 感 兴趣 的 最 高 频率 。 
三 角 脉 冲 
根据 式 (4.2.1), 取 7=7,=7T/2， 即 可 获得 三 角 脉冲 的 健 里 叶 变 换 
, or \2 
Un (io) = (2 ) eit (4.2.4) 
4 
无 量 纲 表 示 
为 了 便于 比较 不 同 测试 信号 的 传 里 叶 变换 ， 引 入 相对 量 ( 带 * 号 ) 
yg (4.2.5) 
uo 
ER 
t= 7 (4.2.6) 
+_ oT 
w* = F (4.2.7) 














DES , FIA EJE hk pE E n A n E e AK E 
T 
Usq(i@)|o=0 = | uodt = uoT (4. 2.8) 
0 


对 其 他 测试 信和 号 的 傅 里 叶 变 换 进行 归 一 化 处 理 。 通 过 使 用 相对 量 ， 使 得 那些 形状 类 似 但 幅 值 
uo 和 脉 宽 了 不 同 的 测试 信号 具有 相同 的 幅 值 密度 | u" (io ” ) | 和 相位 Lu (iw* )。 这 样 ， 傅 
里 叶 变换 只 取决 于 脉冲 形状 。 对 于 上 面 给 出 的 三 种 脉冲 形状 的 信号 ， 可 分 别 获得 





























sinno*T*\/(sinno*(T*—T*)\ _xo* 
ur(io*) = (T* — ee en — TA eine (4.2.9) 
. sintw*\ __,* 
ux, (io*) = (Fr). m. (4.2.10) 
w\ 2 
1 f sin 22 Sea de 
už (iw*) = ;|( ) eine (4.2.11) 
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图 4. 2 给 出 了 幅 值 密度 随 着 相对 角 频 率 变化 的 函数 曲线 。 每 条 幅 值 密度 曲线 在 w ”=0 处 取 
得 最 大 值 ， 其 大 小 为 脉冲 作用 下 的 面积 。 随 着 频率 的 增加 ， 脉 冲 的 幅 值 密度 将 逐渐 减 小 ， 直 
至 首次 到 达 零 值 点 。 首 次 零 值 点 之 后 将 会 出 现 其 他 的 零 值 点 和 幅 值 密度 的 中 间 局 部 最 大 值 。 
三 种 典型 的 测试 信号 幅 值 密 度 的 零 值 点 分 别 为 














wo)! [-] 





ER 
o H] 











图 4.2 各 种 非 周期 测试 信号 的 相对 幅 值 密度 

© w =2tn/T, Rot = 全 一 梯形 脉冲 的 第 一 组 零 值 点 。 

© w, =20n/(T-T,) Ko; =n/(T* -全 ) 僵 梯形 脉冲 的 第 二 组 零 值 点 。 

© w =2tn/T 或 w”=7 一 征 形 脉冲 的 唯一 一 组 零 值 点 。 

e w=40n/T 或 ”=27 一 三 角 脉 冲 的 唯一 一 组 零 值 点 。 
其 中 ,n=1，2,，…。 梯形 脉冲 和 和 矩形 脉冲 具有 单 值 零 值 点 ， 三 角 脉 冲 具有 双 值 零 值 点 。 前 
一 种 情况 的 幅 值 密度 曲线 与 w 轴 相 交 ， 后 一 种 情况 的 幅 值 密度 曲线 与 w 轴 相 切 。 

脉 宽 变 化 

如 果 增 加 脉冲 持续 时 间 T7， 则 低频 率 处 的 幅 值 密度 随 之 增加 ， 因 为 脉冲 曲线 下 的 面积 增 
加 ， 见 图 4.3。 同 时 ， 因 为 零 值 点 向 较 低 频率 移动 ， 所 以 在 较 高 频率 处 幅 值 密度 曲线 的 衰减 
速度 加 快 。 通 过 构造 包 络 线 ， 可 以 显示 出 在 任何 已 知 角 频 率 o 处 取得 的 可 能 最 大 幅 值 。 矩 
形 脉冲 的 包 络 线 为 



































[u4 io") Imax = = = a (4.2.12) 
To [02] 
三 角 脉 冲 的 包 络 线 为 
lu (i®*) |max = — (4.2.13) 


NEUER TIER, AT AAR ANTE] ERA, EHER TE Wik Oh RR AN 
三 角 脉 冲 包 络 线 之 间 。 与 其 他 所 有 具有 相同 最 大 幅 值 u, 的 单 边 脉 冲 相 比 ， 和 矩形 脉冲 在 低频 
率 处 获得 最 大 幅 值 ， 其 原因 为 
。 在 低频 段 ， 利 用 脉冲 曲线 下 的 面积 可 以 确定 幅 值 的 大 小 。 对 于 任何 给 定 的 脉 宽 T， 甜 
形 脉 冲 具 有 可 能 的 最 大 面积 。 
© 对 于 中 频段 ， 利 用 包 络 线 可 以 确定 幅 值 密度 。 和 矩形 脉冲 具有 最 高 的 包 络 线 ， 因 此 它 在 
w ”=1/2 处 取得 最 大 的 幅 值 密度 。 从 图 4. 2 中 可 以 看 到 ， 在 低频 到 中 频 的 整个 范围 内 
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Auch 


Wio) H 

















24.3 具有 不 同 脉 宽 7 的 矩形 脉冲 幅 值 密度 
( 即 0 和 wo ”<1/2)， 和 矩形 脉冲 都 具有 最 大 的 幅 值 密度 。 
e 对 于 高 频段 ， 在 第 2、 第 3 等 极 值 点 左右 的 特定 区 域内 ， 和 矩形 脉冲 仍 具 有 最 大 的 幅 值 密度 。 
然而 ， 由 于 其 激励 太 小 的 原因 ， 对 于 大 多 数 应 用 来 说 ， 该 幅 值 密度 没有 任何 意义 。 
4.2.2 双 脉 冲 
点 对 称 矩 形 脉冲 









































下 面 介绍 幅 值 为 w。、 脉 宽 为 7 的 双 和 矩形 脉 串 ， 如 图 4. le 所 示 。 这 种 信号 的 傅 里 叶 变 换 为 
(= =) _j,oT=n 
ulio) = uoT JT e' 2 (4.2.14) 
za 
用 相对 量 表示 的 傅 里 叶 变 换 为 
ky k (= =) _ ;7 2w*—1 
u*(iw*) = z 2 (4.2.15) 
5 
零 值 点 为 
o= En got = 2n, = 01,206. (4. 2. 16) 





除了 n=0 外 ， 所 有 的 零 值 点 都 是 双 值 的 。 因 此 , 在 ”=1，2，… 时 ， 幅 值 密 度 曲线 与 wo Hh 
相 切 。 与 单 矩 形 脉冲 不 同 , 在 w”=0 处 ， 其 幅 值 密度 为 零 ， 并 在 有 限 的 频率 处 取得 最 大 值 

















|u*(iw*)|max = 0.362, w* = 0.762 (4.2.17) 
也 见 图 4.2。 
轴 对 称 和 矩形 脉冲 
轴 对 称 双 和 矩形 脉冲 的 伟 里 叶 变 换 为 
u(io) = uoT — 2cos oT (4.2. 18) 





2 


图 4.4 表 明 (对 于 时 间 平 移 双 脉冲 ) , 





在 w”=0 和 w”=0.5 处 的 幅 值 密度 是 单 矩 形 脉 冲 的 2 


倍 。 感 兴趣 的 频率 区 间 w” sw so; W54, 


单 矩 形 脉冲 的 幅 值 密度 。 两 个 矩形 脉冲 相 拼接 会 使 wo” 
w ”=2.5 等 ) 附近 区 域 的 激励 幅度 有 所 增加 ， 这 





在 感 兴 趣 的 频率 范围 之 外 ， 其 幅 值 密度 小 于 
=0.5 及 其 所 有 倍 频 ( 即 w”=1.5， 
是 以 中 低频 段 的 衰减 以 及 除了 整数 倍 频 外 
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所 有 高 频段 的 衰减 为 代价 的 。 


IC io) 





图 4.4 具有 不 同和 矩形 数 的 矩形 脉冲 幅 值 谱 
如 果 相 拼接 的 不 仅仅 是 两 个 矩形 脉冲 ， 而 是 更 多 的 以 27 为 持续 时 间 的 矩形 脉冲 ， 则 在 
w”=0.5( 和 w”=0) 附 近 范 围 的 幅 值 密度 增长 更 快 。 同 时 ， 频率 为 w;' 入 o <w; 的 区 间 会 
变 得 更 窄 。 在 无 穷 多 个 矩形 脉冲 相 拼 接 的 极限 情况 下 ， 侍 里 叶 变 换 将 演变 为 在 w”=0.5 
(和 w”=0, w* =1.5, w”=2.5 等 ) 的 6 脉冲 。 


4.2.3 阶 跃 函数 和 斜坡 函数 

阶 雅 隙 数 和 和 斜坡 函数 不 满足 收敛 准则 式 (2.1.11)， 因 此 不 能 利用 式 (2.1.9) 或 式 
(4.1.4) 直接 确定 其 傅 里 叶 变换 。 然 而 还 是 有 其 他 方法 可 以 用 来 确定 其 频 域 描述 的 。 

根据 拉 普 拉 斯 变换 ， 通 过 取 极 限 :一 iog ， 以 严格 的 正规 方式 获得 的 傅 里 时 变换 为 

WUst(iw) = jim a Lf} = jim ae a0 ee; 
Siw s iw ow 
根据 前 面 定义 的 相对 量 ， 上 趟 可 重 写 为 
2x(iw) = 
27 w* 

KAUM, ATLA AR IS Bb DR ER ICY PE LP A e, PEF A T, RS, N 

图 4. 1b， 其 傅 里 叶 变 换 为 
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er (4.2.19) 






































1.0) = jim tant) = fi isl =e) = (SEE) (4.2.20) 
2 
或 者 
ede 1 sinto“ Tř T š 
u, (iœ@*) = zl ToT? Ai TA ) (4.2.21) 
BITER PK ZAO ME A E N 
julio) = “2 ae iGo = o £0, 0° #0 (4.2.22) 





该 式 为 双 曲线 函数 。 由 于 不 存在 零 人 4 点 ， 因 此 在 <w< oo 范围 内 的 所 有 频率 都 可 被 激励 。 
图 4.3 和 式 (4.2.12) RH, MER 函数 的 幅 值 密 | 度 总 是 矩形 脉冲 幅 值 谱 包 络 线 的 一 半 那 么 
高 。 阶 路 函数 的 幅 值 密度 与 任何 矩形 脉冲 的 幅 值 密度 在 如 下 频率 处 是 相等 的 

78 











os = Ze sot = S = 0.1667 (4.2.23) 
在 0<w<w, 的 低频 范围 内 ， 阶 跃 函 数 具 有 比 和 矩形 脉冲 更 大 的 幅 值 密度 ， 因 此 在 所 有 幅 值 为 
u, 的 非 周 期 测试 信号 中 ， 阶 跃 函 数 具 有 最 大 的 幅 值 密度 。 
斜坡 函数 的 幅 值 密度 小 于 阶 跃 隆 数 的 幅 值 密度 ， 它 们 的 比例 因子 为 


huio)| _ sin #7 

















过 = (4.2.24) 
st >. 

REITER a RE EEE IR 数 的 形状 一 样 。 和 斜坡 函数 幅 值 密度 的 零 值 点 位 于 
w=2mnz《7T ,n=1，2,，…， 这 点 与 阶 跃 函数 没有 零 值 点 的 情况 不 同 。 随 着 斜坡 上 升 时 间 T 








的 逐渐 减 小 ， 也 就 是 信号 边缘 变 得 越 来 越 了 汗 ， 第 一 个 零 值 点 会 逐渐 癌 着 较 高 频率 迁移 。 这 表 
明 所 有 的 测试 信号 都 具有 一 般 的 特性 : 信号 边缘 越 了 汗 ， 高 频 激励 越 强 。 

在 许多 情况 下 ,是 否 能 用 上 升 时 间 为 T 的 逐 段 斜 坡 信号 来 奉 代 阶 跃 函数 ， 式 
(4.2.25) 中 的 因子 < 可 以 给 出 这 个 问题 的 答案 。 如 果 人 允许 低 于 最 大 角 频 率 w,。. 的 范围 内 存 
在 1% 或 <5% 的 误差 ， 那么 因子 «分 别 计算 为 k 三 0.95 或 k 三 0.99， 从 而 上 升 时 间 限 制 为 
W Timax < 22 (4.2.25) 


Wmax max 


综 上 所 述 ， 通 过 对 不 同 非 周期 测试 信号 的 幅 值 密度 分 析 表 明 ， 对 于 给 定 的 测试 信号 幅 值 
x ， 所 有 可 能 的 测试 信号 在 下 述 范围 内 可 以 取得 最 大 的 幅 值 密度 ; 
© 阶 跃 函 数 在 低频 段 。 
© 矩形 脉冲 在 中 高 频段 。 
因此 ， 根 据 式 (4. 3.6) ， 在 利用 输出 响应 的 噪 扰 测量 数据 辨识 频率 响应 中 ， 这 些 信和 号 
能 提供 最 小 的 误差 (Tsermann，1967)。 与 周期 测试 信号 相 比 ， 非 周期 测试 信号 能 够 同时 激 
励 0<w < % 范 围 内 的 所 有 频率 , 但 脉冲 响应 和 和 斜坡 响应 出 现 的 零 值 点 除外 。 








Ti ‚max < 

















4.3 确定 频率 响应 


现在 ， 分 析 根 据 式 (4. 1.1) ， 也 就 是 





yw) FPO} 











G(i®) = Mo Sun) (4.3.1) 
来 确定 频率 响应 的 一 些 性 质 。 这 里 ， 特 别 要 关注 噪声 对 输出 的 影响 : 由 测试 信号 w(t) 激励 
的 系统 响应 y, en ZE o 即 
V(t) = Yalt) +0) (4.3.2) 
将 上 式 代 入 式 (4.3.1), A 
G(iw) = (人 Yule dt + f roa) (4.3.3) 
和 
G(iw) = Golio) + AG, (iv) (4. 3.4) 
因此 ， 频 率 响 应 估计 G(iw) 不 仅 包 含 准确 的 频率 响应 Gy (io), 含 频率 响应 误差 AG, 


(io), EAE FR n) HAE A, E 
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. 2) _ nho) 





由 此 ， 误 差 幅度 为 


IAG lio) = E2 (4.3.6) 
|u(iw)| 


随 着 |u(iw) | 相对 于 |n(io) | 逐渐 变 大 ， 频 率 响 应 误差 会 逐渐 变 小 。 因 此 ， 对 于 给 定 的 噪 
声 幅度 |n(iw) | ， 应 该 使 |u(iw) | 尽 可 能 大 ， 也 就 是 测试 信号 w(t) TE o 处 的 幅 值 密 度 要 尽 
可 能 大 。 这 可 通过 如 下 方式 实现 ， 

e 选择 尽 可 能 大 的 测试 信号 幅 值 mw。 然而 ，m 的 选择 常常 受到 如 下 因素 的 限制 : 过 程 

本 身 、 过 程 可 线性 化 的 工作 范围 以 及 执行 机 构 的 限制 等 ， 见 第 1. 2 节 。 

e 选择 合适 的 测试 信号 形状 ， 使 其 幅 值 密度 集中 在 感 兴趣 的 频率 范围 内 。 

下 一 节 将 继续 讨论 噪声 的 影响 及 频率 响应 估计 值 所 具有 的 一 些 特性 。 

例 4.1 (频率 响应 函数 ) 

图 4.5 是 利用 非 周期 测试 信号 估计 图 B. 1 中 三 质量 振荡 器 频率 响应 函数 的 例子 。 所 用 的 
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4.5 利用 脉 宽 为 7=0.15 s 的 矩形 脉冲 作为 测试 信号 测量 三 质量 振荡 器 的 频率 响应 。 利 用 传 里 叶 

变换 得 到 的 测量 值 (SEAR) ， 作 为 参考 的 利用 正 交 相关 分 析 法 得 到 的 测量 值 ( 短 划 线 ) ，Bode 图 的 频率 
范围 (灰色 阴影 区 域 ); 输入 信和 号 是 由 电动 机 提供 的 转 矩 M，(1) ， 输 出 信号 为 第 三 质量 块 的 转速 ws (1) 
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测试 信号 是 宽度 了 =0.15 s 的 矩形 脉冲 。 由 图 可 知 ， 在 w <25 rad/s 频段 上 ， 利 用 第 5.5.2 
节 介 绍 的 正 交 相关 分 析 法 所 估计 的 频率 响应 〈 作 为 参考 ) 与 利用 傅 里 叶 变 换 所 确定 的 频率 
响应 具有 相当 好 的 吻合 效果 。 与 之 对 比 ， 在 图 4.6 中 选择 三 角 脉 冲 激励 ， 其 第 一 个 零 值 点 与 
传递 函数 C (io) 最 大 幅度 相 重 合 ， 这 时 只 能 确定 w <13.5 Hz 频段 上 的 频率 响应 。 
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图 4.6 利用 脉 宽 为 了 =0.09 s 的 三 角 脉 冲 作 为 测试 信号 测量 三 质量 振荡 器 的 频率 响应 。 输 入 信和 号 频谱 的 

第 一 个 零 值 点 位 于 过 程 第 一 谐振 频率 w=15 rad/s。 在 角 频 率 w=13. 5 rad/s 及 其 所 有 整数 售 频 附近 

获得 的 估计 结果 误差 较 大 。 另 外 ， 对 于 较 高 频段 ， 测 试 信号 的 激励 太 小 。 利 用 傅 里 叶 变换 得 到 的 测量 值 
( 实 线 ) ， 作 为 参考 的 利用 正 交 相关 法 得 到 的 测量 值 GER), Bode 图 的 频率 范围 ( 灰色 阴影 区 域 ) 






























































4.4 噪声 的 影响 


许多 过 程 的 输出 信号 不 仅 包 含 测试 信号 的 响应 ， 还 会 包含 某 些 噪声 ， 见 图 1.5。 噪 声 的 
产生 有 多 方面 原因 ， 或 是 由 作用 于 过 程 的 外 部 扰动 引起 ， 或 是 由 存在 于 过 程 内 的 内 部 扰动 造 
成 。 正 如 第 1. 2 节 所 论述 的 那样 ， 噪 声 可 分 为 高 频 伪 随 机 扰动 ( 见 图 1. 6a) ， 低 频 非 平稳 随 
机 扰动 ， 如 漂移 〈 见 图 1. 6b) 和 未 知 特性 的 扰动 ， 如 异常 值 ( 见 图 1. 6c)。 

通常 情况 下 ， 如 果 噪 声 相 对 于 测试 信号 幅 值 比较 小 ， 而 且 具 有 恒 均 值 ， 才 有 可 能 如 本 章 
所 述 的 那样 ， 利 用 单一 非 平稳 测试 信号 来 辨识 过 程 的 模型 。 如 果 有 非 平 稳 的 噪声 或 者 有 未 知 
类 型 的 噪声 作用 在 系统 上 ， 那 么 大 多 数 情况 下 ， 利 用 较 短 时 间 内 记录 的 响应 y(t) ， 是 不 可 
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能 获得 任何 有 用 的 辨识 结果 的 。 因 此 ， 宁 可 等 待 一 个 时 间 周 期 ， 使 得 噪声 均值 恒定 ， 或 者 采 
用 其 他 能 较 好 地 处 理 非 平 稳 噪 声 的 辨识 方法 。 

PRC AA Ej n(t) | =0 的 平稳 随机 了 噪声"(1) 对 所 辨识 频率 响应 逼真 度 的 影响 。 假 
设 噪声 (O AMELA y(t) 上， 如 式 (4.3.2) 所 示 ， 其 中 无 扰 输 出 是 由 测试 信号 激 
励 的 。 噪 声 可 由 传递 函数 为 C,(iw) 的 成 形 滤 波 器 生成 ， 滤 波 器 的 输入 是 功率 谱 密 度 为 So 
白 噪声 ， 见 图 4.7。 

下 面 将 讨论 受 扰 输 出 响应 造成 的 误差 。 在 时 间 区 间 0<t<7 内 ， 作 用 在 过 程 上 的 随机 
噪声 造成 的 频率 响应 误差 为 

















. aria) 
AG, (iw) = N (4.4.1) 
如 图 4.8 所 示 。 相 应 的 幅 值 为 
Im{G(iw)}. 
Re{G(io)} 
AGlio) 
G(i0)=G, (ia) AGG) 
图 4.7 受 随 机 噪声 n (1) HMA Ee ET RA 图 4.8 频率 响应 误差 Ac,(iw) 
，、_ |nr(ie)| 
| (4.4.2) 
对 于 持续 时 间 有 限 的 噪声 ， 其 自 相关 函数 可 按 下 式 估计 ( 见 第 6.1 节 ) 
Te 
Pan(t) = Ea jl nr(t)nr(t + t)dt (4.4.3) 
Te Jo 


然后 即 可 确定 噪声 的 功率 谱 密 度 和 相应 期 望 值 。 根 据 噪声 功率 谱 密度 和 式 (4.4.2) 中 的 输 
入 ， 可 以 确定 误差 幅度 的 期 望 值 为 











2 _ E{Snn(io)} 
E{|AG,(iw)|7} = Ey, (4. 4.4) 
由 于 测试 信号 是 确定 性 的 ， 因 此 有 
Sw(o) = Eos (4.4.5) 
E 
为 了 评价 时 间 长 度 为 Te 的 响应 ， 频 率 响应 相对 误差 的 方差 可 写成 
2 „gl Abo)? | L _ Smo)Te 
od = BGG 二 ween 
如 果 要 评价 N 次 不 同 的 响应 ， 则 有 
SE (4.4.7) 
NTEe Te 
这 种 情况 下 ， 误 差 标准 差 为 
in (4.4.8) 


GG) 
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因此 ， 频 率 响 应 误差 与 信 品 比 成 反比 ， 与 所 记录 响应 次 数 的 平方 根 VN 成 反比 。 为 了 降低 随机 
噪声 n(t) 的 影响 ,需要 记录 由 同一 测试 信号 激励 的 多 次 响应 ， 并 利用 下 式 以 确定 平均 响应 
N-1 


= 1 
j= = Lro (4.4.9) 
特别 地 ， 在 不 同 测试 信号 激励 情况 下 ， 需 要 计算 频率 响应 均值 
1 下 1 
Ga) = 2 Ce) ONO Hi, le (4. 4. 10) 
从 式 (4.4.8) 可 以 看 到 ， 误 差 标准 差 以 因子 1/7 /N EEK 
OGN = 所 (4.4.11) 


然而 ， 只 需要 计算 实 部 均值 和 虚 部 均值 ， 不 需要 计算 幅 值 均值 和 相位 均值 ， 这 点 很 重要 。 
TA 4.7 中 的 成 形 滤波 咒 ， 有 








Sm(@) = |Gn(s)/? Svo (4. 4. 12) 
最 终 使 得 
Gn (iw)|v SvoD 
JcN = [Cn(iw)| vole (4.4.13) 


ICGo)| Go) N 
34.2 (噪声 对 频率 响应 函数 估计 的 影响 ) 
该 例 将 利用 和 矩 形 脉冲 激励 的 三 质量 振荡 右 ， 说 明 所 存在 扰动 噪声 对 频率 响应 估计 精度 的 
影响 。 设 噪声 ” (t) 的 标准 差 o, 为 1， 则 品 信 比 为 














i= ~ 4% 41:25 (4.4. 14) 
UO BR EY 1/9 = 25:1, BOB F DRAN, RER FF RISE ee EL 
ides (4.4.15) 





图 4.9 给 出 无 噪声 情况 ， 而 图 4. 10 描绘 的 是 有 噪声 扰动 的 测量 情况 。 从 该 图 可 看 出 ， 中 频 
范围 的 辨识 结果 相对 较 好 ， 但 是 不 能 很 好 地 估计 出 幅 值 图 中 的 第 二 个 谐振 峰值 。 图 4. 11 说 
明了 如 何 利用 多 组 品 扰 测量 数据 求 平均 ， 以 提高 频率 响应 的 估计 精度 。 
在 10rad/s<@ <25rad/s 的 中 频段 范围 ， 所 估计 频率 响应 与 离散 频率 响应 测量 值 具 有 良 
好 的 吻合 度 ， 这 也 验证 了 第 4. 2 节 中 对 激励 信号 分 析 的 正确 性 。 口 
综 上 所 述 ,传递 函数 的 谱 估 计 为 














y (iw) 





G(iw) = iG) (4.4. 16) 

它 具 有 如 下 特性 
„im E{G(o)} = Gio) (4.4.17) 
„im var(G(iw)) = ee (4.4.18) 


参见 文献 (Ljung, 1999; Heij et al, 2007; Verhaegen and Verdult，2007 ) 。 由 此 可 以 看 到 ， 
随 着 No ， 估 计 的 方差 并 不 逐渐 减 小 。 另 外 ， 这 种 估计 只 有 在 无 瞬 态 响应 且 无 噪声 作用 于 
输入 w(t) 的 情况 下 才 是 无 偏 的 (Broersen，1995 ) 。 只 有 如 下 三 个 条 件 同时 满足 时 ， 才 能 
避免 朋 态 响应 的 发 生 : 
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图 4.9 


M(t) [N-m] 


ot) [rad/s] 





wiio)| [dB] 


|M,(ic)| [N-m] 
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|G(iw)| [dB] 
LG(i@) [°] 











10° 10' 
w [rad/s] 
日 幅 值 为 w =3 N+ my KARA T=0.15 s 的 矩形 脉冲 激励 且 无 噪声 扰动 的 频率 响应 测量 
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图 4.10 由 幅 值 为 ww =3 N+ m、 脉 宽 为 7=0.15 s 的 矩形 脉冲 激励 且 
在 标准 差 为 o, =1 的 噪声 扰动 下 的 频率 响应 测量 

















pul 





|G(iw)| [dB] 





图 4.10 由 幅 值 为 mw =3 N .mm、 脉 宽 为 =0.15S s 的 矩形 脉冲 激励 



































站 
5 
N 
10° 10' 
œ [rad/s] œ [rad/s] 


在 标准 差 为 o, =1 的 噪声 扰动 下 的 频率 响应 测量 ( 续 ) 
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IGGo)| [dB] 








py 
E 交 相关 分 析 











平均 
E 交 相关 分 析 


œ [rad/s] 
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图 4.11 利用 和 矩形 脉 六 





获得 的 频率 响应 : 5 组 频率 响应 的 平均 值 ( 实 线 ) ， 利 用 正弦 激励 和 

















激励 的 、 带 有 噪声 (o, =1) 的 多 组 响应 测量 数据 ， 通 过 求 平均 








正 交 相关 分 析 法 〈 见 第 5.5.2 节 ) 直接 测量 的 频率 响应 (虚线 ) 











(1) 系统 对 w(t) #0, t<0 的 激励 信号 无 任何 响应 。 
(2) 输入 信号 具有 有 限 持续 时 间 。 
(3) 系统 响应 在 测量 周期 结束 之 前 已 消失 。 
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对 于 测量 周期 结束 时 信和 号 还 未 消失 的 情况 ， 需 要 考虑 对 数据 加 窗 以 及 加 窗 对 估计 的 影响 
等 问题 。 这 个 问题 的 讨论 可 参考 文献 (Schoukens et al，2006) 。 加 窗 问 题 已 在 第 3. 1.4 节 中 
详尽 讨论 过 。 


4.5 小 结 


























本 章 介 绍 了 利用 输出 y( 必 的 傅 里 时 变换 和 输入 (人 的 傅 里 叶 变换 两 者 的 相 除 运算 来 佑 
计 频 率 响应 函数 的 方法 。 由 于 估计 精度 主要 取决 于 对 过 程 主导 动态 特性 的 充分 激励 程度 ， 因 
此 推导 了 不 同 测试 信号 幅 值 密度 的 解析 表达 式 ， 并 进行 了 比较 分 析 。 根 据 分 析 结 果 ， 对 优越 
测试 信号 的 设计 给 出 了 一 些 建议 。 数 据 加 窗 对 辨识 结果 也 会 产生 不 利 的 影响 ， 感 兴趣 的 读者 
可 参考 文献 (Schoukens et al, 2006; Antoni and Schoukens, 2007) 中 的 人 研究。 文献 (Ver- 
haegen and Verdult，2007) 建议 将 这 种 方法 作为 快速 系统 分 析 的 初始 手段 。 

优越 测试 信号 指 的 是 那些 可 实现 的 测试 信和 号， 它们 在 一 定 频率 范围 内 具有 最 大 的 幅 值 密 
度 。 这 些 信号 用 于 那些 特定 频率 范围 的 频率 响应 估计 ， 将 产生 最 小 的 误差 。 本 章 已 经 证 明 ， 
对 于 低频 段 ， 最 优越 的 测试 信号 是 阶 跃 信 号 ， 对 于 中 频段 ， 最 优越 的 测试 信号 是 矩形 脉冲 。 
对 于 辨识 存在 随机 扰动 的 过 程 ， 可 用 式 (4.4.8) 来 确定 所 需 的 测试 信号 幅度 ， 写 成 

V Sani) TE 
IGGow)lccGo)VN 
ar, og (iw) 为 频率 响应 误差 所 允许 的 最 大 标准 差 。 从 式 (4.5.1) 可 看 到 ， 所 需 的 测试 信 
号 幅 值 密度 取决 于 噪声 的 功率 谱 密 度 ， 还 取决 于 预期 的 应 用 ， 它 又 决定 o (iw) 值 的 大 小 。 
在 没有 过 程 先 验 知识 的 情况 下 ， 很 难 对 幅 值 密度 给 出 一 般 性 要 求 。 然 而 ， 根 据 控制 锅 综 合 
(Isermann, 1991) 的 经 验 可 知 ， 中 频段 的 相对 频率 啊 应 误差 一 定 要 小 些 ， 例 如 使 用 短 和 矩形 
脉冲 可 以 满足 这 个 要 求 。 

不 言 而 喻 ,不 应 该 只 使 用 一 种 测试 信号 ， 而 应 该 使 用 由 不 同 测试 信号 组 合 的 测试 序列 ， 
这 样 每 种 测试 信号 对 某 特定 频率 范围 的 辨识 具有 各 自 的 优越 性 。 对 于 可 以 持续 实验 的 过 程 ， 
可 利用 : 

© 若干 个 阶 跃 响应 序列 来 确定 低频 段 的 频率 响应 

o 矩形 脉冲 序列 来 确定 中 高 频段 的 频率 响应 。 

建议 的 实验 时 间 分 配 : 对 阶 跃 响应 来 说 , 约 占 测量 时 间 的 20% ~30%， 对 和 矩形 脉冲 响 
应 来 说 ， 约 占 测量 时 间 的 80% ~ 70% 。 oo T 的 选择 要 使 测试 信号 最 大 的 幅 值 密 
度 大 约 位 于 感 兴趣 的 过 程 最 大 频率 w,, P 

T= 









































|u(iw) reg = (4.5.1) 























T 





es (4.5.2) 


如 果 条 件 允 许 ， 应 该 计算 双向 的 响应 ， 然 后 求 平均 ， 以 减弱 某 些 非 线 性 的 影响 。 就 这 点 
来 说 ， 这 些 测 试 序列 与 第 6. 3 节 将 要 介绍 的 二 值 测试 信号 非常 相似 。 

在 讨论 了 如 何 设计 理想 的 测试 信号 之 后 ， 本 章 还 详细 论述 了 频率 响应 估计 的 一 些 特性 。 
研究 还 表明 ， 如 果 在 每 次 实验 中 系统 都 用 相同 的 测试 信号 w(t) Rh, 那么 应 该 先 计算 系统 
响应 y(?) 的 平均 值 ， 然 后 再 根据 平均 值 确定 频率 响应 函数 。 如 果 每 次 使 用 不 同 的 测试 信号 ， 
可 以 先 利 用 每 次 测量 数据 分 别 估计 频率 响应 函数 ， 然 后 再 计算 所 有 频率 响应 函数 的 平均 值 。 
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习题 


4.1 利用 非 周 期 测试 信号 测量 频率 响应 
如 何 利用 非 周期 测试 信号 确定 线性 系统 的 频率 响应 ? 与 周期 测试 信号 相 比 ， 非 周期 测试 
言 号 的 优 缺 点 是 什么 ? 
4.2 测试 信号 的 傅 里 叶 变 换 
哪 种 测试 信号 可 分 别 在 超 低 频段 、 低 频段 、 中 频段 和 高 频段 产生 最 大 的 幅 值 密度 ? 假设 
所 有 的 测试 信号 都 具有 相同 的 最 大 幅 值 wm。 
4.3 梯形 脉冲 
确定 梯形 脉冲 的 傅 里 叶 变 换 。 
4.4 SEEM 
确定 脉 宽 为 了 =20s ETE IRP ef EN SR 















































4.5 测试 信号 
测试 信号 边缘 陡 度 与 高 频段 激励 之 间 的 关系 是 什么 ? 
4.6 噪声 


如 果 过 程 分 别 用 下 面 的 测试 信号 激励 ， 则 采取 何 种 措施 才能 改善 辨识 结果 ? 
e 利用 同一 测试 信号 多 次 激励 。 

。 利用 不 同 测试 信号 多 次 激励 。 

4.7 优越 的 测试 信号 

请 给 出 一 种 优越 的 测试 信号 序列 。 
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第 5 i 











利用 周期 测试 信号 测量 频率 响应 








利用 周期 测试 信号 测量 频率 响应 可 以 用 来 确定 线性 系统 相关 频率 范围 内 的 某 些 离 散 频 谱 
点 ， 一般 情 况 下 使 用 固定 频率 的 正弦 信号 作为 周期 测试 信号 ， 见 第 5.1 节 。 然 而 ， 也 可 以 采 
用 其 他 的 周期 信号 ， 如 第 5. 2 节 介 绍 的 矩形 信号 、 梯 形 信 号 或 者 三 角 信号 。 这 种 分 析 可 以 手 
工 或 者 借助 数字 计算 机 进行 ， 对 此 傅 里 叶 分 析 或 特定 的 相关 分 析 法 是 很 有 用 的 工具 。 

目前 已 开发 出 一 些 特定 的 基于 相关 函数 的 频率 响应 测量 技术 ， 这 些 技术 甚至 在 较 大 扰动 
和 噪声 情况 下 也 能 正常 使 用 ， 见 第 5. 5 节 。 第 5. 5. 1 节 介 绍 利用 相关 函数 来 确定 频率 响应 的 
一 般 方法 ; 第 5. 5. 2 节 将 讨论 一 种 特别 适合 用 于 确定 频率 响应 的 方法 ， 这 种 方法 称 作 正 交 相 
关 分 析 法 ， 它 是 一 种 很 有 用 的 技术 ,能 有 效 地 抑制 扰动 的 影响 ， 在 大 噪声 情况 下 也 能 非常 可 
靠 地 估计 频率 响应 。 

正如 第 1.5 节 所 强调 的 ， 需 要 特别 关注 执行 机 构 的 特性 。 一 般 说 来 ， 采 用 正弦 测试 信号 
要 求 其 实验 期 间 执行 机 构 的 稳 态 特性 和 动态 特性 在 输入 信号 作用 范围 内 必须 是 线性 的 。 如 果 
稳 态 特性 是 线性 的 ， 那 么 可 以 直接 把 执行 机 构 连 接 到 信号 发 生 器 上 ， 将 正弦 输入 信号 作用 于 
对 象 。 适 合 这 种 用 法 的 执行 机 构 要 有 比例 作用 特性 或 者 有 可 变 执行 速度 的 积分 作用 特性 。 对 
于 具有 积分 作用 的 执行 机 构 ， 通 常 建议 采用 基本 的 位 置 控制 器 ， 且 控制 器 要 加 正弦 设 定 值 信 
号 ， 以 保持 恒定 均值 ， 避 免 造 成 执行 机 构 漂 移 。 对 于 具有 积分 作用 、 人 恒 速 工作 的 执行 机 构 ， 
如 交流 (AC) 电动 机 传动 机 构 ， 可 以 采用 三 位 控制 絮 来 控制 执行 变量 的 偏 移 量 ， 以 便 在 较 
低频 率 时 产生 近似 的 正弦 振荡 。 然 而 对 于 较 高 频率 ， 这 种 执行 机 构 只 能 产生 梯形 信号 或 者 三 
角 信 号 。 

通常 ， 执 行 机 构 的 稳 态 特性 是 非 线 性 的 ， 致 使 执行 机 构 产 生 失 真正 弦 信 号 或 梯形 信号 ， 
使 得 频谱 不 同 于 原始 的 测试 信号 。 这 种 情况 下 通过 只 分 析 响 应 的 第 一 谐振 ， 便 可 确定 过 程 的 
频率 响应 。 然 而 ， 采 用 和 矩形 信号 (或 者 具有 较 陡 边 缘 的 梯形 信号 ) 作为 输入 信号 ， 可 避免 
非 线 性 失真 问题 。 此 时 ， 只 需要 在 执行 机 构 输 入 端 非 线性 处 的 两 个 离散 点 间 进 行 信号 切换 即 
可 ， 因 此 可 和 忽略 这 两 个 工作 点 之 间 的 非 线 性 特性 。 如 果 执 行 机 构 可 手动 操纵 ， 也 可 通过 手动 
施加 矩形 信号 或 梯形 信号。 




















5.1 利用 正弦 测试 信号 测量 频率 响应 


为 了 获得 过 程 频率 响应 的 离散 点 ， 可 以 通过 直接 计算 所 记录 输入 振荡 和 输出 振荡 的 幅 值 
比 和 相位 差 ， 这 是 一 种 最 简单 的 、 也 是 最 为 人 们 所 熟知 的 频率 响应 辨识 方法 ， 见 图 5.1。 对 
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于 这 种 辨识 技术 ， 只 需要 一 个 双 通道 的 示波器 或 双 通 道 的 绘图 仪 。 对 每 一 感 兴趣 的 频率 点 
o, 需要 重复 多 次 实验 。 然 后 ， 利 用 式 (5.1.1) 和 式 (5.1.2) 来 确定 增益 和 相位 











IGGo,)| = aoa (5.1.1) 
EN (5.1.2) 


AP, ARTE, WSR y(t) RT” MA ul), RES AH ARTE Bi 
Ja, We, 为 正 值 。 在 这 种 情况 下 ， 相 位 上 C(iw, ) 为 负 值 。 如 果 过 程 存在 扰动 ， 就 需要 利用 
输入 信号 和 输出 信号 的 多 点 记录 数据 ， 根 据 式 (5.1.1) ME (5.1.2) ， 分 别 计算 增益 和 相 
位 ， 然 后 再 求 平均 。 





















































图 5. 1 在 振荡 完全 平稳 后 ， 通 过 分 析 所 测量 的 输入 和 输出 直接 确定 频率 响应 


Gi 5.1 (直接 确定 频率 响应 ) 
图 5.2 给 出 了 直接 确定 的 三 质量 振荡 器 频率 响应 。 输 入 信号 振幅 为 u, =0.4 Nm, 4 
应 的 输出 振幅 为 y =9. 85 rad/s。 因 此 ， 增 益 为 











Au=2.0.4 N-m 
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图 5.2 通过 分 析 三 质量 振荡 器 所 测量 的 输入 和 输出 直接 确定 频率 响应 
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yo _ 9.85rad/s __ rad 
non. 24.63 mn (5.1.3) 
XT PRI ER, AAT DEE A A CE Sed ERE AASE 1, 


=2.57 s IF, ta SHE i, =3. 06 s 相继 过 零 。 因 此 ， 相 位 确定 为 





|1C(iw)|o=2.8g9radAs F 








i rad 
PM) |o=2.89 rad/s = —ty® = (3.06s — 2.575) 2.89 a 

















(5.1.4) 
= —1.41rad = —81.36° 
后 面 ， 这 个 结果 将 与 利用 正 交 相关 分 析 法 确定 的 频率 响应 作 比 较 。 
5.2 利用 和 矩形 和 梯形 测试 信号 测量 频率 响应 
在 某 些 情况 下 ， 采 用 和 矩形 信号 或 者 梯形 信号 要 比 采 用 典型 的 正弦 信号 更 方便 些 面 介 


绍 一 种 简单 的 辨识 方法 ， 它 利用 矩 形 波 信号 测 取 过 程 频率 响应 ， 这 种 方法 特 另 a 
n 宇 3 的 慢 变 过 程 。 


幅 值 为 w。、 频 率 为 o, =20/T 的 矩形 波 信 号 可 写成 依 里 叶 级 数 形式 














4 1 1 
u(t) = Ho sinot + 3 sin 3wot + 5 sin Swo +- ) (5.2.1) 


图 5.3 给 出 了 前 4 SER HENNEF, SPINOR CAR BAER. ARTE F A 
响应 为 





前 4 Leal 


u(D[-] 





3 
WyT[-] 


图 5.3 IRRE SENT 


yO = Zuo(IGGoo)|sin(oor + Plan) 
+ 316 (300) sin(3wot + P(300)) (3.22) 


+ £16 (500) sin(Swot + P(5@0)) + =) 
频率 响应 的 辨识 将 从 高 频段 开始 分 析 。 在 高 频 范 围 内 ， 频 率 为 3w 的 第 二 谐 波幅 值 比 基 
波 减 小 y =1/3" 倍 (是 具有 相同 时 间 常 数 时 弟 环节 的 阶 次 ) 。 对 于 mr=3， 有 yy 反 0.04。 因 
此 ， 高 次 谐 波 衰减 很 快 ， 使 得 最 终 输 出 非常 接近 纯正 的 正弦 振荡 信号 ， 它 相对 于 输入 信和 号 的 
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幅 值 和 相位 可 以 很 容易 地 确定 。 用 这 种 方法 可 以 确定 图 5.4 所 示 Nyquist 曲线 的 第 I 部 分 
(Isermann, 1963) 。 
对 于 中 频段 ， 频 率 为 3w, 的 第 二 谐 波幅 值 不 能 再 忽略 ， 因 此 有 
4 1 

y(t) © —uo(IG (ie) sin(wot + P(o0)) + 31G C360) sin(3eot + 300))) (5.2.3) 
频率 为 5w, 的 第 三 谐 波 及 所 有 更 高 频率 的 谐 波 仍 可 忽 Im{Gio) 
略 。 通 过 从 系统 测量 输出 y(t) 中 减 去 第 二 谐 波 激励 的 
响应 l 


41 . . 
Jaoo(1) = z 3%00G3@o)| sin(3wof + 9(300)) 

















> 
Re{G(iw)} 





(5.2.4) \ > 
就 可 获得 基 频 激励 的 响应 。 根 据 高 频段 的 频率 响应 辩 N 


识 结果 (Nyquist 曲线 的 第 工 部 分 ) ， 可 以 确定 成 分 RR, 
yw 的 幅 值 和 相位 ， 这 样 就 可 获得 图 5.4 所 示 Nyquist 
曲线 的 第 TL 部 分 。 
对 于 低频 段 ， 扣 除 那 些 必 要 的 高 次 谐 波 激励 的 响 图 5.4 利用 和 矩形 波 信和 号 确定 频率 
应 ， 就 可 确定 Nyquist 曲线 的 第 II 部 分 〈 见 图 5.4) 。 响应 过 程 中 按 频段 划分 的 测量 区 域 
由 正弦 基 频 激励 的 响应 可 写成 











tal 

















4 f : 
元 olG(iwo)lsin(wot + p(wo)) 
1 
=y- 103 |G(i3wo)| sin(3wot + 9(300)) (5. 2.5) 


一 19 =1G (i500) sin(Swot + y(5wo)) 一 … 
但 是 ， 这 种 辨识 方法 一 般 只 用 于 高 频 部 分 的 频率 响应 辨识 ， 这 部 分 的 计算 量 比较 小 。 
然而 ， 利 用 阶 跃 响应 记录 数据 来 确定 低频 部 分 的 频率 响应 会 有 更 高 的 效率 ， 见 第 4. 2.3 
节 和 第 4.3 节 ， 相 应 计算 也 可 以 利用 傅 里 时 分 析 的 方法 。 

这 种 辨识 方法 的 优点 总 结 如 下 : 

© 矩形 波 测试 信号 通常 比 正弦 测试 信号 更 容易 实现 。 

© 执行 机 构 的 稳 态 传递 特性 不 需要 是 线性 的 。 

e 对 于 给 定 的 幅 值 mw ， 与 其 他 所 有 的 周期 输入 信和 号 相 比 (如 正弦 振荡 信和 号、 梯形 振荡 
信号 或 三 角 振荡 信号 )， 和 矩形 波 信号 的 基 频 正弦 波幅 值 最 大 。 因 此 ， 给 定 扰动 与 有 用 
输出 信号 的 比值 最 小 。 

JA + uo F) -uo 的 跳 变 不 可 能 在 无 限 小 的 时 间 间 隔 内 完成 ， 必 须 历经 一 定 的 时 间 人 。 通 

过 对 比 梯形 脉冲 和 和 矩形 脉冲 的 傅 里 叶 变 换 系 数 ， 可 以 看 出 梯形 脉冲 的 傅 里 叶 变 换 系 数 更 小 ， 
其 比例 因子 为 

























































































sin 271 
k= or (5. 2.6) 
2 
如 果 能 容许 5% (或 1% ) 的 近似 误差 ， 意 味 着 K=0.95 (或 k=0.99)， MAM + uy 到-m 


的 切换 时 间 和 反 过 来 的 切换 时 间 需 要 满足 
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1.1 0.5 
一 一 < (5.2.7) 


Wmax Wmax 


RP, 0 TERR AS, WRIA TE RRK, H m i Oe A HEE 
脉冲 进行 近 折 似 所 造成 的 误差 ， 则 必须 计算 出 梯形 振荡 的 傅 里 叶 系 数 。 

















5.3 利用 多 频率 测试 信号 测量 频率 响应 


上 节 讨 论 的 周期 测试 信号 只 使 用 它 的 基 频 成 分 ， 这 种 情况 需要 执行 多 次 计算 ， 而 且 在 每 
次 计算 时 ， 基 频 达 到 平稳 振荡 之 前 的 调节 相位 是 不 能 用 的 。 然 而 ， 如 果 设 计 的 测试 信号 包含 
若干 频率 成 分 ， 同 时 具有 较 低 的 幅 值 ， 这 个 缺点 就 可 以 避免 。 

文献 (Levin, 1960) 将 频率 为 wu 、2wu 、4w 80, 的 多 种 正弦 振荡 信号 进行 若 加 ， 
文献 (Jensen, 1959) FIH u(t) =u(t)/ | u(t) | 的 三 值 信号 , 设计 了 包含 w, 20, 40 等 
7 种 频率 的 多 频 信 号 ,文献 (Werner，1965 ) 提出 另 一 种 设计 方案 ， 它 采用 频率 为 o 
3w, 、9w, 、… 及 其 相应 幅 值 为 uw。、2/3uo、2/3u、 … 的 矩形 振 菏 信号 。 然而 ， 这 些 信号 的 
效果 都 不 是 最 好 的 ， 而 且 可 用 频率 信和 号 的 幅 值 较 小 。 因 此 ,文献 (van den Bos, 1967) 设计 
了 一 种 优化 的 二 值 信 导 ， 对 wy. 20). 4c). 80). 16a, 和 320, 这 6 种 频率 成 分 可 以 取得 最 
大 幅 值 ， 最 低频 率 的 周期 为 T， 循 环 长 度 分 别 为 WN=512、256 或 128， 幅 值 大 小 约 为 ww = 
0.585a (a 为 二 值 信号 的 幅度 ) 。 

图 5.5 给 出 一 种 N =256 的 二 值 多 频 信号 ， 对 于 半 个 周期 ， 其 离散 时 间 时 刻 切换 的 过 
为 12+2-4+2-23+12 -3+13 -5+2 -6+1-6+12 -4+6-9。 








u(t) 








1 
>< > 


图 5.5 二 值 多 频 信 号 实例 
(包含 6 种 频率 w, 20, 4w, 8o, 160, 和 32mw ， 循 环 长 度 N =256) 




















在 多 频 正弦 信号 激励 下 ， 频 率 响应 的 计算 需要 利用 如 下 的 传 里 叶 系数 


2 nTp 
= — t tdt 
ayy 元 上 y(t) cos wy 


2 saa (5.3.1) 
byv = =f y(t) sin @ytdt 
式 中 ， 用 整数 n 表示 总 测量 时 间 Ty = zw 如， 那么 频率 响应 的 幅 值 和 相位 写成 
IGGo)| = u Vayv + byy 
pl) = drei Br (5. 3.2) 








O REW: 数字 表示 持续 节拍 ,“ +” 和 “一 ”分 别 表示 信号 幅 值 的 正 、 负 。 
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最 后 ，Schroeder 多 频 正 弱 信 号 (Schroeder, 1970) 可 写成 





u(t) = 》 Acos(2m fat + gr) (5.3.3) 
k=1 
其 中 
Sk = lk fo, lk € N (5.3.4) 
k(k 
oe = Ee (5.3.5) 








设计 这 种 信号 的 目的 是 为 了 尽 可 能 减 小 组 合 信号 的 最 大 幅 值 。 


5.4 利用 连续 变频 测试 信号 测量 频率 响应 


在 通信 工程 、 电 子 电 路 分 析 和 声 频 工程 中 ， 通 常用 到 一 种 称 为 线性 调频 信号 的 扫描 正弦 
测试 信号 ， 这 种 信号 的 频率 可 随时 间 变 化 ， 是 时 间 的 函数 。 这 就 带 来 一 个 问题 ， 如 何 测 量 信 
号 的 当前 频率 ? 健 里 叶 变 换 只 针对 无 限 长 时 间 区 间 定 义 的 ， 短 时 侍 里 叶 变 换 至 少 也 需要 一 个 
有 限 长 的 区 间 ， 因 此 这 两 种 变换 都 不 能 及 时 地 确定 信和 号 某 点 上 的 频率 。 这 时 ， 信 和 号 的 瞬时 频 
率 概 念 可 发 挥 作 用 。 瞬 时 频率 定义 为 复 值 信号 的 相位 对 时 间 的 导数 


o= (2x0) (5.4.1) 


这 个 概念 很 容易 应 用 于 扫描 正弦 信和 号。 
扫描 正弦 信号 可 写成 


















































x(t) = sin(27 f(t) t) (5.4.2) 
其 相位 是 正弦 函数 的 自 变量 ， 瞬 时 频率 确定 为 
£ (ox f(t) t) (5.4.3) 


分 两 种 情况 定义 函数 f(t1) + © ln TN, RM fy Elf REZET; © 在 时 间 间 
ETAN, HRAN ASA 对 数 变迁 。 对 于 线性 变迁 的 情况 ,频率 函数 f(1) 写 成 
er (5.4.4) 
其 瞬时 频率 为 
o = Sr(ar +b) t) = 2n(2at + b) (5.4.5) 


为 了 获得 上 =0 时 的 瞬时 频率 w(t =0) =20f) 和 t=7T 时 的 瞬时 频率 w(t1=7T) =2nf, We 
择 频 率 函 数 SG) J 








f= fo „a wir (5.4.6) 

利用 类 似 的 推导 ， 对 指数 变迁 的 频率 函数 (1) mie 
ze A 5.4.7 
fo) = ae (5.4.7) 


这 两 种 情况 下 的 频率 扫描 信号 示 于 表 5. 1。 扫 描 正弦 信号 通常 用 于 电路 和 网 络 分 析 。 利 用 所 
谓 的 振荡 发 生 器 可 生成 线性 变迁 扫描 正弦 信号 或 指数 变迁 扫 频 正弦 信号 ， 然 后 用 作 电 路 的 输 
和 人 入， 并 对 电路 的 输出 进行 分 析 以 确定 其 幅 值 和 相位 ， 再 将 结果 显示 在 屏幕 上 或 保存 下 来 作为 
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以 后 的 参考 。 





5.1 线性 正弦 扫描 信号 和 指数 正弦 扫描 信号 
名 称 、 形 状 和 方程 





线性 扫描 信号 


时 间 响 应 





x(t) = sin(2x f(t) £) 
其 中 











F(t) = f+ 














傅 里 叶 变换 












|xGiw)| [dB] 





200 
J [Hz] 


400 





SRA aS 
时 间 响 应 
i 





x(t) = sin(2x f(t) t) 
其 中 Ẹ 0 
1 


f= AH)" 


传 里 叶 变换 








|xGio)l [dB] 





5.5 利用 相关 函数 测量 频率 响应 


目前 介绍 的 测量 频率 响应 方法 主要 适用 于 小 扰动 的 情况 ， 对 于 较 大 的 扰动 必须 采用 能 
动 从 噪声 中 分 离 出 所 需 有 用 信号 的 方法 。 相 关 分 析 法 特别 适合 于 这 种 任务 。 它 通过 对 测试 信 
号 和 扰动 输出 进行 相关 分 析 来 实现 。 第 5. 5. 1 节 和 第 5. 5. 2 节 将 讨论 基于 相关 函数 的 辨识 技 
术 。 这 种 方法 主要 利用 周期 耶 数 的 相关 函数 还 是 周期 咀 数 的 事实 ， 从 而 很 容易 地 从 随机 扰动 
的 相关 函数 中 将 其 分 离 ， 在 第 2.3 节 中 已 经 论述 过 这 个 问题 。 


5.5.1 以 相关 函数 测定 频率 响应 
对 于 线性 系统 ， 输 入 信号 的 自 相 关 函 数 (ACF) 写成 
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Ru(t) = „im VE u(t)u(t + t)dt (5.5.1) 


也 见 式 (2. 3.8) 。 根 据 式 (2.3.14), HAH MŽ (CCF) 可 写成 
Ry(t) = E{u(t)y(t + t)} = jim =f a u(t)y(t + t)dt 








+H (5.5.2) 
2 im =f u(t —r)y(t)at 
通过 卷 积 积分 ， 可 将 上 面 这 两 个 相关 函数 联系 起 来 ( 见 式 (2.3.35)) 
Ruy(7) = [ g(t) Ruault — tdt’ (5.5.3) 





这 些 关系 式 是 在 第 2. 3 节 中 针对 随机 信号 推导 的 ， 但 也 同样 适用 于 周期 信号 。 为 了 确定 频率 
响应 ， 可 以 先 根据 式 (5.5.3) 确定 脉冲 响应 g(t')， 然 后 再 对 脉冲 响应 进行 傅 里 叶 变 换 ， 
便 可 获得 频率 响应 G(iw)。 利 用 相关 函数 的 某 些 特性 ， 可 以 像 下 面 所 示 的 那样 直接 推导 出 频 
率 响应 的 幅 值 和 相位 。 对 于 正弦 测试 信号 


























u(t) = uo Sin Wot (5.5.4) 
aed 5.5.5 
wo = Tp ( coy ) 


根据 式 (2.3.31), ALA ARK (ACF) 可 写成 


2 p 7 
Rule) = Í sin(wot + @) sin(wo(t + t) + a)dt = 2 COS WoT (5. 5.6) 


测试 信号 激励 的 响应 为 
y(t) = Uo|G(iwo)| sin(wot — P(wo)) (5.5.7) 
利用 式 (5.5.3), WHEE Sst (5.5.4) Wats Sy BAP (CCF) 


Ruw(r) = Go) 人 sin wolt 一 sin(oot 一 ploo)d BR 


2 
= |GGwo)| I cos(wor - (eo) 
由 于 互相 关 函 数 (CCF) 具有 周期 性 ， 因 此 积分 限 可 
取 半 个 周期 。 
考虑 式 (5.5.6)， 有 
et) 
0 


Rust) =IGGoolRu(r- 
[0] 


WR Ze Hil Hh AAA Xe ew BKC ACF) AI A AB OK eR Ak 
(CCF) 随时 着 间 变 化 的 曲线 ( 见 图 5.6)， 那 么 频率 
响应 的 幅 值 总 可 以 表示 为 + 点 的 互相 关 函 数 (CCF) 
和 (7 -p(w)/wo) 点 的 自 相关 函数 (ACF) 的 比值 g 
( Welfonder, 1966) 


(5.5.9) 

















5.6 Em Ma's EI A ABR ere 
(ACF) ANHAHREKRL (CCF) 
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2(oo) 
Ruy(r) Ruy,max Ruy( w0 ) 





ON) ReO Ru) a 
根据 两 个 相关 函数 的 时 间 滞后 Ar， 可 以 确定 频率 响应 的 相位 
0(oo) = 一 00Ar (5.5.11) 


Ar 最 好 利用 两 个 相关 函数 的 过 零点 来 确定 。 所 以 ， 只 要 利用 两 个 相关 函数 的 4 个 离散 点 值 ， 
就 可 以 确定 相应 的 幅 值 和 相位 。 然 而 ， 需 要 通过 处 理 周期 相关 函数 的 更 多 数据 点 ， 再 求 平均 
以 获得 最 终结 果 。 

这 种 方法 的 应 用 并 不 限于 正弦 信号 ， 可 以 采用 任意 的 周期 信号 ， 因 为 只 要 输入 和 输出 都 
与 正弦 参考 信号 进行 相关 运算 ,测试 信号 中 的 更 高 次 谐 波 就 不 会 影响 计算 结果 ( Welfonder, 
1966) 。 

如 果 有 随机 扰动 (1) 和 至 加 在 输出 上 ， 那 么 需要 根据 式 (5. 5.2) ， 利 用 更 多 的 测量 周 
期 来 计算 互相 关 也 数 (CCF) 。 第 6 章 将 进一步 讨论 随机 信号 对 估计 自 相关 函数 (ACF) 的 
影响 。 届 时 将 证 实 ， 如 果 随 机 扰动 na(1) 与 测试 信号 ul) RA, Hult) =0 a(t) =0， 则 
估计 误差 会 变 为 零 。 只 要 周期 信号 的 频率 不 同 于 测量 频率 wu， 则 任意 的 周期 信号 都 具有 上 
述 性质 。 

Gil 5.2 (利用 相关 函数 确定 频率 响应 ) 

图 5.7 是 一 个 利用 相关 函数 确定 频率 响应 函数 的 实例 ， 应 用 对 象 还 是 三 质量 振荡 器 系 
统 ， 输 出 信号 释 加 有 标准 差 为 o, =4rad/s 的 噪声 。 根 据 图 5.7 所 示 的 输入 信号 和 输出 信号 
曲线 ， 可 以 清楚 地 看 出 ， 由 于 噪声 闭 加 在 系统 测量 输出 上 ， 故 不 可 能 直接 确定 其 频率 响应 ， 
必须 通过 计算 输入 和 输出 的 自 相 关 函 数 (ACF) 和 互相 关 函 数 (CCF) 来 确定 。 从 图 5.7 最 

















下 面 的 图 可 以 看 到 ， 互 相关 函数 (CCF) 是 一 条 光滑 的 曲线 ， 显 然 几 乎 不 受 品 声 的 影响 ， 而 
AAAI BAK PR (CCF) 的 过 零点 和 最 大 幅 值 。 














t [s] t [s] 





R,, [N-m’], R,, [N-m rad/s] 





0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 
z [s] 











图 5.7 XPS tt RSC RC i HH fe, AHH K ROH ER NZ 
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在 时 差 7 =0 处 ， 可 以 读 出 自 相 关 函 数 (ACF) 的 幅 值 为 尺 (0) =0.1152 Nm (WE: 
图 5.7 PA AA Ke (ACF) 经 过 乘 以 因子 20 进行 了 标 度 处 理 ) ， 互 相关 函数 (CCF) 的 
最 大 幅 值 为 max(R,,(7) ) =R ae =3.217 N-m- rad/s, Wl, 频率 响应 增益 为 

Tad Tad 
|G (i@o) |o=2.8947 rad/s = a = y L 24.495 (5.5.12) 
频率 响应 的 相位 可 利用 自 相 关 函 数 (ACF) 和 互相 关 函 数 (CCF) 两 个 相继 过 零 的 位 置 来 确 
Eo HIR% (ACF) 在 r=0.053 s 处 有 一 个 过 零点 ， 互 相关 函数 (CCF) 在 r=0.542 s 
处 出 现 相应 的 过 零点 。 据 此 ， 频 率 响 应 的 相位 计算 为 


d 
O(iw)|o=2.8947rad/s = 一 Arow = (0.542 s — 0.053 s) 2.8947 一 








(5.5.13) 
= —1.41rad = —81.1° 
可 以 看 到 ， 在 特定 频率 点 所 估计 频率 响应 与 直接 确定 的 频率 响应 (ULB S. 1) 吻合 程度 很 好 。 


5.5.2 ”利用 正 交 相关 分 析 测 量 频率 响应 
本 节 将 针对 允许 采用 特殊 测试 信号 和 离线 辨识 的 线性 系统 ， 介 绍 一 种 最 重要 的 频率 响应 
测量 技术 。 
原理 
根据 测试 信号 和 系统 输出 的 互相 关 函 数 (CCF) 上 的 两 点 值 ， 便 可 确定 某 频率 点 o 的 
频率 响应 特性 。 根 据 式 (5. 5.8) 给 出 的 互相 关 函 数 (CCF) 计算 式 ， 有 
Ruy(7) 




















IG(iwo)| cos(wot — P(@o)) = a (5.5. 14) 
2 
由 此 ， 可 获得 频率 响应 的 实 部 估计 和 虚 部 估计 。 对 于 7 =0， 频 率 响 应 的 实 部 为 
Ry (O 
Re{G(iwo)} = |G(iwo)| cos(p(@o)) = a (5.5.15) 
2 
WF T =T7,/4 =0/(20,) Kot = 7/2, 频率 响 应 的 虚 部 为 
Ra (za) 
Im{G(iwo0)} = |GGioo)| sin(p(wo)) = ur (5.5.16) 





因此 ， 只 需要 两 点 互相 关 函 数 (CCF) 值 ， 而 不 需要 作为 REIA EHTM (CCF) 值 。 根 
据 式 〈5$.5.2) ， 通 过 测试 信号 与 系统 输出 相 乘 积分 ， 便 可 计算 得 到 r =0 时 的 互相 关 消 数 (CCF) 


Rıy(0) = Ref Gtio)} = a y(t) sin wot dt (5.5.17) 


类 似 地 ， 通 过 测试 信号 的 相位 平移 ， 再 与 系统 输出 相 乘 积分 ， 可 获得 7 = T,/4 A EA K 
数 (CCF) 








4 nTp 
其 中 ， 测 试 信号 的 相位 平移 mw/2， 正 弦 变 成 具有 相同 频率 的 余弦 。 随 后 ,乘积 信号 在 n 
数 周 期 上 积分 。 
这 种 频率 响应 的 测量 原理 利用 了 三 角 函 数 的 正 交 关系 。 由 于 基 频 为 wo 的 (整数 倍 ) ji 
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T 2 nTp 
Ry) 一 Im{ Gliwo)} A y(t) cos wot dt (5.5.18) 
0 





波 信号 成 分 以 及 具有 同样 基 频 wo 的 信号 成 分 与 sinwot 或 coswof 正 交 ， 因 此 这 些 信号 成 分 对 
实 部 和 虚 部 的 辨识 不 会 有 贡献 。 

图 5.8 给 出 正 交 相关 分 析 技 术 的 实施 方案 (Schäfer and Feissel, 1955; Balchen, 1962; 
Elsden and Ley，1969)。 开 始 积分 前 ， 需 要 等 到 系统 瞬 态 响应 结束 。 与 前 一 节 讨 论 的 辨识 
术 相 比 ， A Rt ae en 可 以 立刻 给 出 实 部 和 虚 部 。 





T 


Uy COS ot 





Ry 


图 5.8 正 交 相关 分 析 的 实施 方案 
NER (5.5.15) MR (5.5.16) 已 经 分 别 给 出 了 频率 响应 实 部 和 虚 部 的 表达 式 ， 下 
还 将 重新 推导 这 些 关系 式 ， 此 次 推导 将 关注 于 图 5. 8 中 需要 的 互相 关 函 数 (CCF)。 
在 积分 器 输出 端 ， 根 据 式 (5.5.17) 和 式 (5.5.18), ， 可 以 得 到 


1 nTp 
Ruy(0) = Ug sin Wot yo sin(wot + y)dt 
0 











i nTp (5.5.19) 
= tore | (sin wot cos 9 + cos Wot Sing) sin Wot dt 
nTp 0 
利用 正 交 关系 ， 可 得 
1 nTp nTp 
Ry (0) = „7,090 (/ sin? wot cos pdt + I sin Wot cos Wot sin par) 
0 0 
Te 
Br (5.5.20) 
_ yo M6 — cosg = |G(iwo)| cosp- = Re{G(iw j2 
7 0 一 0 p- 7 0 
类 似 地 ， 可 获得 R,，(76,/4) 的 表达 式 
Tp iy pe 
Ry) SR Ug COS wot yo sin(wot + y)dt 
5 (5.5.21) 
= Im{G (iao)} 2 
然后 ， 根 据 下 面 的 关系 式 ， 可 以 确定 频率 响应 的 幅 值 和 相位 
|G iwo)| = YRe?{GGio)} + Im?{G(iwo)) (5.5.22) 
(wo) = arctan ao (5.5.23) 


Re{G(iwo)} 
这 种 测量 原理 已 得 到 广泛 的 应 用 ， 并 且 也 是 市 场 上 可 购 得 的 频率 响应 测量 系统 的 组 成 部 分 
(Seifert, 1962; Elsden and Ley，1969) 。 由 于 它 上 只 有 易于 应 用 的 特点 ， 所 以 不 仅 应 用 于 存在 
较 大 扰动 的 情况 ， 还 经 常 应 用 到 扰动 很 小 或 者 没有 扰动 的 场合 。 基 于 这 种 工作 原理 设计 的 频 
率 响应 测量 系统 称 作 相关 频率 响应 分 析 仪 。 与 之 具有 相同 竞争 力 的 测量 原理 是 扫描 频率 响应 
分 析 ， 该 方法 基于 扫描 正弦 信号 发 生 咒 和 执行 FFT 运算 的 谱 分 析 仪 ， 见 第 5.4 节 。 











29 


例 5.3 ( 正 交 相关 分 析 ) 
将 正 交 相关 分 析 法 应 用 于 三 质量 振荡 器 ， 并 且 将 测量 的 频率 响应 与 理论 推导 的 频率 响应 
做 比较 ， 见 图 5.9。 实 验 辨 识 结果 与 理论 分 析 的 吻合 程度 较 好 。 



































二 测量 值 
| 一 理论 模型 |. 








@ [rad/s] 











图 5.9 利用 正 交 相关 分 析 法 测量 三 质量 振荡 器 的 频率 响应 
在 无 限 长 的 测量 时 间 情 况 下 ， 随 机 信号 和 w 关 w, 的 周期 信号 不 会 影响 辨识 结果 ， 这 点 与 
前 一 节 介 绍 的 辨识 技术 是 相同 的 。 然 而 ， 在 实际 应 用 中 测量 时 间 总 是 有 限 长 度 的 ， 而 且 许 多 人 情 
况 下 可 能 还 很 短 。 鉴 于 这 种 情况 ， 下 节 将 讨论 有 限 测量 时 间 nT, 情况 下 的 辨识 误差 问题 。 
噪声 的 影响 
利用 式 (5.5.17) ME (5.5.18) 计算 频率 响应 的 实 部 和 虚 部 时 ， 生 加 于 输出 响应 
y(t) ( 见 图 1.5) 的 扰动 y,(1) 会 导致 如 下 误差 




















2 nTp 
ARe{G(iwo)} = al y,(t) sin wotdt (5.5.24) 
2 nTp 
Alm{G(ioo)} = -— f y(t) cos wordt (5.5.25) 
因此 ， 最 终 获得 的 频率 响应 幅 值 误 差 为 
|AG(iao)|? = ARe?{G(iwo)} + AIm2{fGGoo)} (5. 5. 26) 


现在 来 研究 随机 噪声 "(:) 、 周 期 性 扰动 p) 和 漂移 dC) 的 影响 。 
对 于 平稳 随机 扰动 n(t) ， 实 部 误差 平方 的 期 望 值 为 
nTp nTp 
E{ARe?(@,)} = arr lh n(t’) sin wo (t')dt’ Í n(t”) sin wo(t)dt” 
on (5.5.27) 
= ae ;| w E{n(t)n(t")} sin wot’ sin wot”dt'dt” 


利用 
Ra lT) = Ron — t) = Eln(t’)n(t”)} (5.5.28) 
并 进行 变量 置换 7 =t -t, X (5.5.27) 进一步 写成 


4 nT 
E{ARe?(wo)} = i gato ( (1 = a ) cos.one + = + 
其 推导 过 程 可 参考 文献 ( Eykhoff, 1974; Papoulis and Pillai, 2002) 。 se E{A Im*(@,)}, 





a ae (5.5.29) 
Tp 











可 推导 出 类 似 的 结果 ， 只 是 最 后 一 项 的 加 号 变 成 减 号 。 将 实 部 和 虚 部 误差 平方 的 期 望 代 入 式 
(5.5.26), A 





人 
E}|AG(iwo)|* = | R(T (1-; I) cos. tdt 
o uanTp 0 


_ 4 [ve Rnc(1- | e “iM0T dr 
uanTp —nTp 


其 中 考虑 到 E{ ARe(@,) Alm(@,)}=0 (Sins, 1967; Eykhoff, 1974), WÈ n(t) BAA WR 
谱 密 度 S, ARAE, B 


(5.5.30) 























Ran(t) = So8(t) (5.5.31) 
则 式 (5.5.30) 可 简化 为 
21 _ 4So 

E{|AG(ia)|?} = En, (5.5.32) 

频率 响应 相对 误差 的 标准 差 为 

Aci) 2VsSo 

— |p ces is DEN 5.5.33 
= | (Glo)P | |G liao) uo Vn ; l 


现在 , (kit n(t) ESERE, CHIRN So 的 白 噪 声 v(t) 经 过 滤波 生成 ， 采 用 的 滤 
波 器 可 以 是 转折 频率 为 w = 1/7, 的 一 阶 低 通 滤波 器 
n(iw) _ 1 








Gy (iw) = oo) Der (5.5.34) 
FLA Ae eR (ACF) 写成 
Sw — 
R(t) = Tee Te (5.5.35) 


XIF | Tan | <kTe (W k >3), Ra (7) 二 0。 een nT, >| rua l, X 
(5.5.30) 近似 为 








B{|AG (iw) 2} ~ Bary ee) (5.5.36) 
Alt, FEW ABA, DREZEN S, (@) AYA ERE on (1) ABU Pe be EE 
2y Snn (w0) 
~ 5.5.37 
[|G (iwo)|luo VnTp ( ) 
式 中 
Sm(w) = |Gy (io) |? Svo (5. 5. 38) 
利用 式 (5. 5. 34)， 最 终 可 推导 出 eu 的 近似 表达 式 
@o 
~ V2Sy0@c oc 
© [GGeo)iuo wo\? 1 (5.5.39) 
/ al = (=) T 





式 中 ， 因 子 Q 如 图 5. 10 所 示 。 对 于 给 定 的 有 人 色 品 声 ， EER we 的 滤波 器 生成 ， 相 应 的 
频率 响应 绝对 误差 在 测量 频率 点 wu =o, 取得 最 大 值 ， 该 误差 与 测量 整 周 期 数 的 平方 根 成 比例 。 
101 








@,/ Wel[-] 


图 5.10 由 随机 扰动 引起 的 频率 响应 误差 Q 因子 
[其 中 wu 为 噪声 滤波 器 转折 频率 ，owy 为 测量 频率 (Balchen, 1962) ] 





例 5.4 ( 正 交 相关 分 析 的 扰动 抑制 ) 
从 图 5.11 可 看 出 ， 正 交 相 关 分 析 法 具有 和 良好 的 扰动 抑制 能 力 。 这 里 ， 三 质量 振荡 顺 的 
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图 5.11 有 噪声 情况 下 利用 正 交 相关 分 析 法 确定 频率 响应 
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输出 琶 加 有 扰动 噪声 。 最 上 面 一 幅 图 给 出 带 有 噪声 的 输出 测量 值 。 下 面 两 幅 图 表明 ， 尽 管 存 
在 较 大 噪声 ， 还 是 能 测 得 频率 响应 的 ， 而 且 还 能 相对 精确 地 检测 到 w < 20rad/s 频率 范围 内 
的 第 一 谐振 。 

对 于 周期 性 扰动 pCt) 

















p(t) = pocoswt (5.5.40) 
根据 式 (5.5.24) 和 式 (5.5.25)， 可 分 别 计算 频率 响应 的 实 部 误差 和 虚 部 误差 。 积 分 后 


2 
aRe( 2) = 2 mu (1 (=) ) (1 c0s2n 2n) (5.5.41) 
Wo uo wo wo 


= n (5.5.42) 














频率 响应 相对 误差 的 幅 值 可 写成 


2 (2) ] 一 (: 一 (2)) cos? T ey 
[AG (ie)! PN w wo wo 


A = 





3 w 
sinn —n 
Wo 




















w # wo 


E 2 
[|G(iwo)| mleta (1-(&) ) «(=n 
i EN. (5.5.43) 
we (=) se (=) ee 
2 


~ u9|G(iwo)| 








上 述 近 似 式 的 推导 是 通过 取 cos"(…) =0.5 得 到 的 。 式 中 ， 因 子 P 是 频率 响应 误差 依赖 于 频 
率 的 关键 项 ， 其 曲线 如 图 5.12 所 示 ， 见 文献 (Balchen, 1962; Elsden and Ley, 1969), 4 
w/w =j/n, J=0，2，3，4，5… 时 ， 该 因子 为 零 。 如 果 周 期 性 扰动 的 频率 w 是 测量 频率 w 
的 整数 倍 ， 则 这 些 扰动 不 会 造成 频率 响应 测量 误差 。 对 有 限 的 测量 周期 nT，( 与 因子 P 成 正 
比 ) ， 具 有 其 他 频率 o 的 周期 性 扰动 会 造成 频率 响应 测量 误差 ， 其 中 最 严重 的 误差 是 由 那些 
频率 o 非常 接近 于 测量 频率 wu 的 扰动 造成 的 。 如 果 将 P ow) 解释 为 滤波 器 ， 则 随 着 测量 
时 间 的 增长 ,“ 通 带 ” 会 逐渐 变 窗 。 当 周期 性 扰动 的 频率 与 测量 频率 ww 相同 时 ,在 no 情 
况 下 ， 辨 识 获 得 的 频率 响应 才 会 失真 。P( w/w ) 的 包 络 线 可 写成 
w 2 
2. pov2 ret) 1 aan 


w 
A ee = 
(2) mx WolG(iwo)| E | nn 
wo 


当 wou 关 ) 和 时 ， 该 误差 与 测量 整 周 期 数 于 成 比例 减 小 ， 减 小 速度 比 随机 扰动 所 引起 误差 的 
减 小 速度 更 快 。 

最 后 ， 探 讨 超 低 频 扰动 对 频率 响应 测量 的 影响 。 在 测量 周期 内 ， 这 些 扰动 可 以 近似 为 非 
周期 性 扰动 Ad). MEER (5.5.24)、 式 (5.5.25) 和 式 (5.5.26), 有 







































































703 














图 5. 12 由 周期 扰动 pcoswt 引起 的 频率 响应 误差 P 因子 ， 其 中 w 为 测量 频率 (Balchen, 1962) 








J: nTp . F nTp F Y 
ActoP= |, acre oo" ar | d(t” elo" dr” 
ugn Tp 0 0 









































2 : ; 
2 : 
= Fre anion? 
其 中 ，di(iw) 是 扰动 的 傅 里 叶 变 换 ， 扰 动 的 作用 时 间 为 了 =n7,。 对 于 持续 时 间 为 了 =n7, 的 漂移 
d(t) = at (5.5.46) 
其 傅 里 叶 变 换 为 
ER 2T7 . 
dr(iw) = f ate O' dt = tae (5.5.47) 
相应 的 频率 响应 误差 变 成 
Acdol- 24 (5.5.48) 
Uowo 


漂移 造成 的 频率 响应 误差 不 会 随 着 测量 时 间 的 增长 而 减弱 ， 它 正比 于 漂移 因子 a。 因 此 ， 必 
须 采 用 特殊 的 方法 抑制 这 些 低频 扰动 。 一 种 解决 的 办 法 是 ， 采 用 具有 如 下 传递 函数 的 高 通 滤 
波 器 ， 对 信和 号 进行 滤波 








Gyp(s) = i Da 
式 中 ， 时 间 常 数 必须 与 测量 频率 ww 相 适 应 。 
男 一 种 改进 的 办 法 是 ， 利 用 如 下 多 项 式 ， 对 各 种 漂移 扰动 进行 近似 
d(t) = ao +aıt +a2t? +- (5.5.50) 
随后 ， 从 测量 信号 中 减 去 所 估计 的 多 项 式 漂移 模型 ， 以 消除 d4(i) 的 影响 。 文 献 ( Liewers, 
1964) 提出 了 一 种 基于 这 种 方法 的 漂移 消除 法 。 





(5.5.49) 





5.6 小 结 


直接 测量 频率 响应 的 方法 是 逐 点 地 确定 频率 响应 ， 因 此 计算 量 小 。 只 要 作用 于 过 程 的 扰 
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动 比较 小 ， 这 种 方法 就 能 获得 比较 好 的 辨识 结果 。 然 而 ， 对 于 具有 慢 时 变动 态 特性 的 过 程 来 
说 ， 这 种 方法 很 耗费 时 间 ， 因 为 不 同 测量 之 间 的 过 渡 阶 段 不 能 被 利用 。 对 于 存在 较 大 扰动 的 
线性 过 程 ， 利 用 相关 也 数 测量 频率 响应 的 方法 已 被 证 实 是 一 种 很 有 效 的 方法 。 由 该 方法 推导 
的 正 交 相关 分 析 法 ， 可 应 用 于 许多 商业 性 的 频率 响应 测量 设备 和 软件 工具 。 

由 于 逐 点 确定 频率 响应 的 方法 需要 很 长 的 测量 时 间 ， 因 此 主要 用 于 调节 时 间 较 短 的 过 
程 。 如 果 根 据 阶 跃 响应 的 记录 数据 ， 利 用 侍 里 叶 分 析 来 确定 低频 段 的 频率 响应 ( 见 第 4 
章 ) ， 并 利用 相关 分 析 法 来 确定 高 频段 的 频率 响应 ， 那 么 辨识 的 总 时 间 就 可 以 缩短 。 因 此 ， 
将 非 周 期 测试 信号 和 周期 测试 信号 组 合 ， 可 构成 “优越 的 ”测试 信号 序列 ( Isermann， 
1971) 。 












































习题 


5.1 利用 单 频 信号 测量 频率 响应 

根据 本 章 介绍 ， 试 分 析 利 用 单 频 信 和 号 确定 频率 响应 的 优 缺 点 。 

5.2 ERMAR 

如 何 利 用 和 矩形 波 信号 确定 频率 响应 ? 

5.3” 正 交 相 关 I 

试 推导 以 矩形 波 作为 输入 信号 ， 基 于 正 交 相关 分 析 的 频率 响应 确定 方法 。 

5.4 iE I 

当 存 在 随机 扰动 或 周期 性 扰动 时 ， 随 着 测量 周期 数 的 增加 ， 频 率 响 应 测量 误差 如 何 衰 
减 ? 需要 利用 哪 种 因子 来 增加 测量 时 间 ， 才 能 使 这 些 扰动 的 影响 减 半 ? 
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第 下 部 分 利用 相关 分 析 法 辨识 
非 参 数 模型 一 一 连续 时 间 和 
离散 时 间 





第 6 i 
连续 时 间 模 型 的 相关 分 析 








第 5 章 介 绍 了 利用 简单 周期 信号 的 各 种 相关 分 析 方 法 ， 这 些 方法 每 次 测量 使 用 一 个 测量 
频率 ， 只 能 给 出 一 个 离散 点 的 频率 响应 ， 而 且 每 次 实验 开始 之 前 ， 需 要 等 待 过 渡 过 程 完 全 结 
束 。 由 于 存在 上 述 问题 ， 这 些 方法 不 适用 于 实时 在 线 辨 识 。 因 此 ， 需 要 采用 具有 较 宽 频谱 的 
测试 信号 ， 以 便 能 像 非 周期 确定 性 测试 信号 那样 同时 激励 更 多 的 频率 成 分 。 随 机 信和 号 的 特性 
可 以 满足 这 种 需求 ， 由 此 而 引申 出 伪 随 机 信号。 这 样 的 随机 信和 号 可 以 人 为 生成 ， 或 者 在 合适 
的 情况 下 ， 使 用 对 象 正常 运行 期 间 产 生 的 信号 。 通 过 测试 信号 和 输出 信号 的 相关 分 析 ， 对 测 
试 信号 激励 的 响应 和 噪声 激励 的 响应 加 上 不 同 的 权 值 。 这 样 就 能 实现 有 用 信号 和 噪声 的 自动 
分 离 ， 以 便 抑 制 噪声 干扰 。 

本 章 主要 讨论 相关 分 析 法 针对 具有 非 周 期 连续 时 间 信 号 模型 的 辨识 。 由 于 现在 计算 相关 
函数 通常 都 采用 数字 计算 机 ， 所 以 第 7 章 还 将 讨论 离散 时 间 情 况 下 相关 函数 的 计算 。 第 6. 1 
节 讨 论 有 限时 间 的 相关 函数 估计 及 估计 的 收敛 性 条 件 。 接 着 在 第 6. 2 节 中 ， 利 用 自 相关 函数 
(ACF) MEIK% (CCF) ， 讨 论 由 随机 信号 激励 过 程 的 辨识 问题 。 第 6. 3 节 将 讨论 利用 
二 值 测试 信 和 号， 特别 是 伪 随 机 二 值 信号 和 广义 随机 二 值 信号 的 相关 分 析 方 法 。 第 6. 4 节 还 将 
讨论 利用 相关 分 析 的 闭环 辨识 问题 。 














6.1 相关 函数 的 估计 


本 节 讨 论 有 限 测量 时 间 情 况 下 平稳 随机 信号 互相 关 函 数 (CCF) 和 自 相 关 函 数 (ACF) 
的 估计 问题 。 


6.1.1 FARRAR 


根据 式 (2. 3. 14) ， 两 个 连续 时 间 平 稳 随 机 信号 CE) A y(t) AY BAR PBK (CCF) 
(Hänsler, 2001; Papoulis, 1962) 定义 为 


E 


Rxy(r) = Efx (t)y(t + 7)} = im 4 ie x(t)y(t + t)dt 


(6. 1.1) 
= lim |. u Dy 


Too T 
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Ryx(t) = Efy(t)x(t + t)} = Jim = L; y(t)x(t + t)dt 
= (6.1.2) 


a: 
2 


= „im rl. y(t - t)x(t)dt 


因此 有 
Ryy(t) = —Ryx(T) (6. 1.3) 
然而 ， 在 大 多 数 的 应 用 中 ,测量 时 间 是 有 限 的 ， 长 度 只 有 ( 短 ) 有 限 的 持续 时 间 7。 因 此 ， 
测量 时 间 7 了 对 相关 函数 估计 的 影响 是 必须 考虑 的 。 下 面 研究 这 个 问题 。 
假设 信号 x(t) 和 yy(1) 在 时 间 区 间 0<i<7T+7 范围 内 是 已 知 的 , HE!x(ı)}=0 MEIY 
(t)}=0 (时 间 区 间 为 0<t<7 的 情况 将 在 第 7 章 中 讨论 ) ， 互 相关 函数 (CCF) 的 估计 可 
写成 








fan 











T 
Ry =z | Ore + va 
(6.1.4) 


1 T 
= ;| x(t — t)y(t)dt 


图 6. 1 是 估计 互相 关 函 数 (CCF) 的 方块 图 。 首 先 ， 其 中 一 个 信号 必须 延迟 时 间 r+， 然 后 两 
个 信号 作 相 乘 运算 ， 最 后 计算 乘积 的 均值 。 该 估计 的 期 望 值 为 


Life 
BLA} = 7 BO + Ofer 




















z (6.1.5) 
= rf Ryy(t)dt = Ryy(t) 
x(t-r) 
KO) 
= 
y(t) 
TERE; T 测量 时 间 
图 6.1 互相 关 函 数 估计 的 方块 图 
因此 ， 这 个 估计 是 无 偏 的 。 互 相关 函数 (CCF) 估计 的 方差 为 
vat R(t) = Ef Ryy(t) — RyDY = E{R2, (0D)} — RZ 0) 
T pT 6. 1.6 
= 73 |, | bore + Ds ya + DJarar RO ce 
在 x(t) 和 y(t) 均 为 正 态 分 布 的 假设 下 ， 可 获得 
var Ryy(t) = af ie (Rxx(t’ — t) Ryy(t’ =) (6.1.7) 


+ Ryy(t! —t + T)Ry(t' — t — t))de'dt 
利用 变量 置换 1' -t=é Ail de’ = dg， 并 通过 交换 积分 顺序 (Bendat and Piersol ，2010) ， 可 写成 


varya) = [ (: a ANG KERE) 


Ryy(& + 1) Ryx(E — 1) dé = of 








(6.1.8) 
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WRAK KAERA, HWE Elx(t)}=0 BRE y(t) }=0, WA 
„im var Ry(t) = 0 (6.1.9) 
这 意味 着 式 (6.1.4) 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 
4ST > TIN, BASRA (CCF) 估计 的 方差 近似 为 


T 
vat Rule) = | (RORE) + Ro + DR lE- 1) 





1 pT (6.1. 10) 
= T [ROR + Ryy(t + §) Ray (t 一 E))dE 


可 见 ， 互 相关 函数 (CCF) 估计 的 方差 仅仅 取决 于 两 个 信号 的 随机 特性 。 在 有 限 的 时 间 区 间 
7 内 ， 不 可 能 准确 地 确定 两 个 随机 信号 之 间 的 随机 相关 性 ， 这 称 作 固有 统计 不 确定 性 ( Eyk- 
hoff, 1964). 




















如 果 对 于 较 大 的 r+， 可 假设 R(T) ~0, ATS 7, Mt (6.1.10) 可 简化 为 
T 
var Ryy(t) ~% Z | Ryx(E) Ryy (EdE (6.1.11) 
0 
由 于 信号 通常 要 受到 随机 扰动 a(1) 的 干扰 ， 即 
y(t) = yot) + nt) (6.1.12) 


因此 必须 使 用 相关 函数 。 如 果 这 种 加 性 噪声 n(1) 的 均值 为 零 ， 即 Ein(1)| =0， 且 分 别 与 有 
用 信号 y,(t) 和 x(t) 是 统计 独立 的 ， 则 相关 函数 之 间 的 关系 可 写成 





Ryy(&) = Ryoyo (E) + Ran(§) (6. 1. 13) 
Ry(&) = Rxyo (E) (6.1.14) 
根据 式 (6. 1.5) ， 这 个 估计 是 无 偏 的 ， 即 有 
E{Ruv(D} = Rxyo (T) ER 
式 (6.1.8) 所 给 的 估计 值 方差 会 额外 增加 如 下 一 项 
valO | i (1 2 RO Rol a Br (6.1.16) 
a Tr T 2 
其 极限 为 
„im. var(Ryy(t)), = 0 (6.1.17) 


使 得 这 个 估计 还 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 随 着 测量 时 间 了 的 增加 ， 扰 动 影响 逐渐 消失 ， 因 此 
互相 关 函 数 (CCF) 估计 的 方差 与 测量 时 间 7 成 反比 衰减 。 和 车 扰动 倒 加 于 男 外 一 个 信号 
x(t), EWE 








x(t) = xolt) + n(t) (6.1.18) 
则 有 类 似 的 结果 ， 这 说 明 就 收敛 性 而 言 ， 哪 个 信号 受到 扰动 是 不 重要 的 。 现 在 ,假设 两 个 信 
号 都 受到 类 似 的 扰动 ， 即 





y(t) = yot) +nı(t) (6. 1. 19) 
X(t) = Xo(t) + n2(t) (6. 1.20) 
根据 Ein, (i)} =0 和 Eln,(1)| =0， 可 推导 出 
Ryy(&) = Ryoyo (E) + Rnini E) (6.1.21) 
Rxx(&) = Rxoxo (E) + Ran (È) (6.1.22) 
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如 果 这 两 个 扰动 分 别 与 各 自 有 用 信号 是 统计 独立 的 ， 则 

Rxy(€) = Rxoyo (E) + Ray ny (E) (6. 1. 23) 
若 n(i) 和 n,(i) 不 相关 ， 则 互相 关 函 数 (CCF) 的 估计 在 上 述 情况 下 只 是 无 偏 的 。 在 这 些 
前 提 条 件 下 ， 式 (6.1.16) 需要 额外 添加 一 项 


(Run = F FE) RR 


+ Ryoyo (E) Razma (E) + Rain: (E) Roana È) GE 
4 Too 时 ， 该 方差 也 趋 于 零 。 然 而 ， 对 于 有 限 的 测量 时 间 7 而 言 ， 其 幅 值 大 于 单一 扰动 作 
用 于 系统 时 的 幅 值 。 
定理 6.1 (互相 关 函 数 的 收敛 性 ) 
对 于 利用 式 (6.1.5) 得 到 的 两 个 平稳 随机 信号 的 互相 关 函 数 估计 ， 其 误差 的 影响 因素 
包括 : 
e 利用 式 (6.1.8) 计算 引起 的 固有 统计 不 确定 性 。 
e 根据 式 (6.1.16) 计算 ， 由 扰动 n(z) 引起 的 不 确定 性 。 
如 果 扰 动 n(t) 分 别 与 有 用 信号 xo(t) 和 y(t) 统 计 独 立 ， 且 Ein(t) 上 =0， 则 针对 有 限时 间 区 
间 了 获得 的 互相 关 函 数 (CCF) 估计 是 无 偏 的 。 在 存在 扰动 na) 的 情况 下 ， 互 相关 函数 
(CCF) 佑 计 的 方差 为 ( 见 式 (6.1.8) 和 式 (6.1.16)) 
var Ryy(t) = 0%, +02, (6. 1.25) 
若 两 个 信号 分 别 受到 扰动 的 影响 ， 且 它们 互 不 相关 ， 则 互相 关 函 数 (CCF) 的 估计 只 是 
无 偏 的 。 


6.1.2 HAAR 


对 于 在 时 间 区 间 O<Sı< T 47 上 取 值 的 连续 时 间 平 稳 随 机 信号 (t), HEA AR HR 
(ACF) 的 估计 可 写成 





(6.1.24) 























II 


























T 
Ray =F |, FOC + oat (6.1.26) 


该 估计 的 期 望 值 为 
E{ Êx (T)} = Bald) (6. 1.27) 
因此 ， 自 相关 函数 (ACF) 估计 是 无 偏 的 。 对 于 服从 正 态 分 布 的 信号 t), KUFR 
(6.1.8)， 有 
var R(T) = Ef (R(t) — Rex(t))"} 
要 广 (1- FY (RE) + Ryx(& + 1) Rax(E — 1)) dE = of, 
T Jr 
如 果 自 相关 函数 (ACF) 是 绝对 可 积 的 ， 则 有 
lim var Ryx(t) = 0 (6. 1.29) 
也 就 是 说 ， 式 (6.1.26) 的 估计 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 方 差 o 纪 是 由 固有 不 确定 性 造成 的 。 
当 7T 他 7 时 ,方差 可 近似 为 
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(6.1.28) 



































T 
var Ryx(t) x > 人 AUS + Ryx(E + 1) Rex (E - 1) dé (6.1.30) 
如 果 假 设 测量 时 间 了 较 长 ， 则 有 下 面 的 两 种 特殊 情况 。 
D T=0: 
T 
var Rxx(0) ~ ;| R2 (5)dE (6. 1.31) 


Q 7 BK, AM R,(r)>0: HF RACE) SR (E+7)R(E-7), W 
T 
var Ryx(0) x = J R2 (E)dE (6. 1.32) 
-T 


因此 ,7 较 大 时 的 方差 只 是 7 =0 时 的 一 半 。 
如 果 信 号 x(t) 受 到 nn(t) 扰 动 ， 使 得 




















x(t) = xo(t) + n(t) (6. 1. 33) 
假设 有 用 信号 x(t) 和 噪声 na) AHHH, ALE{n(t)| =0, IBAA ARR (ACF) 写成 
Rxx(T) = Rxoxo (7T) + Ran(t) (6. 1. 34) 








Bit, AAR aS BY A Ae 8 ETC fi x (1) 和 噪声 nC) AK PRC Al, 





6.2 用 平稳 随机 信号 激励 的 动态 过 程 相关 分 析 


6.2.1 利用 去 卷 积 确定 脉冲 响应 
根据 式 (5.5.3) 或 式 (2.3.35) ， 自 相关 函数 (ACF) 和 互相 关 函 数 (CCF) 可 以 写 
Ruy(7) -[ a(t’) Ruault — dr’ (6. 2.1) 


其 中 ，g(1) 是 过 程 的 脉冲 响应 ， 过 程 的 输入 为 u(1)、 输 出 为 y(t)。 根 据 式 (6.1.4) ME 
(6. 1.26)， 在 有 限时 间 区 间 7 内 相关 函数 的 估计 为 


T 
Ry (t) = ;| u(t — t)u(t)dt (6.2.2) 








T 
Ruy(t) = ;| u(t — t)y(t)dt (6.2.3) 


通过 对 式 (6.2.1) 去 卷 积 运算 ， 可 以 确定 所 需 的 脉冲 响应 g(t')。 然 而 ， 首 先 需 要 利用 采 
样 时 间 To 对 卷 积 进行 离散 化 





M 
Ruy (VT) © To >》 g(uTo) Ru (V — A)To) (6.2.4) 

人 一 0 
为 了 获得 上 =0,…,N 的 脉冲 响应 ， 需 要 列 写 N+1 MRR (6.2.4) 形式 的 方程 ， 见 第 7.2.1 
节 。 文 献 (Sage and Melsa, 1971) 采用 直接 的 方法 ， 对 输入 u(t) 和 输出 y(t) 进行 卷 积 运 
算 。 尽 管 这 种 方法 可 归结 成 下 三 角 和 矩阵 的 求 道 运算 ,但 这 样 做 是 不 可 取 的 ， 因 为 只 有 先 计算 

相关 函数 才能 降低 噪声 的 影响 。 

由 于 相关 函数 是 利用 式 (6.2.2) 和 式 (6.2.3) 估计 的 ， 且 对 有 限 的 测量 时 间 T, € 
113 

















们 只 是 近似 已 知 ， 因 此 所 估计 的 脉冲 响应 在 某 种 程度 上 会 失去 真实 性 。 

正如 第 6. 1 节 所 述 ， 对 于 没有 噪声 扰动 的 平稳 信号 u(t) Al y(t), FLA AAR ERA (ACF) 
TE KAT (CCF) 估计 可 以 是 无 偏 的 。 然 而 ， 对 于 应 用 来 说 ， 更 重要 的 还 是 式 
(6.1.12) ~ 式 (6.1.15) 所 描述 的 输出 受 噪 声 污染 的 情况 。 下 面 讨 论 这 种 情况 。 

对 于 含有 随机 扰动 的 输出 




















y(t) = yalt) + nt) (6.2.5) 
根据 式 (6.1.12) 和 式 (6.1.14), A 
E{Ruwy(nD} = RO (t) 十 E{ARuy(r)} (6.2.6) 
其 中 
1 T 
Bf E{u(t — T)yu(t)Ydt (6.2.7) 
1 T 
E{AR,y(t)} = zh E{u(t — Tn(D)}dt = Ron(r) (6. 2.8) 
如 果 输 入 和 扰动 不 相关 ， 则 有 
Efult — Dn(t)} = E{u(t — 1)}E{n(t)} (6. 2.9) 
因此 , 4 Elu(t)} SO E{n(t)} =0， 则 
E{ARyy(t)} =0 (6.2. 10) 





根据 式 (6. 2.6)， 在 有 限时 间 区 间 了 内 ， 互 相关 函数 (CCF) 的 估计 是 无 偏 的 。 该 相关 矣 
数 估计 的 方差 可 以 如 下 这 么 确定 : 由 于 输入 信号 具有 随机 性 ， 因 此 根据 式 (6.1.28)， 自 相 
KA (ACF) 具有 固有 统计 不 确定 性 ， 写 成 


a ey 
vafa) p f (1E RRO + Rute + Run) (6.2.11) 
HAXE (CCH) 同样 也 具有 固有 统计 不 确定 性 ， 利 用 式 (6. 1.8) ， 可 以 写成 
T 
van( RCO) = f (1-7 (RR RE + DRE DE (6.2.12) 




















T 
如 果品 声 n (0) EM TAN, EATEN FAAR EE 
ee 
vO), = y | (1 F Ru Rol (6.2.13) 





WEB TAK PRR HT ET AN, BR BDA Ef u(t) | =0, M4 Too 时 ， 
所 有 这 些 方差 就 会 为 零 。 因 此 ， 所 有 的 相关 函数 估计 都 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 

定理 6.2 ( 线性 过 程 相关 函数 的 收敛 性 ) 

对 于 脉冲 响应 为 g(1) 的 线性 过 程 ， 在 下 列 条 件 下 ， 根 据 式 (6.2.2) M (6.2.3) 获 
得 的 自 相 关 函 数 R,,(7) 估 计 和 互相 关 函 数 R,(7) 估 计 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 

e 有 用 信号 ult) P y, (t) EFA, 

® Eju(t)} =0, 

o 扰动 n(t) 是 平稳 的 ， 且 与 w(t) 不 相关 。 

如 第 6. 1 节 所 论述 的 , 如 果 输 入 w(t) 受到 n(i) 扰 动 ， 或 者 输入 u(t) 和 输出 y(i) 分 别 受 
到 ni(t)、n,(t) 扰 动 ， 且 两 个 扰动 是 不 相关 的 ， 那 么 上 述 定理 仍然 成 立 。 如 果 上 述 定理 对 某 
个 给 定 的 应 用 是 有 效 的， 那么 利用 式 (6.2.4) 获得 的 脉冲 响应 估计 是 均 方 意义 下 一 致 的 ， 
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见 第 7.2.1 节 。 下 节 (第 6.2.2 节 ) 将 给 出 一 个 实例 ， 用 于 评估 频率 响应 估计 存在 的 误差 。 
6.2.2 和 白 噪 声 作为 输入 信号 








理想 白 噪 声 
如 果 输 入 信号 是 白 噪声 ， 那 么 它 的 自 相关 函数 (ACF) 可 写成 
Ruut) = Suo 6(7) (6.2.14) 
利用 8 函数 的 性 质 ， 根 据 式 (6. 2. 1) ， 互 相关 函数 (CCF) 可 写成 
Ru) = So f gC tar = Sw gC) (6.2.15) 
因此 ， 所 求 的 脉冲 响应 与 互相 关 函 数 (CCF) 成 正比 
g(t) = = Rul?) (6. 2. 16) 
u0 








IK, Ain BERT AEC RATAR GRA. A PRAP A RE IRE BES EHRT, 
与 频率 无 关 ， 因 而 它 是 无 法 实现 的 。 为 此 ， 需 要 研究 一 种 宽带 噪声 ， 在 感 兴趣 的 频段 内 ， 其 
功率 谱 密度 近似 为 常数 。 























宽带 噪声 
假设 宽带 噪声 可 由 和 白 品 声 经 滤波 生成 ， 它 的 功率 谱 密度 为 
ouu(w) = |Gr(io) |? Su (6. 2. 17) 
针对 转折 频率 为 wc = VT. 的 一 阶 滤波 器 ， 利 用 式 (2.3.22) 以 及 简单 线性 动态 系统 的 傅 里 
叶 变 换 ， 有 
1 = ’ 
Rule) = zy [ Go) Sedo 
1? Sw 
= =f T+ Teo? cos wtdw (6. 2. 18) 
1 
25 uowce Cell 


图 6. 2 给 出 的 是 自 相 关 函 数 (ACF) 和 相应 功率 谱 密 度 $, 的 曲线 形状 。 对 于 充分 大 的 
带宽 ， 也 就 是 转折 频率 we 充分 大 ， 自 相关 函数 (ACF) 将 趋向 于 6 函数 形状 ， 使 得 自 相 关 
函数 (ACF) 近似 满足 式 (6.2.16) 的 应 用 条 件 。 


Su (@) 





WO, fo 3 35) a eS 




















图 6.2 一 阶 滤波 宽带 噪声 的 功率 谱 密 度 和 自 相 关 函 数 
文献 (Hughes and Norton, 1962; Cummins, 1964) 研究 了 有 限 带宽 信和 号 激励 以 及 随后 
式 (6.2.16) 的 “错误 ”应 用 所 造成 的 误差 。 在 这 项 研究 中 ， 根 据 式 (6.2.18) 计算 的 自 
相关 函数 (ACF) 近似 于 宽度 为 T = W/o, 的 三 角 脉 冲 。 相 应 脉冲 响应 估计 的 最 大 误差 出 现 
在 7=0 时 刻 ， 其 大 小 为 





115 


Ag) 1 40 


x EA (6.2. 19) 
g(0) 3wc g(0) 

对 于 时 间 常 数 为 了 的 一 阶 滤波 器 ， 脉 冲 啊 应 估计 的 最 大 误差 为 
BEN an (6.2.20) 





g(0) 371iwc 
WMR w =5/T,， 可 得 到 |Ag(0)/g(0) | 二 0.07。 随 着 带宽 增加 ， 由 测试 信号 的 有 限 带宽 
引起 的 误差 逐渐 变 小 。 可 是 ， 由 扰动 引起 的 误差 却 逐 渐变 大 。 因 此 ， 和 带宽 w=1/T, 不 能 选 
FIIR, 


6.2.3 ”误差 估计 


本 节 将 针对 白 噪声 情况 ,讨论 脉冲 响应 g(7) (一 种 非 参 数 过 程 模型 ) 估计 的 方差 。 
对 较 大 的 测量 时 间 了 六 r+， 根据 式 (6.2.12)、 式 (6.2.14) ME (6.2.16)， 互 相关 
函数 (CCF) 的 固有 统计 不 确定 性 导致 脉冲 响应 估计 存在 如 下 方差 
0 = var g(t) = E{Ag?(z)} 


1 T 
~ sap |, (Rm Ry) + Rol +) Ryle D)e 























R 


(6.2.21) 


1 T 
z 二 (wo + Suo | g(tT+é)g(T— pas) 
对 7=0， 而 且 过 程 无 直接 馈 通 (B g(0) =0) 或 了 较 大 时 g(r) =0， 脉 冲 响应 估计 的 方差 
简化 为 








oa aap kn = apo = =r” (6.2.22) 
在 这 种 情况 下 ， 根 据 式 (2.3. 14) Ry (7) 可 写成 类 似 于 式 (2.3.35) 的 形式 
R= Í * g(t!) Rıylr + Ar (6.2.23) 
再 利用 式 (6.2.15), A 
Ryy(t) = Sw f > gga + tdr (6.2.24) 
和 
Ryy (0) = Suw f u g (tar! (6.2.25) 
最 终 得 到 
On, % S g(t (6.2.26) 


因此 ， 互 相关 函数 (CCF) 固有 不 确定 性 引起 的 脉冲 响应 估计 的 方差 与 测试 信号 的 幅 值 无 
关 ， 只 取决 于 测量 时 间 T 和 脉冲 响应 平方 的 面积 。 
当 测 量 时 间 7 较 大 时 ,根据 式 (6. 2. 13 ) ， 噪 声 引 起 的 不 确定 性 为 


2 1 r 
0,2 = var(g(r)), 党 S27 | Ruu(E) Rm(E)dE 





(6.2.27) 


1 1 一 一 1 
= ——R,,(0) = n2(t) = ——o? 
S27 nn ( ) SZT ( ) ST" 


u 
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知 7( 世 是 功率 谱 密 度 为 N DARF, WA 
De (6.2.28) 


随 着 品 信 比 o2/5,o 或 NA5 的 减 小 及 测量 时 间 7 的 增加 ， 该 方差 将 逐渐 变 小 。 因 此 ， 脉 冲 响 
应 估计 的 方差 可 表示 成 两 部 分 的 方差 之 和 
og = of, +025 (6.2.29) 
为 了 更 好 地 考察 这 两 部 分 方差 对 脉冲 响应 估计 方差 的 影响 ， 下 面 考虑 一 个 一 阶 系统 ， 其 
传递 函数 为 
ys) K 











G(s) = —— = (6. 2. 30) 
u(s) 1+Tıs 
在 功率 谱 密 度 为 So 的 白 噪声 激励 下 ， 这 个 系统 的 脉冲 响应 为 
g(t) = net (6. 2. 31) 
HIRKA (CCF) 的 固有 统计 不 确定 性 为 
1% K? 
oa 7x zÍ gea = IKI (6.2.32) 
由 扰动 a(1) 引起 的 不 确定 性 为 
2 
02) © at (6.2.33) 


如 果 两 部 分 方差 用 gu = g (0) =K/T, 进行 规范 化 处 理 ， 那 么 脉冲 响应 相对 误差 的 标准 差 可 


写成 
Zel gs (6.2.34) 
max 2T 


(6.2.35) 





On 
Smax K VSuo 1 工 
因此 ， 如 果 系 统 的 输入 是 幅 值 为 ec、 时 钟 时 间 为 和 的 离散 二 值 噪声 信号 ， 那 么 其 功率 谱 密 度 
可 表示 为 ( 见 第 6.3 节 ) 
Ser (6.2.36) 
进一步 有 
ae _ lo, /T, Tı 
Emax 天 CTY AT 
#6.1 BHT K=1, o,/a=0.2 K A/T, =0.2 时 脉冲 响应 估计 的 标准 差 。 
表 6.1 随 测量 时 间 变 化 的 、 一 阶 系统 脉冲 响应 估计 的 标准 差 ， 其 中 利用 互 
相关 函数 (CCF) 和 和 白 噪 声 激励 信号 估计 脉冲 响应 


(6. 2. 37) 








T 
= 50 250 1000 
T, 

me 0. 100 0.044 0.022 
Ta 
-B 0. 063 0. 028 0.014 

Emax 
oO 

0. 118 0. 052 0. 026 


117 


该 例 表明 ， 互 相关 函数 (CCF) 的 固有 统计 不 确定 性 与 扰动 引起 的 不 确定 性 对 估计 标准 
差 的 影响 大 体 上 为 同一 个 数量 级 ， 只 有 在 非常 差 (小 ) 的 信 品 比 o/o, 情况 下 ， 后 者 才 占 
主导 作用 。 第 7 童 将 给 出 利用 相关 函数 进行 辨识 的 应 用 实例 。 

6.2.4 利用 实际 的 自然 噪声 作为 输入 信号 
对 于 某 些 应 用 ， 可 能 需要 在 不 干扰 过 程 工作 的 情况 下 ， 利 用 加 入 人 为 的 测试 信号 来 确定 





过 程 的 动态 特性 。 另 外 ， 还 可 以 尝试 利用 对 象 正常 工作 过 程 中 产生 的 扰动 作为 测试 信号 。 不 
过 ， 这 种 自然 的 输入 信号 必须 具有 如 下 性 质 : 
。 平稳 的 。 


o 带宽 必须 大 于 感 兴趣 过 程 频 段 的 最 高 频率 。 

。 功率 谱 密度 必须 大 于 过 程 输出 扰动 的 功率 谱 密 度 ， 以 免 造 成 过 长 的 测量 时 间 。 

e 与 其 他 扰动 不 相关 。 

e 无 闭环 控制 ， 也 没有 人 工 干预 。 
然而 ， 上 述 这 些 要 求 只 在 极 少 数 的 情况 下 才能 得 到 满足 ， 因 此 一 般 来 说 ， 友 加 人 为 的 测试 信 
号 更 为 可 取 ， 而 且 测 试 信号 的 幅 值 要 非常 小 ， 以 免 对 过 程 产生 不 必要 的 干扰 。 





6.3 利用 二 值 随机 信号 激励 的 动态 过 程 相关 分 析 


前 面 对 确 定性 周期 和 非 周期 测试 信号 的 详细 讨论 表明 ， 对 给 定 幅 值 受 限 的 测试 信号 ， 方 
波 信号 即 二 值 信号 具有 最 大 的 幅 值 密度 〈 或 者 振荡 幅 值 ) ， 从 而 能 最 好 地 利用 给 定 的 幅 值 

连续 时 间 随 机 二 值 信号 (RBS) 

二 值 随机 信和 号 又 称 作 随 机 二 值 信号 (RBS) ， 它 具有 如 下 两 个 性 质 : 第 一 ， 信 号 u(t) 有 
+a 和 一 a 两 个 状态 ; 第 二 ， 从 一 个 状态 变 成 另 一 个 状态 可 能 发 生 在 任 一 时 刻 。 与 其 他 具有 
连续 幅 值 分 布 的 随机 信号 相 比 ， 这 种 信号 有 以 下 优点 : 

。 生成 简单 。 

e HAAN (CCF) 计算 简单 ， 因 为 所 研究 系统 的 输出 只 需 分 别 乘 以 +a 或 -a 就 可 

计算 互相 关 函 数 (CC), 

e 在 信号 幅 值 受 限制 的 情况 下 ， 可 获得 最 大 的 幅 值 密度 。 

就 目前 通常 能 达到 的 计算 能 力 而 言 ， 前 两 点 已 不 具有 更 多 的 优势 ， 但 第 三 点 仍然 是 使 用 二 值 
测试 信号 的 最 大 理由 。 

RBS 信号 的 自 相关 函数 (ACF) 可 以 这 样 确定 (Solodownikow, 1964): 在 给 定 的 时 间 
段 At 内 >n 次 符号 变化 的 概率 服从 Poisson 分 布 

P(n) = WEN a (6.3.1) 
AP, 人 表示 在 给 定 的 时 间 段 内 符号 变化 的 平均 数 。 

RBS 信号 的 乘积 u(t)u(i+7) 取 值 为 +a 或 -a， BURT u(t) Mult +7) ee SAA, 
还 是 符号 相反 。 在 7 =0 时 ， 期望值 Elu(W)u(t1+7)| 为 + 。 对 于 7 >0， 若 符号 发 生变 化 的 
总 次 数 为 1，3，…( 即 奇数 )， 则 乘积 为 -a 。 相 反 地 ， 若 符号 发 生变 化 的 总 次 数 为 0，2， 
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…( 即 偶数 ) ， 则 乘积 为 + 性 。 因 为 符号 改变 是 随机 的 ， 因 此 对 于 At = |r], 
E{u(t)u(t + t)} = a?(P(0) + PO +---) -a (PA) + P(3) +-->) 
a ae -#4 = hoe ) (6.3.2) 
= ale Zl t| 
图 6. 3 是 RBS fa SW AIR RKA (ACF) h, E E5 — BEI a R AY A PK eR AU 
(ACF) 具有 同样 的 变化 趋势 。 如 果 选 择 如 下 参数 
ie Su0@c Wc 


和 人 = > (6. 3.3) 


则 两 者 的 自 相关 函数 (ACF) 是 相同 的 。 这 意味 着 在 给 定 的 时 间 段 内 RBS 信号 的 符号 变化 
PLB pw 等 于 转折 频率 的 一 半 。 
离散 随机 二 值 信号 
由 于 具有 易于 利用 移 位 寄存 器 和 数字 计算 机 生成 的 特点 ， 离 散 随机 二 值 信号 (DRBS) 
在 实际 中 得 以 广泛 应 用 。 这 种 信号 的 符号 改变 发 生 在 时 刻 为 挫 , 大 = 1,2,3,… 的 离散 点 上 ， 
其 中 A 为 时 间 间隔 长 度 ， 也 称 作 时 钟 时 间 ( 见 图 6.4)。 
Rule) u(t) 

















图 6.3 随机 二 值 信号 (RBS) 的 自 相 关 函 数 图 6.4 离散 随机 二 值 信号 (DRBS ) 
DRBS 信号 的 自 相 关 函 数 (ACF) 为 





T 
Ryu(t) = „im of u(t)u(t — t)dt (6. 3.4) 


该 式 可 以 这 样 计算 : 当 r =0 时 ， 乘 积 只 能 是 正 的 ， 积 分 面积 为 2027， 所 以 尺 ,(0) =a"; 对 
于 小 的 时 间 平 移 ， 即 |r| < 和 ， 由 于 存在 负 的 乘积 项 ， 使 得 R,,(7) <a ,需要 扣除 的 积分 面 
积 与 7 成 正比 ; 对 于 |7|=A 的 时 间 平 移 ， 正 的 乘积 项 和 负 的 乘积 项 数量 相同 ， 从 而 R,,(7) 
=0。 因 此 ，DRBS 的 自 相 关 函 数 (ACF) 可 总 结 为 

















Ru(t) = Al a), pee (6. 3.5) 
0, |r] >A 
根据 式 (2.3.17), ， 利 用 傅 里 叶 变 换 可 获得 DRBS 的 功率 谱 密 度 为 
Sur) (6.3.6) 
2 

















它 与 宽度 为 2A 的 三 角 脉 冲 的 傅 里 叶 变 换 相 同 ， 见 式 (4.2.4). DRBS 的 离散 时 间 功 率 谱 密 
度 可 写成 





OO 
Su(z)= 》 Rak)” = Run(0)= 8+(0)=a, 0< jols Ti (6.3.7) 
T=—00 
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图 6. 5 是 离散 随机 二 值 信号 的 自 相关 函数 (ACF) 曲线 。 Ru 

如 果 w = we 处 的 功率 谱 密 度 幅 度 与 宽带 有 限 噪 声 的 功率 
谱 密 度 幅 度 相 等 ， 即 S (we) =5,72 ( 见 式 (6.2.18))， 
则 有 




















Suo 一 021， (6.3.8) -4 A T 
C 
因此 ， 对 于 w < we 的 频率 范围 ， 宽 带 有 限 噪 声 和 DRBS 具有 近 图 6.5 离散 随机 一 值 信号 
似 相 同 的 功率 谱 密度 。 (DRBS) 的 自 相关 函数 








随 着 时 钟 时 间 变 小 ，DRBS HW AAKA (ACF) 将 趋 近 于 面积 为 da 的 小 脉冲 。 如 果 
A 小 于 动态 过 程 总 的 时 间 和 常数 ， 那 么 可 以 用 具有 同样 面积 的 8$ 函数 来 近似 三 角形 的 自 相 关 涵 
数 (ACF), El 
Rault) = a?Aö(r) (6.3.9) 
此 时 ， 其 功率 谱 密度 变 为 
Suo ~ a 和 (6.3. 10) 
根据 第 6. 2. 2 节 ， 类 似 于 利用 白 噪 声 激励 来 确定 脉冲 响应 那样 ， 也 可 以 利用 DRBS 信号 来 确 
定 脉冲 响应 估计 。 这 种 情况 下 有 


g(t) = Ru(t), T2A 


1 
a2 
2 
8(0) = 35 Rw © 
对 于 7=0， 互 相关 函数 (CCF) 值 需 增 倍 ， 因 为 这 时 的 三 角形 自 相关 函数 (ACF) 实际 上 
只 计算 了 一 半 (7<0)。 对 这 种 简单 的 估计 方法 ,第 6. 2. 3 节 讨 论 的 误差 估计 同样 适用 。 对 
于 给 定 的 幅 值 c， 时 钟 时 间 A 不 能 选择 得 太 小 ， 否 则 脉冲 响应 估计 的 方差 可 能 急剧 增长 。 

上 述 所 有 的 讨论 只 适用 于 无 限 长 的 测量 时 间 。 对 于 有 限 长 的 测量 时 间 ， 相 关 函 数 和 功率 
谱 密 上 度 必 须 针 对 每 次 实验 分 别 计算 。 

使 用 离散 随机 二 值 信号 有 很 大 的 优势 ， 与 具有 连续 幅 值 分 布 的 随机 信和 号 相 比 ， 幅 值 a 和 
时 钟 时 间 A 能 更 好 地 与 所 研究 的 过 程 相 匹 配 。 然 而 ， 存 在 于 自 相关 函数 (ACF) 估计 和 互 
相关 函数 (CCF) 估计 中 的 固有 不 确定 性 仍然 比较 麻烦 。 此 外 ， 由 于 测试 信号 的 随机 性 ， 实 
验 很 难 复 现 。 这 些 缺 点 通过 使 用 一 种 周期 性 二 值 测试 信号 可 以 克服 ， 这 种 测试 信号 的 自 相关 
函数 (ACF) 几乎 与 DRBS 相同 。 

连续 时 间 的 伪 随 机 二 值 信号 (PRBS) 

举例 来 说 ， 从 离散 随机 二 值 信号 剪 取 w 个 样本 ， 并 将 它 重 复 一 遍 或 多 遍 ， 便 可 生成 周 
期 性 二 值 信号 。 无 可 和 否认 这 是 一 种 简单 的 方法 ， 但 它 存在 许多 问题 。 第 一 ， 随 机 序列 不 易于 
参数 化 ; BZ, 式 (6.3.5) ME (6.3.6) 给 出 的 性 质 只 适用 于 无 限 长 的 序列 。 对 于 有 限 
长 的 序列 ， 需 要 针对 每 一 序列 分 别 确定 自 相 关 函 数 (ACF) 和 功率 谱 密 度 。 

由 于 上 述 这 些 不 切实 际 的 问题 ， 因 此 更 倾向 于 选择 那些 具有 与 随机 DRBS 几乎 相同 自 相 
关 函 数 (ACF) 的 周期 性 二 值 信号 序列 。 这 种 序列 通常 可 利用 级 输出 带 反 馈 的 移 位 寄存 器 
生成 。 对 于 一 个 n 级 移 位 寄存 器 ， 随 着 时 钟 输入 的 触发 ， 二 值 信息 “0” 或 “1” 将 传递 到 
下 一 级 。 这 种 移 位 寄存 器 带 有 反馈 ， 以 便 生 成 长 度 N >n 的 周期 性 序列 。 通 常 ， 这 种 移 位 寄 
存 器 的 两 级 或 更 多 级 的 输出 反馈 给 XOR 门 ， 见 图 6. 6。 
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(6.3.11) 












































too 


时 钟 (时 钟 时 间作 














图 6.6 HEILAR SREK 


XOR 门 是 一 种 异 或 元 件 ， 如 果 两 个 输入 具有 相同 的 状态 CBO” 7 “0” 或 “17 7 
“1”), XOR 门 输出 为 “0”， 如 果 两 个 输入 具有 不 同 的 状态 ( 即 “0”A“1” 或 “1”/ 
“0”) ，XOR 门 输出 为 “1”。 除 了 移 位 寄存 右 所 有 状态 都 为 零 的 初始 状态 ， 移 位 寄存 带 在 其 
他 任意 初始 状态 下 都 可 以 获得 周期 性 信号 。 因 为 一 个 n 级 移 位 寄存 右 产 生 不 同 状态 的 最 大 数 
为 2"， 且 排除 掉 所 有 状态 均 为 零 的 情况 ， 因 此 由 这 种 移 位 寄存 器 生成 的 信和 号 序列 可 能 的 最 
大 长 度 (最 大 周期 ) 为 

N=2 +1 (6.3.12) 
每 次 时 钟 脉冲 过 后 ， 移 位 寄存 器 将 产生 新 的 状态 组 合 。 不 过 ， 只 有 在 特定 的 反馈 设置 下 ， 才 
能 生成 可 nn (Chow and Davies, 1964; Davies, 1970), JL#6.2, 4 
果 将 输出 “0” 映 射 为 -a， 将 输出 “1” 映 射 为 +a， 就 可 获得 所 希望 的 伪 随 机 二 值 信和 号。 
图 6.7 给 出 由 4 级 移 位 寄存 器 生成 的 信号 。 
表 6.2 生成 可 能 最 大 长 度 PRBS 信号 所 需 的 移 位 寄存 器 反馈 结构 











级 数 反馈 律 长 度 
2 1XOR2 3 
3 1XOR3 or 2XOR3 7 
4 1XOR4 or 3XOR4 15 
5 2XOR5 or 3XOR5 31 
6 1XOR6 or 5XOR6 63 
7 1XOR7 or 3XOR7 or 4XOR7 or 6XOR7 127 
8 1 XOR2XOR7XOR8 255 
9 4XOR9 or SXOR9 511 
10 3XOR10 or 7XOR10 1023 
11 2XOR11 or 9XOR11 2047 


注 :“XOR” 代 表 蜡 或 门 ,“or” 表 示 可 能 的 不 同 反馈 律 ， 利 用 它 生成 的 序列 具有 相同 的 可 能 最 大 样本 长 度 。 








u(t) 
A 











T= NA T= NA 


图 6.7 4 级 移 位 寄存 器 生成 的 伪 随 机 二 值 信号 ， 最 大 长 度 〈 最 大 周期 ) 为 N=15 
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下 面 将 讨论 连续 时 间 PRBS 随机 信号 的 一 些 性 质 (Davies，1970) 。 时 钟 时 间 用 A 表示 。 
因为 它 是 周期 性 信号 ， 所 以 PRBS 就 变 成 了 确定 性 信号 ， 它 是 可 复 现 的 ， 并 可 调整 以 适应 于 
特定 的 过 程 。 由 于 它 的 自 相关 函数 (ACK) 准确 已 知 ， 因 此 确定 自 相 关 函 数 (ACK) 和 互相 
关 函 数 (CCF) 时 不 存在 固有 统计 不 确定 性 。PRBS 信号 的 离散 时 间 自 相关 函数 (ACF) 可 
写成 








» t=O 
u ea As<|tT<(N-1) (6.3.13) 
由 于 为 非 偶数 ， 所 以 存在 偏 置 量 - ozZN。 当 NRERIN, BARGER RE mR, PA 


考虑 DRBS AY AAR (ACF) 计算 ， 其 连续 时 间 自 相关 函数 (ACF) 为 
Rul) = «(1 - fin), o<in<a (6.3.14) 


Kk, PRBS 与 DRBS H) AHX žE (ACF) 具有 同样 的 形状 。 这 就 合理 解释 了 命名 伪 随 机 
的 由 来 。 由 于 该 信号 具有 周期 性 ， 因 此 其 自 相 关 函 数 (ACF) 也 具有 周期 性 ( 见 图 6. 8) 






































1 = 
a( (: ra) A), j vNA| <A 
Racer... (6.3.15) 
=» (AH UNM < |t| < (N= DA +vNA 
WO) 
A 








T=NA T=NA 


图 6.8 连续 时 间 伪 随机 二 值 信号 的 自 相 关 函 数 


通过 观察 信号 的 幅 值 分 布 情况 ， 可 总 结 以 下 特点 : 
© PRBS 信号 包含 (N+1)/2 次 幅 值 +a FCN -1)/2 次 幅 值 -a， 其 均值 为 





Wik) = = (6.3. 16) 
© 若 将 PRBS 信和 号 看 作 由 幅 值 分 别 为 a 和 -a 的 方 脉冲 拼接 而 成 ， 则 不 同 脉冲 长 度 出 
现 的 频次 为 
长 度 为 的 和 脉冲 LAH 
长 度 为 的 2 pap I 
长 度 为 的 3 pah GAEL (e> 1 
a=(: (6.3.17) 


KEHN 一 DA 的 脉冲 1 个 
长 度 为 n4 的 脉冲 1 个 


除了 长 度 为 (n -1)A、 幅 值 为 +a 的 脉冲 和 长 度 为 nA、 幅 值 为 -a 的 脉冲 是 单个 之 外 ， 幅 值 


a=|1 
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为 da 和 -=-a 的 脉冲 个 数 总 是 相等 的 。 





由 于 PRBS 具有 周期 性 ， 因 此 其 功率 谱 密 度 不 具有 连续 性 ， 而 是 一 














自 相关 函数 (ACF) 的 传 里 叶 变 换 ， 这 些 离散 谱 线 可 写成 
Salo) = [Ruder 
首先 ， 将 自 相关 函数 (ACF) 展开 成 传 里 时 级 数 (Davies, 1970) 
Ru(t) = > Cve wor 


V=00 



































HoF, WERA 


Tp 


1 2 ? 
voo) = 7, J „, Ru(De ordr 
一 


2 /F 
一 元 | Ruu(T) cos Vat dt 
Tp Jo 


利用 式 (6.3.13) 和 式 (6.3.14), ， 可 得 


2 全 N 
cv(ivwo) = nf. a 一 a 1H )) cos vwordr 


P 


Ti 
2 f2 a i 
-L 一 一 cos vwgtdt 
Tp Ja N 


Pers 1 N+1 
ann V@oA 一 Nava)? 


~ NA 
N i 1 
一 4 sin v@gA + Wide sin veo ) 
_ 2a?(N + 1) 
~ (NAvao)? 


: A\ 2 
_ @(N +1) (sin I 
= N2 van) 








(1 — cos vad) 
































Hers LAY HE 


—— (cos vA — 1) 


这 些 傅 里 叶 系数 都 是 实数 ， 进而 将 自 相关 机 ZU (ACF) 的 伟 里 叶 级 数 写成 














co 2(N 1 in vooA 
Ru(t) = D A 2 ) COS vwWoT 


N2 vaod 
2 


V=00 


将 上 式 代 入 式 (6.3.18), A 





vooA 
Sudan) = AY = ie ) so- von 
和 
S40) = SH Dsl) 


将 式 (6.3.23) 中 的 因子 记 作 O， 其 值 为 











+ vad 
Qva) = er) - 和 (+ HSE 





对 不 同 的 "=0,1,2,…, 因 子 0 的 变化 图 形 如 图 6.9 所 示 。 离 散 谱 具 有 如 下 的 性 质 : 


普 线 。 利 用 


(6.3.18) 


(6.3.19) 


(6. 3. 20) 


(6. 3.21) 


(6. 3. 22) 


(6. 3. 23) 


(6. 3.24) 


(6. 3. 25) 
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图 6.9 ”对 于 周期 时 间 为 7, = NA LN =15 的 PRBS 信号 ， 
其 离散 功率 谱 密度 的 O 因子 

















e 谱 线 间距 为 Aw =@, =2mZCNA) 。 
。 随 着 频率 增加 ， 谱 线 逐 渐 减 小 ， 并 在 vo, =2mj/X ,j=1,2,… 取 零 值 。 
e 根据 第 一 零 值 ( 见 图 6.9) ， 信 和 号 的 带宽 可 定义 为 


wg = = (6. 3. 26) 
© FIH Sulo) =S,,/2 Al (6.3.8) 式 ， 截 止 频 率 定 义 为 
We X zu (6.3.27) 


e 4 v=N/3 时 ， AF Qro) tE 0(0) 减 少 了 3 dB。 这 意味 着 在 低 于 如 下 频率 的 频段 上 
可 假设 功率 谱 密 度 为 常 值 


WB 2 元 
= 6.3.28 
3 3A ( ) 


图 6. 10 给 出 了 离散 功率 谱 密度 因子 0 随时 钟 时 间 A 的 变化 情况 ， 图 6. 10a 是 时 钟 时 间 
为 人 、 周 期 长 度 为 到 = NA 的 原始 PRBS 信号 Q 曲线 。 现 在 ， 在 不 同 的 假设 条 件 下 增加 时 
钟 时 间 : 

e 时 钟 时 间 A 增加 ， 但 周期 时 间 T, 保持 不 变 ， 图 6. 10b 给 出 A =2A, 时 的 Q 曲线 ， 即 


2 
Oman) = ?所 (1 se IGS) (6.3.29) 
1 


Nı kao, 
- 谱 线 间距 Aw =27/T, 保持 不 变 。 
-第 一 零 值 位 于 w =2m/A， = mA ， 即 该 零 值 在 较 低 的 频段 达到 。 
— 谱 线 较 少 ， 但 幅 值 较 高 〈 总 功率 近似 为 常数 ) 。 


W3dB = 
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e 时 钟 时 间 A 增加 ， 但 周期 长 度 NN 保持 不 变 ， 图 6. 10c 给 出 入 =2A, 时 的 0 曲线 ， 即 
1 sin A 2 
Ola) = “(1 + x (= rah ) (6. 3. 30) 


- 谱 线 间距 Aw =2m/(2N,A,) =7/(N,A,) B/N, 
-第 一 零 值 位 于 w =20/A, = T/A ， 即 该 零 值 在 较 低 频段 达到 。 
- 谱 线 较 多 ， 但 幅 值 相等 。 
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6.10 ”对 于 不 同 周期 长 度 N 和 不 同时 钟 时 间 A 的 PRBS 信和 号 ， 
其 离散 功率 谱 密 度 的 Q 因子 

在 上 述 两 种 情况 下 ， 对 该 参数 进行 研究 表明 ， 通 过 增加 时 钟 时 间 A 可 以 较 大 强度 地 激 
励 较 低 频段 的 动态 特性 。 相 对 于 过 渡 过 程 时 间 ， 当 周期 时 间 7, 取 较 大 值 时 ， 对 于 和 <N, 
HN 比较 大 ，PRBS 信和 号 的 自 相关 函数 (ACF) 将 接近 于 式 (6.3.5) 给 出 的 DRBS 自 相 关 
函数 (ACF) ， 其 直流 分 量 -a /VN 小 到 可 以 忽略 。 此 时 ， 可 以 利用 该 简化 形式 的 DRBS 自 相 
关 函 数 来 确定 脉冲 响应 。 另 外 ， 如 果 时 钟 时 间 A 小 于 动态 过 程 总 的 时 间 常 数 ， 则 有 
Pult) ~ a? A8(t) (6. 3.31) 





N 























其 功率 谱 密 度 为 
Suo ~ a?ı (6.3.32) 
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脉冲 响应 可 写成 

g(t) = -Rs (6.3.33) 
这 类 似 于 利用 白 噪 声 输入 激励 系统 的 情况 ， 见 式 (6.2.16). 87.2.1 节 将 讨论 离散 时 间 信 
号 的 去 卷 积 运算 。 

在 这 种 情况 下 ， 可 根据 第 6. 2. 3 节 的 论述 ， 对 扰动 n(i) 造 成 的 估计 误差 进行 分 析 。 但 
需 注 意 到 ， 由 于 PRBS 具有 确定 性 ， 因 此 其 互相 关 函 数 (CCP) 估计 不 存在 式 (6.1.8) 所 
示 的 固有 不 确定 性 ， 所 以 式 (6.2.32) 中 的 oz WE. 

对 于 PRBS 自由 参数 a、 和 A 和 WN 的 选择 ,下面 的 经 验 规 则 可 能 会 有 帮助 : 

o H(A a 要 尽 可 能 选 大 些 ,使 输出 信号 受 给 定 噪声 n(t) 的 扰动 尽 可 能 小 。 但是， 需要 

考虑 过 程 对 输入 u(t) 和 输出 y(1) 的 限制 。 

o 时 钟 时 间 A 应 该 尽 可 能 选 大 些 ， 使 得 对 给 定 的 幅 值 c， 信 和 号 的 功率 谱 密度 S,,(w) 尽 可 

能 大 。 如 果 根 据 式 (6.2.16) 给 出 的 简化 方法 确定 脉冲 响应 ， 则 相应 的 估计 会 不 正 
确 ， 并 产生 式 (6.2.20) 的 误差 。 因 此 ,测试 信号 的 截止 频率 w, = 1/A 不 能 太 小 ， 
为 此 和 也 不 能 选择 得 太 大 。 建 议 选 择 和 <7/5， HET 是 感 兴趣 过 程 的 最 小 时 间 
常数 。 
© 周期 时 间 T, = NA 不 能 小 于 所 研究 系统 的 过 渡 过 程 时 间 Fw ， 这 样 才 不 会 使 脉冲 响应 佑 
计 产 生 重合 。 建 议 选择 7, 二 1. 57,;。 

PRBS 信号 的 周期 数 W 要 根据 所 需 的 总 测量 时 间 7 = MT, = MNA 来 确定 。 在 信和 号 参数 a、 
A ALN 给 定 的 情况 下 ， 总 的 测量 时 间 主 要 取决 于 信 噪 比 ， 见 第 6. 2. 3 市 。 

对 于 离散 时 间 PRBS， 时 钟 时 间 A 的 选择 与 采样 时 间 T, 的 选择 是 有 关联 的 ， 因 为 A 只 
能 取 采 样 时 间 的 整数 倍 ， 即 



































à= uTo, u= 1,2,... (6.3.34) 

对 于 从 =1 和 比较 大 的 W， 离 散 时 间 PRBS 的 特性 接近 于 离散 白 噪声 。 如 果 通 过 选取 从 =2 ,3， 
…， 以 增加 时 钟 时 间 A, ZEN AT, 均 为 常数 的 情况 下 ， 会 增强 对 低频 的 激励 。 文 献 ( Pinte- 
lon and Schoukens, 2001) 指出 ，PRBS 信号 不 是 特别 适用 于 确定 频率 响应 函数 ， 因 为 它 不 具 
A 2" 这 种 适用 于 快速 傅 里 叶 变换 的 理想 周期 长 度 。 最 后 就 PRBS 信号 可 否 用 于 非 线 性 系统 
给 个 补充 说 明 ， 使 用 PRBS 信号 一 般 不 能 发 现 输入 端的 非 线 性 特性 ， 也 就 是 说 对 诸如 Ham- 
merstein 模型 是 不 适用 的 ， 见 第 18 章 。 

文献 (Ljung, 1999) 描述 了 一 种 产生 RBS 信和 号 的 不 同方 法 : 首先 ， 利 用 成 形 滤波 器 ， 
对 零 均值 高 斯 白 噪 声 信 号 进行 滤波 ， 以 产生 具有 适当 频率 成 分 的 测试 信号 ; 然后 ， 只 保留 所 
产生 信号 的 符号 ， 并 根据 需要 对 测试 信号 的 幅 值 进行 标 度 变换 。 可 是 ， 这 种 非 线性 操作 会 改 
变 信和 号 的 频率 成 分 ， 为 此 需要 分 析 所 获 RBS 信号 的 频谱 ， 以 确保 信号 的 适用 性 。 

离散 时 间 的 广义 随机 二 值 信号 (GRBS) 

广义 随机 二 值 信 号 (GRBS) (Tulleken，1990) 是 随机 二 值 信 号 的 一 种 推广 形式 。 对 于 
离散 随机 二 值 信号 ， 假 设 幅 值 变化 是 随机 的 ， 即 在 每 一 时 刻下 ， 信 和 号 幅 值 保持 不 变 的 概率 为 
50% ， 幅 值 发 生变 化 的 概率 也 为 50% 。 对 于 这 种 信号 来 说 ， 其 幅 值 不 可 能 长 时 间 保 持 不 变 。 

因此 广义 随机 二 值 信号 引入 另外 一 个 变量 ， 用 于 描述 信号 值 发 生变 化 和 保持 不 变 的 概 
率 。 下 面 ,假设 信号 值 保持 不 变 的 概率 为 p， 使 得 
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P(u(k) = u(k —1)) = p (6. 3.35) 
P(u(k) #u(k — 1)) = (1-p) (6. 3. 36) 
脉冲 长 度 的 期 望 值 为 


E{Tp} = X (kT0)p* IC - p) = 


1 
k=1 
从 上 式 看 出 ， 如 果 p 增加 ， 就 会 频繁 出 现 具有 较 长 脉冲 长 度 的 信号 。 然 而 ， 它 与 PRBS 信号 
的 重大 区 别 是 ， 总 能 出 现 长 度 为 T 的 脉冲 。 对 PRBS 信和 号 来 说 ， 最 小 的 脉冲 长 度 取决 于 
IT。 无 限 长 的 GRBS (FS AY AIR KAA 





6.3.37 
(6.3.37) 








Ruu(r) = a?(2p = pe (6.3.38) 
其 功率 谱 密 度 为 
(1 — B)?To 
uu = nn; 一 2 = 1 . . 
S [2p vos wr 4 Ba b=2p (6. 3.39) 


PRBS 信号 和 GRBS 信号 的 频谱 比较 如 图 6. 11 所 示 。 从 该 图 可 看 出 ，GRBS 信号 激励 的 频率 
范围 比 PRBS 信和 号 更 宽 。 由 于 PRBS 信号 具有 周期 性 ， 因 此 其 频谱 零 值 出 现在 较 低 的 频段 上 
(Zimmerschied, 2002) 。 





|u(icr)| [-] 





0 a 10 15 20 
o [rad/s] 





图 6.11 PRBS 信号 (uT,=1s, a=1, N=15) 和 GRBS 信号 (Tu =0.1s, p~0.9) 
的 频谱 比较 (Zimmerschied, 2002) 
幅 值 调制 的 PRBS 和 GRBS 
PRBS ( 见 第 6.3 节 ) 和 GRBS ( 见 第 6.3 节 ) 并 不 适用 于 非 线 性 系统 辨识 ， 因 为 它们 
所 产生 的 wu(%) 只 取 两 个 不 同 值 ， 因 此 不 能 在 整个 输入 范围 (kk) © (ua Un) EOP HE 
系统 ， 所 以 必须 采用 一 种 测试 信号 ， 不 仅 激 励 频 率 有 变化 ， 而 且 激 励 幅 值 也 有 变化 。 这 意味 
着 需要 考虑 更 多 的 设计 参数 ， 比 如 文献 (Doyle et al, 2002) : 
© 输入 序列 长 度 N。 
o 输入 幅 值 范围 u(k) E (u) o 
o 输入 幅 值 u(%) 的 分 布 。 
o 生成 信号 的 频谱 或 形状 。 
PRBS 信号 或 GRBS 信和 号 可 以 用 作 研 究 非 线性 激励 信号 的 基础 。 在 许多 应 用 中 ， 已 证 实 
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它们 是 很 好 用 的 ， 且 信和 号 特性 已 为 人 们 所 熟知 。 为 了 设计 适用 于 非 线性 系统 的 输入 序列 ， 一 
种 简单 而 直接 的 扩展 方法 如 下 : 

首先 ， 利 用 PRBS 或 GRBS 信和 号 确定 每 一 脉冲 的 长 度 ， 然 后 从 预先 定义 好 的 幅 值 集合 中 
选取 脉冲 的 幅度 。 这 时 需要 对 u. ~ wu, 的 输入 范围 进行 等 区 间 划 分 ， 且 每 次 取 值 只 取 幅 值 
集合 中 的 单一 值 。 另 一 种 方法 是 利用 随机 数 发 生 器 ， 在 uj, ~ ui 区间 内 随机 选取 wu(%) 值 。 
虽然 所 获得 的 测试 信号 的 幅 值 分 布 和 频率 分 布 在 整个 工作 范围 上 是 不 均匀 的 ， 但 对 充分 长 的 
测试 信号 序列 ， 它 不 会 造成 严重 的 影响 ， 见 图 6. 12。 

u(t) 





























Umax 








图 6.12 幅 值 调制 的 伪 随 机 二 值 信号 (APRBS) 





APRBS 信号 或 AGRBS 信号 的 自 相关 函数 (ACF) 非常 类 似 于 PRBS 信号 或 GRBS 信号 
的 自 相关 函数 ( ACF)。 根 据 文献 (Pearson, 1999), AGRBS 信号 的 自 相关 函数 (ACF) 可 
写成 
Rault) = u? + 07 p(t) (6. 3. 40) 
EP, 为 信号 的 均值 ，o? 为 信和 号 的 方差 。 与 式 (6.3.38) 对 比 可 知 ， 上 和 式 第 二 项 与 GRBS 
言 号 的 自 相 关 函 数 (ACF) 有 关 (Zimmerschied，2002)。 图 6. 12 是 幅 值 调 制 伪 随机 二 值 信 
号 的 一 个 例子 。 








6.4 闭环 下 的 相关 分 析 


如 果 如 图 6. 13 所 示 的 受 扰 过 程 G, 工作 在 闭环 下 ， 则 由 于 反馈 回路 和 控制 咒 C. 的 作用 ， 
过 程 输入 ult) 与 扰动 a(t) 是 相关 的 。 在 这 种 情况 下 ， 利 用 互相 关 函 数 R,,(7) 通 常 不 可 能 确 
定 过 程 的 动态 特性 ， 它 与 测试 信号 加 到 控制 回路 的 位 置 无 关 。 然 而 ， 如 果 还 试图 使 用 前 面 所 
述 的 方法 来 辨识 模型 ， 那么 负 时 刻 的 脉冲 啊 应 通常 会 出 现 非 零 值 (Godman and Reswick, 
1956; Rödder, 1973, 1974). 




















II 
































图 6.13 闭环 下 相关 分 析 方 块 图 
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如 果 过 程 输入 和 输出 与 外 部 测试 信号 w(t) 进行 相关 运算 ,那么 过 程 的 动态 特性 是 可 以 
SHAN, UN, A 
Ryu(t) = E{w(t 一 t)uo(t)} + E{w(t 一 t)up(t)} 
=0 
HP, u(t ARK w(t) PH w(t) 激励 的 部 分 ，u, (2) 代表 由 n(i) PHD Ee tl as OT PAE AY BB SP 
由 于 扰动 与 设 定点 不 相关 ， 由 此 可 得 
Ryy(t) = E{w(t 一 t)yo(t)} + Elw(t _ t)n(t)} 


(6.4.1) 
































(6.4.2) 
=0 
利用 R,,(7) ， 可 获得 脉冲 响应 gw(r) ， 再 应 用 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 传递 函数 
us) _ Gc A 
wwa) LEG (6.4.3) 
经 过 类 似 的 推导 ， 可 以 根据 相关 函数 R (r), KOMA g (7) 及 其 传递 函数 
GcGp 
Guy = 110 (6.4.4) 
利用 上 述 两 个 传递 函数 ， 可 推导 出 6, 为 
Gp = as (6. 4.5) 


然而 ， 如 果 过 程 在 u(t) 和 y(t) 之 间 没 有 受到 其 他 扰动 ， 并 且 测 试 信号 从 合适 的 位 置 加 
到 控制 回路 上 ， 那 么 该 过 程 的 辨识 可 以 是 无 误差 的 (Rödder, 1974), 





6.5 小 结 


利用 随机 测试 信号 或 伪 随 机 测试 信号 的 相关 分 析 方 法 ， 可 以 估计 得 到 线性 过 程 的 非 参数 
模型 。 如 果 过 程 是 由 有 色 或 白色 输入 信号 激励 的 ， 这 些 方法 能 用 于 实时 在 线 辨 识 ， 以 获得 过 
程 的 脉冲 响应 估计 。 对 于 白 噪声 输入 信号 ， 脉 冲 响应 估计 与 互相 关 函 数 (CCF) 成 正比 。 由 
于 平稳 信号 的 互相 关 函 数 (CCF) 能 自动 将 有 用 信号 和 噪声 分 离 ， 因 此 即使 存在 较 大 的 扰动 
和 不 利 的 信 品 比 ， 这 些 方法 仍然 可 以 使 用 ， 唯 一 的 要 求 是 测量 时 间 要 充分 长 。 虽 然 在 某 些 条 
件 下 有 可 能 使 用 自然 噪声 作为 测试 信号 ， 但 是 不 大 建议 使 用 。 在 实际 应 用 中 ， 一 般 最 好 使 用 
人 为 的 测试 信号 。 伪 随机 二 值 信号 (PRBS) 已 得 到 广泛 应 用 ， 因 为 这 种 信号 易于 设计 和 生 
成 ,其 自 相 关 函 数 (ACF) 计算 简单 ， 能 够 直接 用 于 辨识 脉冲 响应 。 除 了 伪 随 机 二 值 信号 之 
外 ， 本 章 还 介绍 了 广义 随机 二 值 信号 。 与 在 低频 段 有 零 幅 值 谱 的 伪 随 机 二 值 信 号 相 比 ， 广 义 
随机 二 值 信号 能 激励 更 宽 的 频率 范围 。 关 于 非 线性 系统 的 激励 ， 如 果 要 辨识 过 程 的 非 线 性 特 
性 ， 二 值 信号 是 不 适合 用 作 激 励 信号 的 ， 因 为 二 值 信号 不 能 履 盖 整个 输入 范围 ve (u,., 


u max ) o 



































习题 


6.1 自 相 关 函 数 
描述 白 噪 声 和 转折 频率 为 A =1 Hz 的 一 阶 滤波 宽带 噪声 的 自 相 关 函 数 的 形状 。 
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6.2 HEIER KZŽ 

利用 习题 6. 1 ta STE Ai a's , BRERA G(s) =K/(1+Ts) (其 中 K=1, T 
=0.2s) AWY—Brablte, WIAA A M h EAA eA (CCF) 。 

6.3 离散 随机 二 值 信号 

计算 a =2V 和 入 =2s 的 离散 随机 二 值 信号 的 自 相关 孙 数 (ACF)。 

6.4 相关 分 析 

如 果 过 程 GC, 的 控制 回路 没有 断 开 ， 即 系统 工作 在 闭环 状态 下 ， 试 描述 如 何 测量 过 程 的 
频率 响应 。 已 知 条 件 是 设 定点 w(t) 可 以 自由 选择 ， 控 制 变 量 wu(t) 和 (扰动 ) 输出 y(t) 是 可 
测 的 。 目 前 已 有 许多 可 用 的 相关 软件 用 于 计算 相关 函数 和 傅 里 叶 变换 。 试 描述 确定 频率 响应 
的 整个 过 程 ， 以 及 哪些 相关 函数 需要 计算 ? 如 何 确定 连续 时 间 的 频率 响应 。 

6.5 ”离散 随机 二 值 信号 和 伪 随 机 二 值 信号 

试 就 以 下 几 个 方面 讨论 离散 随机 二 值 信号 和 伪 随 机 二 值 信号 的 差别 : 可 重复 生成 、 均 
值 、 自 相关 函数 、 功 率 谱 密度 和 周期 性 。 
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第 7 i 
离散 时 间 模 型 的 相关 分 析 





基于 前 面 第 6 童 论述 的 连续 时 间 情 况 的 相关 分 析 原 理 ， 本 章 将 更 加 详尽 地 讨论 离散 时 间 
的 情况 ， 这 种 情况 需要 在 数字 计算 机 上 实现 。 连 续 时 间 信 号 和 离散 时 间 信 号 处 理 的 差别 很 
小 ， 仅 是 相关 函数 的 计算 有 所 不 同 ， 其 主要 的 区 别 在 于 连续 时 间 积 分 用 离散 值 求 和 替代 。 在 
第 7. 1 市 中 还 会 再 次 讨论 相关 函数 的 估计 ， 不 过 这 次 讨论 将 重点 分 析 有 限 长 度 信 号 采样 的 情 
况 及 随后 出 现 的 固有 估计 不 确定 性 问题 。 在 这 节 中 还 将 讨论 一 种 相关 函数 计算 的 快速 实现 方 
法 。 对 在 线 应 用 来 说 ， 更 有 用 的 是 实现 相关 函数 的 递 推 估计 。 第 7.2 节 论 述 离散 时 间 情 况 下 
线性 动态 采样 系统 的 相关 分 析 。 在 前 一 章 第 6.3 节 中 已 经 讨论 过 的 二 值 测试 信号 ， 它 非常 适 
合用 作 去 卷 积 运算 的 测试 信号 ， 本 前 对 此 只 作 简 短 讨论 。 

















7.1 相关 函数 估计 


7.1.1 HAK 
根据 式 (2.4.3) ， 对 于 离散 时 间 为 大 =1T =0,1,2,…、 采 样 时 间 为 也 的 离散 时 间 平 稳 
随机 过 程 x(k) ， 其 自 相 关 函 数 (ACF) 定义 为 


N 
Rxx(T) = E{x(k)x(k + 7)} = dim 方 > x(k)x(k + r) (7.1.1) 
k=1 


在 这 种 简单 的 情况 下 ， 假 设 测 量 周期 是 无 限 长 的 。 然 而 ， 信 和 号 的 数据 记录 长 度 总 是 有 限 的 。 
后 面 有 趣 的 是 ， 基 于 有 限 长 度 N 和 恒定 采样 时 间 7, 的 数据 点 序列 来 估计 信和 号 x(%) 个 体 样本 
PR Ch) | 的 自 相 关 函 数 (ACF) 可 能 达到 的 精度 。 根 据 式 (7. 1. 1) ， 自 相关 函数 (ACF) 
的 估计 可 写成 





N-1 


Rute) ~ RNC) = Ok +0 (7.1.2) 
k=0 
Skim, MR (k) REA RKE OSASN-1 上 进行 采样 ， 则 有 
N-1-|t| 
Ra = D xk tle), O< l< N= 1 (7. 1.3) 


k=0 
因为 当 <0 且 kh>N-1 时 , x(k) =0, 或 当 k>N-1-|7| 时 , x(k+ |r|) =0。 在 这 种 情况 
FTF, RAN - |7| 项 乘积 ， 因 此 可 以 采用 另外 一 种 蔡 代 的 估计 形式 
732 


N-1-|t| 
A 1 
č =, 
Ru) = Foy x x(k)x(k + |r), O<|t]<N—-1 (7.1.4) 


式 中 ， 求 和 后 除 以 有 效 项 数 W- |r lo 
现在 的 问题 是 上 面 的 这 两 种 估计 哪 一 种 更 好 ? 为 了 研究 这 个 问题 ,假设 Elx(k)| =0， 
那么 在 区 间 0 大 jrj 和 YY-1 上 这 两 个 佑 计量 的 期 望 值 可 以 写成 





1 N-1-|t| ] N-1-|t| 
ERO} = 方 2 Exe +lDp= a % Rum) 
k=0 (7.1.5) 
= (1-5 Rute) = Rute) + bie) 
和 
E{A(D} = R(T) (7.1.6) 


AR (7.1.5) 可 以 看 到 ， 当 采样 长 度 W 有 限时 ,该 估计 存在 系统 误差 (7) (偏差 ) AH 
E, 4No>oA|TIX NIN, BiRBAS, MA 
im ER} = Run), [te] < N (7.1.7) 
因此 这 种 估计 是 一 致 的 。 然 而 ， 对 于 有 限 的 测量 周期 Y， 式 (7. 1.4) 也 是 无 偏 估计 。 
如 果 信号 服从 高 斯 分 布 ， 根 据 下 节 所 介绍 的 互相 关 函 数 方差 ， 可 以 导出 式 (7.1.2) 的 
估计 方差 为 





























A 2 
Nm, var Ryxx(T) = slim EUR“) 一 Rxx(7)) } 


a (7.1.8) 
= m >> (R%(v) + Rxx 十 T)Rxx( 一 t)) 
v=—(N-1) 





该 式 表 明 自 相关 函数 估计 具有 固有 不 确定 性 ， 见 第 6 章 。 如 果 自 相关 函数 是 有 限 的 ， 且 
Ejx(k)} =0， 则 当 N 一 o 时 ， 该 方差 为 零 。 因 此 ， 利 用 式 (7.1.2) 计算 的 自 相 关 函 数 
(ACF) 估计 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 根 据 式 (7.1.8), SN 较 大 时 ,对 下 面 几 种 特殊 情况 ， 
可 以 推导 出 这 个 结论 。 





eT =0: 
7 2 N-1 
vat R(t) & DRE) (7.1.9) 
§=—(N-1) 
如 果 x(k) HARE, 
var Ry (0) ~ RO = (x2(K))” (7.1.10) 
o RKT: MUR, (7) ~0, A 
R20) > Raw + 1) Rax(v — 1) BL Ryx(t) ~ 0 2110) 
为 此 可 得 到 
i 22 
var x (T) © we R2 (v) (7.1.12) 
根据 式 〈7. 1. 10) 和 式 〈7.1. 11) ， 进 一 步 可 得 到 
var R.(0) ~ 2 var R(t) (7.1.13) 
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El 7 较 大 时 的 方差 是 r = 0 时 方差 的 一 半 。 
对 式 (7.1.4) 的 无 偏 估计 , È (7.1.9) PR N ZHN- |r| 替 换 ， 由 此 对 于 有 限 的 
N, Æ 


var R! (t) = var (Rxx (7)) (7.1.14) 


N 
N-kl 
由 上 式 可 知 ， 当 |7| >0 时 ,无 偏 估计 的 方差 更 大 些 ， 当 |7| 一 NN 时， 无 偏 估计 的 方差 趋 于 无 
穷 。 因 此 ， 通 常 还 是 采用 式 〈7. 1.2) 的 有 偏 估计。 表 7.1 汇集 了 这 两 种 估计 的 主要 性 能 。 

因为 假设 Elx(k)} =0， 因 此 所 有 的 式 子 都 可 以 类 似 地 用 于 自 协 方差 函数 C、(7) 的 估 
计 。 当 为 有 扰动 n(1) 难 加 时 ,第 6. 1 节 中 的 考虑 同样 适用 。 


表 7.1 自 相关 函数 的 估计 性 能 














估计 N 有 限时 的 偏差 NN 有 限时 的 方差 No 时 的 偏差 
Ryx (7) rn) var( Rx (7)) 0 
Ry (7) 0 en) 0 


7.1.2 TAKA 
根据 式 (2. 4. 4) ， 两 个 离散 时 间 平 稳 过 程 的 互相 关 函 数 定义 为 


1 N-1 
Ryy(t) = E{x(k)y(k + 1)} = vim 7 2 x(k)y(k + 7) = Efx(k — t)y(k)} (7.1.15) 
比照 式 (7. 1.2) ， 互 相关 函数 的 估计 可 写成 
N-1 
Ry(c) ~ RN) = 二 = x(k)y(k + 7) (7. 1. 16) 
FR -(N-1)<7r<N-1, 有 
1 N-1-t 
过 > x(k)y(k +7), 0O< t< N-1 
R(T) = Pa (7.1.17) 
六 Yo x(OyK+D，-(W-D<r<0 
天 一 一 7 


因为 当 h<0 和 k>N -1 时 ， 有 y(k) =0 和 x(k) =0。 对 比 式 (7.1，5) ， 互 相关 函数 估计 的 
期 望 值 写 成 


E{Ryy(t)} = (: = K) Rxy(7) (7.1.18) 
对 有 限 的 测量 时 间 N， 这 种 估计 是 有 偏 的 。 只 有 当 Non 时 偏差 才 会 为 零 ， 即 有 
„im Ef) = Ruv(r) (7.1.19) 

















如 果 式 (7.1.17) 右边 除 以 N - |jr7| ， 而 不 除 以 W， 则 互相 关 函 数 估 计 对 有 限 的 测量 周期 也 
是 无 偏 的 ， 但 其 方差 也 像 相 应 自 相 关 函 数 估 计 那 样 反 而 会 增 大 。 

下 面 讨论 式 (7.1.17) 的 方差 。 文 献 (Bartlett, 1946) 第 一 次 研究 了 这 种 方差 的 计算 
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(NEAR FASE PR) 。 
Ht AAA SE PB BH ae SL 


var R(t) = E{(R RD 一 Rs(nD) = E{(Ry(x)) } = Ruw(D) 


式 中 利用 了 式 (7.1.19) 的 结果 。 进 而 ， 将 上 式 右 边 期 望 值 项 写成 


N-1N-1 


E{(Ry())} =a > >》 xy + xk yk 十 可 


k=0 k’=0 


(7.1.20) 


(7.1.21) 


为 了 简化 符号 ， 将 采用 式 (7.1.15) 的 上 下 限 ， 而 不 用 式 (7.1.17) 的 上 下 限 。 现 假设 > 











(Ek) 和 y(k) 均 服从 高 斯 分 布 ， 此 时 式 (7.1.21) 包含 4 个 随机 变量 ， 
根据 文献 (Bendat and Piersol，2010) ， 这 些 变量 满足 











TEAR zi Be 


E{z1,22,23,24} = Eizı,22}E{z3,24} + E{zi,z3}E{z2. 24} 


| 


— E{z1,24}E{z2, Z3} — 2Z1 Z2 23 Za 
E/x(k)} =0 BRE{y(k)} =0, NM 
Elx(k)y(k + t)x(k’)y(k’ + 1)} 


= R2(t) + Rex(k! — K)Ryy(k' — k) + Ray (kl — k + 1) Ryg lk’ 


将 式 (7.1.23) 代入 式 (7.1.21), A 


N-1N-1 


var Ryy(t) = wi >. (R a(k’ SIRE — k) 


k=0 k’=0 
ERS ke ORE 一 大 一 9) 
Gk kag, LIER 


N-1N-1-k 


-k- 


var Ryy(t) = a > >》 (Ra Ry) + Ry (E + RED) 


k=0 &=—-k 


上 式 的 和 项 记 作 F(E), a 1。 








可 得 





N-1N-1-k N-1- 一 E N-1 

> > F()= > > Fé) 》 1 

k=0 €=-k k=0 é=—(N-1) k=-£ 
右 三 角 左 三 角 


0 


N- 
Swe HFÖ+ Yo NIFE) 
£=0 


&=-(N-1) 
N- 
= > (N — EDF) 
§=—(N-1) 





图 7.1 & (7.1.25) 的 求 和 面积 


、23 和 z4 6 


(7.1.22) 


(7.1.23) 


(7.1.24) 


(7.1.25) 


(7.1.26) 
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由 此 , 式 (7.1.25) 可 成 


1 N-1 

vat Rye) = (1- )R dR + RoE + ORWE=D) (7.1.27) 

&=—(N-1) 

RART 
N-1 

: A _ d 

gm var Rxy(r) = Am N > (Rxx(E) Ryy(E) + Ry(E + 1) Ryx(E — 1)) (7.1.28) 
&=—-(N-1) 


该 方差 取决 于 两 个 随机 信号 的 统计 性 质 ， 它 表示 互相 关 函 数 (CCF) 具有 的 固有 不 确定 性 ， 
见 第 6. 1 节 。 当 NW 一 ww 时 ,车 相关 函数 为 有 限 的 ， 且 lx(k)) =0 或 Eiy(k)| =0， 则 方差 
变 成 零 。 因 此 ， 对 于 高 斯 分 布 的 信号 而 言 ， 利 用 式 (7.1.17) 得 到 的 互相 关 函 数 估计 在 均 
方 意义 下 是 一 致 的 。 在 另外 又 加 有 扰动 的 情况 下 ,第 6.1 节 中 的 考虑 仍然 适用 。 


7.1.3 ”相关 函数 的 快速 计算 
因为 相关 函数 的 计算 通常 要 用 到 大 量 的 数据 点 N， 所 以 需要 讨论 高 效率 的 计算 算法 。 下 


面 讨 论 的 算法 是 以 快速 传 里 叶 变换 LS 3.1.3 节 ) 为 基础 的 (Kammeyer and Kroschel, 
2009) ， 它 利用 有 偏 的 相关 函数 估计 式 
N—1—|z| 
R(t) = dX x(k)x(k + |), O<|t]}< N-1 (7.1.29) 
该 式 也 就 是 式 (7. 1.3) ， 它 在 时 域 中 表示 成 卷 积 ， 在 频 域 中 可 表示 成 乘积 。 
用 补 零 的 办 法 将 信号 x*(%) 的 总 长 度 扩充 成 I， 即 
































该 信号 的 自 相关 丽 数 估 计 可 重 写成 
N-1-|t| L-1-|t| 
Rel) = 5 二 x(x + Ie) = > sx +) (7.1.31) 


由 于 自 相关 函数 的 对 称 性 ， 即 有 及 (~r) =R (z) ， 因 此 只 需要 计算 70 的 函数 值 。 所 以 
可 假设 + >0， 从 而 去 掉 绝 对 值 符号 
L-1-t 
kolo = Lo uhr +0) 


an (7.1.32) 


1 L-1 1 L-1 
=7 Zub — 1x10) = 7 Lace — v))xL(v) 


因为 对 于 - (7 -2) <0， 也 就 是 "<7r， 有 xw(-(7-2))=0， 因 此 求 和 的 索引 可 以 从 "=0 开 
始 ， 而 不 从 v=7 开始 。 由 于 xj( - (r-o) =0, 使 得 在 区 间 0<v<7 内 求 和 值 为 零 ， 所 以 这 
部 分 的 和 值 对 求 和 没有 贡献 。 为 此 对 于 0< |r| SN-1, A 


1 L-1 
— Y xr(-(e —»))xz(v) 


er (7.1.33) 


= Sank) x1) 


Reta = 
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该 式 表 示 信 号 x,(k) 和 wx,( -有 ) 的 卷 积 。 这 个 卷 积 在 频 域 中 可 用 简单 的 乘法 来 计算 。 所 以 自 


相关 函数 的 计算 过 程 是 ， 先 将 序列 x(k) M x, 
乘 ， 最 后 再 将 乘积 变换 回 时 域 。 虽 然 这 个 计算 
快速 傅 里 叶 变 换 的 高 效 性 ， 这 样 的 计算 受益 会 
虽然 用 零 来 扩充 信号 初 看 起 来 好 像 有 点 主 
离散 傅 里 叶 变 换 对 来 计算 相关 函数 ， 那 么 之 所 

图 7. 2a 给 出 相关 函数 的 常规 计算 ， 
-1 内 相 乘 。 这 样 利 用 傅 里 叶 变换 计算 两 个 序 

， 如 果 序 列 有 N 个 数据 点 ， 卷 积 求 和 的 索引 总 
使 信号 “TI ! 现 周期 性 重复 ， 即 对 于 ; p= 



































图 7.2b 中 ， 黑 圆 代表 原始 数据 点 ， Fa de 上 
利 影响 ， 一 种 补救 的 办 法 是 额外 将 零 引 入 信号 ， 


ee ee Hy ee re 














( —k) BSH BI it, AI Pa EL a AH 
NEAR RAR RE, Ate, HET 
很 大 ， 见 第 3 章 。 

观 ， 但 是 通过 观察 图 7.2， 并 注意 到 可 以 利用 
以 这 样 做 的 理由 也 就 很 清楚 了 。 











信号 序列 与 其 时 间 平 移 的 相应 序列 在 区 间 7 SSN 


列 的 卷 积 会 遇 到 两 个 问题 ， 也 见 图 7.2b: 第 
\ 是 要 从 0 到 N -1; 第 二 ， 离 散 傅 里 叶 变 换 
, Ax(k+iN) =x(k) 天 0。 在 
重复 的 数据 点 。 为 了 避免 周期 性 重复 的 不 
WLAN 7.2c, SRE, X LEN + max7 个 数据 点 


























求 和 ， 其 中 附加 引入 的 零 数 据点 会 对 测 
作用 。 


量 区 | 




















司 之 外 信和 号 重复 所 产生 的 不 利 影响 起 到 抑制 


































































































求 和 范围 求 和 范围 
x(k), l KON | 
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图 7.2 相关 函数 的 计算 
a) 常规 信号 卷 积 b) 周期 重复 信号 卷 积 c) 补 零 的 周期 重复 信和 号 卷 积 
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综 上 所 述 ， 如 果 采 用 FFT 来 计算 信号 x(k) 的 频 域 描述 ， 信 号 就 会 在 测量 区 间 之 外 出 现 
周期 性 重复 ， 此 外 求 和 总 是 在 V 个 或 过 个 数据 点 的 全 区 间 上 进行 。 通 过 附加 引入 零 数据 ， 
将 数据 扩充 成 任意 长 度 

L>N-+maxt (7.1.34) 
这 样 可 以 避免 由 离散 时 间 信 号 傅 里 叶 变 换 引 起 周期 性 重复 所 造成 的 误差 。L 的 选择 可 以 任意 
大 ,或 顺便 可 选择 成 2 或 4 的 次 窜 长 度 ， 以 便 应 用 高 效率 的 快速 傅 里 叶 变 换算 法 。 需 要 注意 
的 是 ， 对 7 >N -1 的 计算 结果 必须 舍 去 ， 因 为 它们 是 无 效 的 。 
现在 ， 自 相关 函数 可 按 下 式 计算 























Bald) = yy DFT {DPT {xz (—k)} DFT {xz 0} 
(7.1.35) 
= ere, 


这 样 ， 自 相关 函数 的 计算 就 描述 成 频 域 中 的 问题 ( Kammeyer and Kroschel, 2009; Press 
et al, 2007) 。 进 一 步 采 用 一 些 技巧 可 以 加 快 相关 函数 的 计算 ， 如 对 较 小 的 数据 块 重复 应 用 
Eo (Rader, 1970). 
面 将 讨论 两 个 信号 x(k) M yk) WERKA ae, A AR KE A TEE 
ee 般 的 情况 中 。 在 这 种 情况 下 ， 感 兴趣 的 是 对 0< |7|<N -1 计算 信和 号 x(k) 和 y 
(k) 的 互相 关 函 数 估计 

















N-1-|t| 
Ro = E Ok +e) = * 1.) (7.1.36) 

k=0 

时 域 中 的 映像 将 会 引起 频 域 中 的 映像 
xL(-k) o—e xz (一 io) (7.1.37) 


通常 情况 下 ， 数 据 集 长 度 N 比 感 兴趣 的 7 的 最 大 值 要 大 得 多 ， 利 用 这 点 可 以 加 快 相关 
函数 的 计算 。 同 样 的 技术 还 可 以 用 于 快速 卷 积 计算 。 将 时 间 序 列 x(k) 和 y(%) 拆 分 成 


x(n+iM),0<n<M-—-1,i=0,1,2,°: 


“i= 10, M <n<2M-1 


(7.1.38) 


且 
yi = ynt+iM), 0<n<2M —-1,i =012… (7.1.39) 
其 中 , M = max|7 | 及 拆 分 总 的 块 数 了 已 确定 。 现 在 ,假设 用 零 填 补 最 后 一 个 数据 块 ， 使 数据 
长 度 为 2M， 此 外 假设 从 现在 起 7 >0。 
那么 式 (7.1.36) 可 重 写成 
\ 1 N-1-|t| 
Ry =~ 2 xy + Ie) 
k=0 
N-1-|t| 


=— DO xk)y&+ Iz) 


= 一 》 >> xk +iM)y(k +iM +7) 
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I-1M-1 
- ayik +0) 


>》 DFT {x;(—k)} DFT {y;(k)} WR" (7.1.40) 


三 DFT {x;(—k)} DFT{y; (k), WEE 
n=0 i=0 
1 


= — DFT"! 
N 





I-1 
>》 DFT {x;(—k)} DFT {y; onl 


i=0 
对 于 去 卷 积 而 言 ， 感 兴趣 的 只 是 750 的 R,(7) 值 。 如 果 还 想 获得 7 <0 的 R,(7) 值 ， 可 以 
利用 R,(-7) =R,,(7)， 其 中 7=0 的 R,(7) 值 可 利用 刚才 介绍 的 算法 计算 。 文 献 ( Fransaer 
and Fransaer, 1991) 提出 一 种 计算 方法 ， 其 基本 思想 是 利用 向 量 x(k) 实现 向 量 x(k) 的 
更 换 。 

综 上 讨论 ， 初 看 起 来 这 种 方法 的 效率 好 像 不 如 直接 计算 卷 积 和 的 效率 高 。 然 而 ， 通 过 对 
数值 运算 量 的 简单 分 析 ， 便 可 知道 为 什么 这 种 方法 具有 更 高 的 效率 。 

假设 在 区 间 OST <M -1 AIE N 个 数据 点 序列 的 卷 积 ， 当 WM<V 时 ， 直 接 计算 卷 积 需 
要 NM 次 乘法 和 NM 次 加 法 的 运算 量 ， 而 利用 FFT 和 上 述 数据 分 段 的 方法 ， 相 应 的 加 法 和 乘 
法 运算 量 两 者 都 可 降低 到 NN log,M。 显 然 ， 当 MM 很 大 时 ， 节 省 的 计算 量 相当 惊人 。 


7.1.4 相关 函数 的 递 推 计算 
相关 天 数 也 能 以 递 推 的 形式 计算 。 现 在 讨论 互相 关 函 数 的 递 推 计算 ， 因 为 自 相 关 函 数 的 


递 推 计算 可 以 直接 从 互相 关 函 数 的 计算 方法 移植 得 到 。 对 于 时 刻 上 -1， 非 递 推 估计 的 计算 
式 如 式 (7. 1.16) 所 示 






































天 一 1 
Ry(t,k — 1) = Er — Dy) (7.1.41) 
I=0 


WPA k, HARTER 
k 
Role.) = Dl - Dy) 
l= 


0 
1 (2 (7.1.42)° 
= x(J—t)y(t) +x(k — t)y(k) 





KRxy(t,k-1) 


因此 有 











O REE: 原文 第 2 等 式 右边 第 1 项 误 为 x(1 -7)y(7)。 











739 


R(T, k) = Ryylc,k) + (x(k — t)y(k) — Ry(t,k — 1)) 


1 
k+l 

















(7.1.43)° 
新 的 估计 旧 的 估计 ”校正 因子 新 的 乘积 旧 的 估计 
如 果 上 式 括 号 项 表示 成 误差 或 新 息 

elk) = x(k - t)y(k) — Ry(t,k — 1) (7.1.44) 

则 递 推 公式 可 写成 
Ry(t,k) = Ryy(t,k - 1) + y(k)e(k) (7.1.45) 

式 中 ， 校 正 因子 为 
y(k) = (7. 1. 46) 


ci +1 
随 着 测量 时 刻 的 增加 ， 附 加 新 贡献 的 权 值 y Ch) 越 来 越 小 。 这 种 加 权 与 常规 的 求 平均 是 一 
样 的 ， 后 者 对 0 三 /三 上 所 有 项 都 取 相 同 的 权 值 。 

如 果 校 正 因子 中 的 天 固定 为 方 ， 则 所 有 的 新 贡献 都 赋予 相同 的 权 值 y(%, ) ， 那 么 相应 的 
递 推 佑 计算 法 就 相当 于 离散 低 通 滤 波 器 。 这 些 改 进 使 算法 也 可 能 用 于 分 析 慢 时 变 过 程 。 


7.2 线性 动态 系统 的 相关 分 析 
借助 相关 函数 ， 可 以 推导 出 一 种 易于 应 用 的 时 域 辨识 方法 ， 称 作 去 卷 积 法 。 下 面 将 讨论 
这 种 方法 。 
7.2.1 利用 去 卷 积 确定 脉冲 响应 
如 果 一 个 稳定 的 、 线 性 时 不 变 过 程 被 有 色 平 稳 的 、 随 机 输入 信号 uch) 激励， 那么 在 瞬 
态 响应 消失 之 后 ， 相 应 的 输出 y() 也 将 是 平稳 随机 信号 ， 所 以 自 相关 函数 访 ,(7) 和 互相 关 


函数 衣 ,(7) 是 可 以 估计 的 。 
现在 , 假设 Elu(k)| =0 和 下 |y(k)} =0， 那 么 两 个 相关 函数 的 关系 可 以 用 式 (2.4.12) 
的 卷 积 和 表示 




















Ruy(t) = 》 Ruult - v)g(v) (7.2.1) 
v=0 
ar, go 代表 离散 时 间 脉 冲 响应 。 再 假设 7 取 不 同 值 时 ，R,,(7) 和 R,(7) 已 经 确定 ， 如 
图 7. 3 所 示 。 
R © < 
ee 0. eee 


QIP) (EP) QLP * * 
图 7.3 去 卷 积 所 需 的 相关 函数 值 
下 面 将 讨论 脉冲 响应 g(v) 的 确定 。 根 据 式 (7.2.1)， 对 每 个 不 同 的 +7， 可 获得 由 不 同 
元 素 组 成 的 方程 。 为 了 确定 脉冲 响应 g(0)、g(1)、…、g(1) ,需要 将 1+1 个 单独 方程 列 写 











O FARE. 原文 等 式 右边 第 1 TOR, (7,h). 
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成 方程 组 





Ruy(—P sh I) Ru-P + I) MN RuC-P) 
RED Ru) ie REI — I) 80) 
Rıy(0) 2 Ruu(0) < Rull) > 
Ruy(1) Ru(l) or Rul = L) g(D (7 2 2) 
Ryy(M) Ru(M) ay RM = 1) 
et 
Ruy Ru 


R,,(7) 最 大 的 负 时 间 平 移 为 7,,, = -已 ， 最 大 的 正 时 间 平 移 为 ru = 必 ， 因 此 该 方程 组 由 P 
-1+M +1 个 方程 构成 。 如 果 选取 MM= -P +21, WAL +1 AOE, EAR, 成 为 方 阵 ， 于 是 有 
g ~ Ri Ry (7.2.3) 
另外 ， 如 果 再 选取 P=1， 则 自 相关 函数 RE,, 取 正 7 EAM r 值 的 元 素数 量 相 同 〈 自 相关 函数 
(ACF) 是 对 称 的 ， 此 时 7, = -P= ol, Ta =M=1)。 考 虑 到 脉冲 响应 g(v) 只 计算 到 有 限 
的 v=7 值 ， 而 非 vz 一 ww， 为 此 会 产生 截断 误差 。 通 常 ， 随 着 ! 的 增加 ， 按 式 (7.2.3) 计算 
的 估计 会 更 加 准确 。 
式 (7.2.3) "PAIR, LEMAR ED 
det Run £ 0 (7.2.4) 
这 意味 着 方程 组 不 能 包含 线性 相关 的 行 或 列 ， 也 就 是 R,,(7) 的 上 下 两 行 中 至 少 有 一 个 值 必 
须 是 不 同 的 ， 如 果 过 程 是 由 输入 ulk) 动态 激励 的 ， 这 点 是 可 以 保证 的 。 
从 图 7. 3 可 以 看 到 ,不 是 所 有 的 R,,(7) 和 R,,(7) 都 用 于 计算 g(>) 。 如 果 还 想 利 用 不 为 
零 的 其 他 相关 函数 值 和 更 多 的 过 程 可 用 信息 ， 就 必须 将 P 进一步 左 移 ， 将 M 进一步 右 移 ， 
以 便 获 得 (P+M+1) >l+1 个 方程 ， 用 来 确定 1+1 个 未 知 的 g(v) 值 。 利 用 伪 逆 运算 ,通常 
可 以 获得 更 为 精确 的 脉冲 响应 g 的 估计 ， 写 成 
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ST 

















ê = (RT Ru) RT Ruy (7.2.5) 
如 果 利 用 白 噪声 来 激励 过 程 ， 其 自 相 关 函 数 为 
Ruu(t) = 076(7) = Rua(0)5(7) (7.2.6) 
其 中 
OE er (7.2.7) 
那么 脉冲 响应 的 估计 就 可 以 大 大 简化 。 根 据 式 (7.2.1), 有 
Ruy(r) = Ruu(0)g(7) (7. 2.8) 
所 以 
: N, 
&(t) = Run) Ruy(t) (7.2.9) 


这 种 情况 下 ， 脉 冲 响应 估计 与 互相 关 函 数 估计 成 正比 。 
例 7.1 (去 卷 积 方法 应 用 于 三 质量 振荡 器 ) 
在 下 面 的 例子 中 ， 利 用 PRBS 信号 激励 三 质量 振荡 副 。 为 了 避免 由 于 粘性 摩擦 和 库仑 摩擦 
14] 











对 启动 转 矩 造成 的 不 利 影响 ， 振 荡 央 以 某 平均 转速 工作 。 这 个 状态 点 为 工作 点 ， 系 统 在 其 附近 
可 以 线性 化 。 图 7.4 显示 用 于 激励 系统 的 PRBS 信号 w(t) 和 第 三 质量 块 的 转速 w; (1) PRBS 发 
生 器 的 时 钟 时 间 A =0. 15s， 测 量 值 的 采样 周期 T, =0. 003 s， 这 样 PRBS 输出 采样 点 人 =50。 




















@;(t) [rad/s] 





0 5 10 15 20 
t [s] 


图 7.4 利用 PRBS 信号 激励 三 质量 振荡 器 ， 激 励 信 号 参数 : w=50, n=11 和 
T, =0.003s， 周 期 时 间 为 7, =307.5s 






































在 PRBS 激励 下 ， 自 相关 函数 (ACF) 和 互相 关 函 数 (CCF) 如 图 7.5 所 示 。 从 图 中 可 


1<10s 


一 估计 的 
直接 测定 的 


RD [N-n] 
= 
i o x 

R © [N-m-rad/s] 
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一 估计 的 
直接 测定 的 





Rn [No] 





0 1 2 ~o 1 2 
t[s] t [s] 


图 7.5 利用 图 7.4 中 的 信号 数据 ， 在 不 同 长 度 的 测量 区 间 0 大 上 笃 了 了 内， 估计 自 相 关 函 数 (ACF) 



































和 互相 关 函 数 (CCF) 。 佑 计 的 脉冲 响应 〈 实 线 ) 和 直接 测定 的 脉冲 响应 〈 短 划 线 ) 
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看 到 ,在 ;=80s 后 ,计算 的 自 相 关 函 数 (ACF) 就 收敛 到 准确 的 轨迹 上 ， 而 且 互相 关 函 数 
(CCF) 接近 于 利用 式 (7.2.9) 直接 测定 的 脉冲 响应 。 尽 管 已 可 以 获得 良好 的 估计 效果 ， 
但 仍然 要 提醒 ，PRBS 的 自 相关 函数 (ACF) 只 有 对 完整 的 周期 才 满 足 式 (6. 3. 15) 。 另 外 ， 
在 图 7. 6 中 去 卷 积 运算 是 基于 式 (7.25) PR, (7) 的 求 逆 运 算 。 从 该 图 可 看 出 ， 脉 冲 响应 
估计 收敛 到 真实 脉冲 响应 的 速度 更 快 ， 在 1=20s 时 ， 就 已 获得 相当 好 的 结果 。 


t<l0 s 
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图 7.6 对 图 7.5 中 不 同 长 度 的 测量 区 间 0<t<7， 基 于 相关 函数 的 估计 值 ， 利 用 式 (7.2.5) 
估计 脉冲 响应 。 佑 计 的 脉冲 响应 〈 实 线 ) 和 直接 测定 的 脉冲 响应 GER) 





7.2.2 随机 扰动 的 影响 


现在 ,分 析 输 出 信和 号 中 随机 扰动 对 估计 互相 关 函 | ,(7) 的 影响 。 为 了 这 个 目的 ， 假 
设 准 确 的 输出 信号 y,(%) 受 全 加 随机 扰动 nk) 污染 





y(k) = yuk) ae (7.2.10) 
还 假设 输入 信号 ulk) KE AIK KZ R,(7) 准 确 已 知 。 这 样 可 将 互相 关 函 数 写成 
N-1 
Ray) = = X u(v)y(v 十 如 (7.2.11) 
v=0 


利用 式 〈7. 2. 10) ， 互 相关 函数 的 误差 为 
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N-1 























ARyy(t) = 部 > u(v)n(v + T) (7.2.12) 
MRH nk) SAAE, H E{n( hk) }=0 KEluck)|=0, WA 
EARO} = DF EUJEN +9} = EOE) = 0 (72.13) 
如 果 wu(k) 和 y(%) 是 统计 独立 的 ， | Wt 
EB{(AR,D)) = 5 zef 3 u(v)u(v'n(v + t)n(v" + 7) 
a. = (7.2.14) 
=a 22 Rua’ — v)Rm(v’ — v) 
如 果 输 入 是 白 噪 声 ， 且 具有 式 (7.2.6) 的 自 相 关 函 数 ， a 
E{(AR,(n))) = RO) Ral 0) = — Suo n2(k) (7.2.15) 
那么 脉冲 响应 估计 的 误差 为 
Ag(t) = te) (7.2.16) 


其 标准 差 为 











= EPO = V5 a i (7.2.17) 
SuuoN Ou Ou VN 
可 见 ， 脉 冲 响 应 估计 误差 的 标准 差 与 品 信 上 比 cu/er， cs a EAE KE N 的 方 根 成 


反比 。 
因此 ， 在 存在 扰动 n(k) 的 情况 下 ， 根据 式 (7.2.13) 和 式 (7.2.17), A 





El&(r)} = go(t) (7.2.18) 
和 
„im var g(r) = 0 (7.2.19) 





因此 ， 由 式 (7.2.9) 估计 的 脉冲 响应 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 对 由 式 (7.23) ME 
(7.2.5) 给 出 的 更 具 一 般 性 的 估计， 也 能 得 到 相应 的 收敛 性 结论 。 在 相关 函数 估计 都 是 一 
致 的 前 提 下 ， 有 








lim E{é} ~ „im ER Ruy} 


No 


nm Ry (7.2.20) 


~ 80 
随 着 No ， 相 关 函 数 估计 的 方差 也 趋 于 零 (参见 7.1 节 ) ， 从 而 可 推导 出 如 下 定理 (忽略 
脉冲 响应 的 截断 效应 ) 。 
定理 7.1 (基于 相关 函数 估计 的 脉冲 响应 的 收敛 性 ) 
在 满足 如 下 的 必要 条 件 : 
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o ulk) F y (k) E Fiai. 

® Eju(k)} =0, 

。 输 入 信号 为 持续 激励 ， 使 得 det R,, #0, 

e 扰动 2() 与 wx(F) 不 相关 ， 且 是 平稳 的 。 
利用 式 (7.2.3), IÈ (7.2.5) EÈ (7.2.9) 的 去 卷 积 运算 ,可 以 获得 线性 时 不 变 过 程 的 
脉冲 响应 g() 佑 计 ， 且 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 

如 果 自 相关 函数 准确 已 知 ， 如 PRBS， 那 么 利用 式 (7.1.2) 计算 的 自 相 关 函 数 (ACF) 
不 存在 固有 不 确定 性 。 另 外 ,根据 式 (7.1.28) 和 式 (7.2.13) 知 ， 如 果 Ely(k)| =0 ME 
In(k)} =0, WE{u(k) 可 能 为 非 零 值 。 

下 面 通过 例子 说 明 上 述 结 论 的 合理 性 。 如 果 输 入 或 输出 具有 非 零 均 值 ， 则 有 




















u(k) = U(k) — Uoo (7.2.21) 
y(k) = Y(k) — Yoo (7.2.22) 
FL, Uy = U(k) Yo = 了 Y(F) 。 将 上 述 小 幅 值 信号 代入 式 (7.2.11), A 
N-1 
Ruy (t) = 部 (UO YE 十 可 ) — Uoo Yoo (7.2.23) 


v=0 
因此 必须 在 测量 期 间 分 别 确定 UCR) 和 Y(%) 的 均值 ， 并 扣除 其 乘积 项 。 但 是 ， 如 果 Uy =0 
BY =0, HE{n(k)} =0， 就 无 需 分 别 计算 均值 ， 因 为 这 种 情况 下 式 (7.2.23) 和 式 
(7.2.13) 给 出 的 结果 是 一 样 的 。 然 而 ， 由 于 有 限 字 长 及 其 带 来 的 计算 误差 ， 因 此 通常 建议 
编程 时 要 考虑 到 由 式 (7.2.21) 和 式 (7.2.22) 描述 的 信号 偏差 。 如 果 在 动态 测量 期 间 U, 
和 Yi 均 为 常 值 ， 则 需要 分 别 确定 工作 点 的 Uo M Yoo 








73 离散 时 间 二 值 测 试 信号 


凭借 相关 函数 ,辨识 具 有 采样 信号 的 线性 过 程 ， 如 果 能 采用 二 值 测试 信号 ， 则 这 一 任务 
可 以 更 好 地 得 以 执行 。 离 散 随机 二 值 信号 (DRBS) 是 利用 在 离散 时 刻 kT, 二 值 的 随机 变化 
生成 的 ， 参见 图 7.7。 





图 7.7 离散 随机 二 值 信号 (DRBS) 


这 种 离散 随机 二 值 信号 的 离散 时 间 自 相关 函数 为 


Ruault) = 0 ir, (7.3.1) 


7 OW, TEA AN i (EL LAU, AAPA, BLA 7.8， 其 功率 谱 密 度 为 
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Oo 
Salt) = I Ruz = RO) = So) = a?, 0< Jol < F (7.3.2) 


因此 ， 离 散 随 机 二 值 信号 与 具有 任意 幅 值 密度 的 离散 白 噪声 具有 相同 的 自 相关 函数 和 功率 谱 
密度 。 








Ruu(D 





0000-0 0-00, 
1 








图 7.8 离散 随机 二 值 信号 (DRBS) 的 自 相关 函数 


式 (7.3.1) 和 式 (7.3.2) 只 适用 于 无 限 长 的 测量 时 间 。 对 于 有 限 长 的 测量 时 间 ， 自 
相关 函数 和 功率 谱 密度 与 式 (7.3.1) MR (7.3.2) 给 出 的 理论 值 偏差 较 大 ， 因 此 需要 针 
对 每 次 测量 分 别 计算 。 鉴 于 这 种 原因 ， 通 常 应 优先 选用 周期 二 值 信号 。 它 是 一 种 确定 性 信 
号 , 但 对 有 限 的 测量 时 间 ， 其 自 相关 函数 与 1 oo 时 随机 信和 号 的 自 相 关 函 数 几 乎 相同 。 离 散 
伪 随 机 二 值 信号 的 自 相 关 函 数 如 图 7. 9 所 示 。 这 种 信号 可 利用 第 6. 3 节 介 绍 的 移 位 寄存 器 产 
生 ， 参 见 文献 (Chow and Davies, 1964; Pittermann and Schweizer, 1966; Davies, 1970), 
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图 7.9 离散 时 间 伪 随机 二 值 信号 的 自 相 关 函 数 








7.4 小 结 











相关 消 数 是 在 无 限 长 的 测量 区 间 内 定义 的 。 但 是 在 实际 应 用 中 ,测量 区 间 总 要 受到 最 大 
数据 点 NN 的 限制 。 本 章 介 绍 了 两 种 离散 时 间 的 自 相 关 函 数 估计 ， 各 自 都 是 对 有 限 测量 时 间 
的 采样 数据 ， 也 分 别 讨论 了 这 两 种 估计 的 优 缺 点 ,一 种 是 无 偏 估计 ， 男 一 种 具有 和 较 小 的 方 
差 。 这 些 结果 同样 可 以 用 于 互相 关 吗 数 估计 。 本 童 还 介绍 了 一 种 快速 相关 函数 计算 方法 ， 它 
把 相关 函数 的 计算 解释 成 两 个 信号 的 卷 积 ， 在 频 域 中 完成 这 个 卷 积 运算 。 也 就 是 利用 离散 傅 
里 叶 变换 将 两 个 信号 变换 到 频 域 ， 在 频 域 中 做 乘积 运算 ， 再 将 结果 变换 回 时 域 。 对 大 的 数据 
集 和 待 计算 的 大 量 不 同 的 时 间 间 隔 ， 这 种 方法 能 有 效 地 降低 计算 量 。 通 过 将 时 间 序 列 拆 分 成 
较 小 的 数据 块 ， 分 别 对 小 数据 块 进行 处 理 ， 这 样 相 关子 数 的 计算 还 能 进一步 加 快 。 男 外 还 讨 
论 了 相关 函数 估计 的 递 推 形式 。 利 用 去 卷 积 运算 ， 相关 函数 的 估计 可 以 用 来 确定 系统 的 脉冲 
146 


















































响应 。 

本 章 讨论 的 利用 随机 信号 和 伪 随 机 信号 进行 相关 分 析 的 方法 ， 非 常 适 合 于 可 线性 化 的 、 
离散 时 间 信 和 号 过 程 的 非 参 数 模型 辨识 。 这 种 辨识 方法 很 容易 在 数字 信和 号 处 理 需 或 在 数字 微型 
控制 器 中 实现 ， 其 递 推 形式 也 非常 适合 于 在 线 实时 辨识 。 





习题 


7.1 相关 函数 估计 
试 描述 两 种 利用 有 限时 间 测 量 数据 来 估计 自 相关 水 数 的 方法 ， 并 讨论 这 两 种 估计 依赖 于 
量 时 间 的 偏差 和 方差 。 
7.2 ”相关 函数 快速 计算 
利用 某 种 数学 软件 包 内 置 的 傅 里 叶 变 换 子 程序 ， 编 程 实 现 相 关 函 数 的 快速 计算 。 
7.3 ZEHI 
如 何 利用 去 卷 积 运算 来 确定 线性 系统 的 脉冲 响应 ? 对 于 用 白 噪 声 作为 输入 信和 号， 该 问题 
会 如 何 简化 ? 
7.4 KERI 
给 定 一 个 过 程 











二 
all 


il 


























Ge) = y(z) 0.52" * 
© u(z) 1—0.5z-! 


以 PRBS 信号 作为 输入 信号 ulk), ON =4, WEH (1,0,0,1). Hat Fite RAH 
学 编程 ， 回 答 下 列 问 题 ， 

a) 确定 =1,2,…,25 时 的 y(k) 1E. 

b) 确定 自 相 关 函 数 和 互相 关 函 数 。 

c) 利用 去 卷 积 ， 确 定 脉冲 响应 。 
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Hy 参数 模型 辨识 


一 一 离散 时 间 信 号 





稳 态 过 程 的 最 小 二 乘 参 数 估计 


本 章 是 最 小 二 乘 参数 估计 的 基础 ， 它 可 用 于 根据 (含有 噪声 的 ) 测量 数据 来 确定 模型 
参数 。 本 章 所 论述 的 用 于 稳 态 非 线性 系统 的 基本 方法 将 用 于 第 9 章 中 的 动态 离散 时 间 系 统 。 
在 第 9 章 中 ， 还 将 给 出 一 种 递 推 形式 ， 可 对 过 程 进行 实时 辨识 。 第 10 章 将 针对 线性 动态 过 
程 ， 给 出 这 种 基本 方法 的 一 些 改 进 。 在 第 15 章 中 ， 最 小 二 乘法 还 将 用 于 线性 动态 连续 时 间 
过 程 辩 识 。 此 外 ， 这 种 方法 还 将 用 于 根据 频率 响应 数据 对 过 程 进行 辨识 (第 14 章 ) 以 及 对 
闭环 过 程 (第 13 章 ) 、 非 线性 系统 (第 18 章 ) MIMO 系统 (第 17 章 ) 进行 辨识 。 





8.1 引言 


参数 估计 的 基本 任务 可 以 用 如 下 的 形式 给 出 : 给 定 一 个 真实 过 程 ， 其 参数 为 
95 = (010 20 … Omo) (8. 1.1) 
输出 为 y,(k)。 假 设 该 过 程 服从 具有 参数 0 的 物理 定律 ， 例 如 一 个 行星 系统 ， 其 中 只 有 输出 
是 可 以 观测 的 ， 表示 为 
yulk) = f(00) (8.1.2) 
但 是 ， 输 出 y (四 ) 不 能 直接 测量 ， 只 能 测 得 y,(k) ， 它 是 过 程 的 真实 输出 附加 干扰 n(k) 后 的 
测量 数据 ， 见 图 8. 1。 














图 8.1 最 小 二 乘法 框架 示意 图 





另外 ， 过 程 的 模型 表示 为 
ym = f() (8.1.3) 
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其 中 

07 = (0; 9 Om) (8. 1.4) 
是 未 知 的 模型 参数 。 现 在 的 任务 是 寻找 模型 参数 2， 使 得 模型 最 优 地 拟 合 NN 个 观测 值 
yp(k) 。 

这 个 问题 是 高 斯 在 1795 年 (年 仅 18 岁 ) 首次 解决 的 。 高 斯 后 来 在 1821 和 1823 FRK 
的 论文 “Theoria combinatoris observationum erroribus minimis obnoxiae I and I” 中 ， 提 出 并 正 
式 推导 了 最 小 二 乘法 。 在 最 初 的 问题 描述 中 ， 参 数 0, 为 行星 的 轨道 参数 ， 模 型 yw =/( 9) 为 
Kepler 行星 运动 定律 ， 模 型 输出 yy 为 行星 在 不 同时 刻 的 坐标 ， 测 量 值 y, 为 观测 值 ， 即 “ 测 
量 到 的 ”位 置 。 

最 优 拟 合 的 定义 : 引入 观测 误差 

e(k) = yp(k) — ym(k) (8. 1.5) 












































再 求 误差 平方 和 的 极 小 值 
N 
V = e*(1) + e +... eN) = > (ep) (8. 1.6) 
k=1 
原理 框架 示意 图 见 图 8. 1。 

选择 二 次 型 代价 函数 有 几 个 原因 。 首 先 ， 它 比 绝对 误差 |e(j) | 等 许多 其 他 的 代价 函数 
更 容易 实现 极 小 化 。 然 而 主要 原因 是 ， 对 于 一 个 正 态 分 布 噪声 ， 它 可 以 渐 近 地 得 到 关于 参数 
误差 方差 的 最 优 无 偏 估计 ， 这 将 在 第 8. 5 节 讨 论 。 

但 是 ， 二 次 型 准则 对 个 别 大 的 异常 值 过 分 强调 ， 忽 略 了 虽然 小 但 是 由 于 模型 不 准 而 一 直 
存在 的 误差 。 因 此 ， 也 有 用 其 他 准则 的 ， 比 如 最 小 绝对 值 代价 函数 或 混合 的 线性 /二 次 型 代 
价 函 数 ， 见 第 19. 1 节 和 文献 (Pintelon and Schoukens，2001)。 

上 述 问题 是 本 章 以 及 下 面 的 参数 估计 各 章 的 出 发 点 。 本 章 将 针对 具有 可 测 的 输入 和 输出 
稳 态 过 程 的 简单 情形 讨论 最 小 二 乘法 ， 见 图 8. 2。 这 是 一 种 易于 理解 的 教程 方式 ， 首 先 采 用 
标量 计算 ， 然 后 将 这 个 过 程 转换 为 向 量 形 式 。 下 面 将 给 出 两 种 不 同 的 推导 ， 一 种 是 基于 微分 
运算 ， 另 一 种 是 基于 几何 解释 。 在 其 他 背景 下 ， 最 小 二 乘法 是 回归 方法 的 一 种 。 下 面 几 章 将 
处 理 更 为 复杂 的 动态 过 程 以 及 参数 估计 问题 的 递 推 形式 、 针 对 特殊 应 用 的 改进 和 高 效 的 计算 
方法 。 





















































图 8.2 根据 测量 的 输入 和 输出 信号 ， 利 用 最 小 二 乘法 
进行 过 程 参数 估计 的 框架 示意 图 
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8.2 线性 稳 态 过 程 


简单 线性 过 程 的 稳 态 特性 可 写成 
y=Ku (8.2.1) 
一 般 情 况 下 ， 至 少 需 要 假设 过 程 的 采样 输出 y,(k) ( 即 想 要 的 或 有 用 的 信号 ) 受到 干扰 n 
(A) 的 影响 ， 使 得 测量 输出 为 








yp(k) = yulk) + n(k) (8. 2.2) 
HR, nk) 是 离散 时 间 平 稳 随机 信号 ， 且 Ein(k)} =0。 那 么 ， 受 干扰 的 过 程 可 写成 
yp(k) = Ku(k) +n(k) (8. 2.3) 





见 图 8.3 最 上 面 的 部 分 。 现 在 的 任务 是 利用 N Et BH EBOOK, WEGA (u 
(1) ,yp(1)) 至 (wu(N) ,yp(N) ) 所 构成 的 wx 和 加 (5 数据 对 组 成 。 


n(k) 











图 8.3 具有 一 个 参数 的 线性 稳 态 过 程 ， 用 于 计算 
TRE e(k) 的 过 程 和 模型 框图 

















由 于 过 程 的 结构 已 知 ， 现 在 可 以 设置 如 下 模型 





ym(k) = Kmu(k) (8.2.4) 
与 过 程 ( 见 图 8.3) 并 列 ， 使 得 过 程 和 模型 之 间 的 误差 用 相应 输出 信号 之 差 表 示 ， 即 
e(k) = yp(k) — yu(k) (8. 2.5) 
利用 式 (8.1.5) 和 式 (8.2.4) ， 可 得 
e(k) = Jp) 一 Kuu(k) 
误差 观测 值 模型 预报 值 Sa 
对 于 最 小 二 乘法 ， 代 价 函 数 取 
N N 
V = 》 ek) = 》 yk) — Kmulk))” (8.2.7) 
k=1 k=1 





必须 通过 极 小 化 这 个 代价 函数 ， 以 求 得 参数 K,。 为 求 得 极 小 值 ， 首 先 求 其 关于 模型 参数 Ky 
的 一 阶 导数 


dV 


N 
Toy 22.0 — Kuuk))u(k) (8.2.8) 


令 式 (8.2.7) 关于 模型 参数 后 的 一 阶 导数 为 零 ， 以 找到 Ky 的 最 优 值 ， 使 得 式 (8.2.7) 
达到 极 小 值 。 这 个 最 优选 择 记 作 参数 估计 下， 即 
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dv N B 
le 0> 2L — Ku(k))u(k) = 0 (8.2.9) 


求解 以 上 方程 ， 可 以 得 到 模型 系数 的 估计 值 为 











N 
Y= ye(ku(k) 
R= = (8.2.10) 
Yu? (k) 
k=1 
将 分 子 、 分 母 都 乘 以 1/V， 可 得 
K= En (8.2.11) 





因此 ， 最 优 的 估计 值 K 是 互相 关 函 数 和 自 相关 函数 在 7 = 0 时 估计 值 之 比 。 该 估计 值 的 存在 


条 件 是 





N 
>》 wk) £0 K Rw (0) #0 (8.2.12) 


k=1 
.ı u(k) DOESN, MARA, MAT ulk) 必须 将 参数 为 天 的 过 
“激励 ”起 来 。 玉 也 称 为 回归 系数 ， 因 为 在 数学 背景 下 参数 佑 计 问 题 也 可 以 看 作 回 归 


下 面 研究 估计 的 收敛 性 。 回 顾 一 下 收敛 性 概念 的 定义 ， 见 附录 A。 考 虑 式 (8.2.2) 和 
st (8.2.10), KK 的 期 望 值 写 成 








N N 
>》 ye (Kulk) >》 O + n(k))uck) 


k=1 =E k= 


N 
= u?(k) > u?(k) 
—(% Yulk)u(k) + Dei E ER 


k=1 k=1 


= 


E{K\} =E 


(8.2.13) 





上 式 的 条 件 是 : 输入 信号 ae 与 噪声 n(k) 不 相关 ， 那 么 
Efu(k)n(k)} = Efu(k)}E{n(k)} (8.2.14) 
HEIn(k)} =0 H/EKE!u(k)! =0。 因 此 根据 式 (8.2.10) 得 到 的 估计 值 是 无 偏 的 。 
考虑 到 式 (8.2.2) 、 式 〈8. 2. 10) FIÈ (8. 2.13)， 可 求 得 参数 估计 值 K 的 方差 为 


| (Som) | 


o? = E{(K - K)?} = ——_E 
k=1 


N 2 
(Ze) 
k=1 











(8.2.15) 


如 果 ulk) n(k) MAAK, N 
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N N N N 
E? Ynck)uck)- XO nk uke =), YO Rink — kK) Rk —k') = Q (8.2.16) 
k=1 k/=1 k=1k’=1 
WAR n(k) uk) EAR, EI ae E 
第 一 种 情况 ， 假 设 "( 万) 为 白 噪 声 ， 这 时 























Ran(r) = 026(r) = n2(k)ö(t) (8.2.17) 
N 
Q = NRy(0) n?(k) = n?(k) >》 wk) (8.2. 18) 
k=1 
2 = PO 
KON 
wth) (8.2.19) 
k=1 


另 一 种 情况 ， 即 如 果 w(%) 为 白 噪声 ， 则 可 以 得 到 同样 的 结果 ， 若 nC) A/a uw (hk) AAR 
声 ， 因 此 估计 参数 的 标准 差 可 以 写成 


= JER -K2 = (2) 8.2.20 
ox = VE{(K - K)?} zn a ( ) 
SA (o/o,) EHE (DER) 时 ,标准 差 变 小 ， 而 且 反 比 于 测量 数据 点 个 数 NN 的 平 


方 根 。 下 面 记 真 实 但 未 知 的 过 程 参数 为 Ko HT 
E{K} = Ko (8.2.21) 





H 

„im BE{(K — Ko)?} =0 (8. 2. 22) 
所 以 式 (8.2.13) 的 估计 是 均 方 意义 下 一 致 的 (附录 A)。 现 在 为 这 个 参数 估计 问题 引入 向 
量 记 法 。 引 入 向 量 








u(l) ye(1) e(l) 
u(2) yp(2) e(2) 
u=| . |, y= =|. (8.2.23) 
u(N) yr(N) e(N) 
误差 式 子 可 以 写成 
e=yp-uK (8.2.24) 
代价 函数 写作 
V =e'e = (yp — uK)" (yp —uK) (8.2.25) 
取代 价 函 数 的 一 阶 导 数 ， 有 
dV de” „de 
dk dK AR oa) 
其 中 ， 误 差 关 于 参数 的 导数 可 写成 
de _ de? i 
Fr Au ag = (8.2.27) 


令 式 (8.2.26) 的 导数 为 零 ， 并 考虑 式 (8.2.27), A 
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dV 


Sn = Ju ly uK E0 10 
ae u (yp —uK) (8. 2. 28) 


其 解 可 写成 





u'uK =u'yp © K = (u'u) "u" yp (8. 2. 29) 
这 个 解 与 式 (8.2.10) 是 相同 的 。 
如 果 使 用 大 信和 号 变量 ， 记 作 U(k) 和 Y(k)， 那 么 可 以 得 到 
Yp(k) — Yoo = K(U(k) — Uoo) + n(k) (8.2.30) 
Yu(k) — Yoo = Ku(U(k) — Uoo) (8.2.31) 








误差 为 
e(k) = Yp(k) — Yu(k) = ye(k) — ym(k) = ye(k) — Km(U(k) — Uoo) (8. 2. 32) 

与 式 (8.2.5) 相同 。 

式 中 直流 分 量 Yi 相互 抵消 ， 故 7 无需 精确 已 知 (或 可 以 任 取 )。 但 直流 分 量 wu 必须 
精确 已 知 。 于 是 可 以 导出 定理 8. 1。 

定理 8.1 (线性 稳 态 过 程 参 数 估计 的 一 致 性 ) 

利用 最 小 二 乘法 可 以 获得 线性 稳 态 过 程 参数 K 的 均 方 意义 下 一 致 估 计 ， 如 果 满 足下 述 
必要 条 件 : 

e 输入 信号 ulk) =U(k) - Ui 精确 可 测 ，Uoo 精确 已 知 。 

。 SP (k) zz0， 即 过 程 被 充分 激励 。 

e 干扰 n(k) 是 平稳 的 ，E|n(k)| = 常数 。 

© 输入 信号 ulk) STE nk) NAAR, 

e Ejn(k) | =0 RÉ Eju(k)| =0。 



































8.3 非 线 性 稳 态 过 程 
现在 考虑 一 个 稳 态 过 程 ， 其 输出 非 线性 依赖 于 输入 量 U(k) ， 但 线性 依赖 于 过 程 参数 K, 





q 
Yılk) = Ko+U(k)Kı +U?(k)Ka +: + UI Kg = Ko+ OU"K, (8.3.1) 


v=1 





见 图 8.4， 该 过 程 称 作 是 关于 参数 线性 的 。 
再 次 假设 Uk) 精确 已 知 。 如 果 测 量 到 的 输出 信 
号 受到 随机 扰动 n(k) 的 影响 ,那么 输出 可 写成 
Y(k) = Yılk) + n(k) (8.3.2) 
约定 下 述 的 和 矩阵 
1 UQ) U20) … U4) 
1 U) 0520) --- UIQ) 





1 U(N) U2(N) .… UA(N) 





和 向 量 
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过 程 的 参数 估计 


Yo(1) e(1) n(1) Ko 
Ye) (2) n(2) K, 
一 o> : nz : a= i 
Yo(N) e(N) n(N) Kg 
这 样 的 记 法 就 变 成 了 广 为 接 受 的 回归 问题 记 法 更 为 数据 矩阵 ，b 为 参数 向 量 ，y 为 输出 向 
量 。 那 么 ， 过 程 方程 写成 











y = Vbo +n (8.3.3) 
其 中 ，b 表示 真实 (但 未 知 ) 的 参数 ; 模型 方程 可 写作 
y= Wo (8. 3.4) 
其 中 ，y 表 示 从 当前 起 的 模型 输出 。 再 一 次 将 过 程 和 模型 并 列 起 来 ， 过 程 和 模型 的 误差 为 
e=y-% (8.3.5) 


那么 代价 函数 写成 
V =e'e = (y — 67W") (y — WO) 




















= y!y-o'w'y - y'wo + 0'w'wo en 
且 
V =yly—0TwTy — (viy) 0 + Tw Tw (8.3.7) 
利用 向 量 和 和 矩阵 的 微 积分 运算 ， 见 附录 A. 3， 上 述 各 项 关于 参数 向 量 0 的 导数 为 
etw) = wy (8.3.8) 
E (0ye) = wy (8. 3.9) 
Z'w'wo) = 2 到 Tb (8.3. 10) 
故 有 
dV T T T 
pet ee SEN (y - 70) (8.3.11) 
根据 最 优 条 件 
dV Lo 
T (8.3.12) 
估计 值 为 
6 = (viw) viy (8.3.13) 
为 使 解 存 在 ， 殉 更 不 能 是 奇异 的 ， 因 此 过 程 的 充分 激励 的 条 件 为 
det(w'w) #0 (8. 3. 14) 
若 输入 和 噪声 即 WA n 中 的 元 素 之 间 互 不 相关 ， 且 En(k)| =0， 则 该 估计 的 期 望 值 为 
E{6} = 0 +E{W'w) wn} = 0 (8.3.15) 








因此 0 是 无 偏 估计 量 。 方差 可 以 用 类 似 于 第 9 章 的 方法 来 确定 ， 另 见 文献 (Ljung, 1999), 
定理 8.2 ( 非 线性 稳 态 过 程 参数 估计 的 一 致 性 ) 
利用 最 小 二 乘法 可 以 获得 式 (8.3.1) 所 示 的 非 线性 稳 态 过 程 参数 9 的 均 方 意义 下 一 臻 
估计 ， 如 果 满 足下 述 必 要 条 件 : 
。 输入 信号 UA) 精确 可 测 。 
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e det (WWZ0), 
e 干扰 n(k) 2 FR ASE, BI Eln(k)| =0。 
© 输入 信号 Uk) 与 干扰 n(k) ATK. 

















8.4 几何 解释 


最 小 二 乘法 也 可 以 通过 正 交 关系 以 几何 的 方式 解释 (Himmelblau，1970; van der Waer- 
den, 1969; Björck, 1996; Golub and van Loan, 1996; Ljung, 1999; Verhaegen and Verdult, 
2007) 。 本 节 从 几何 的 角度 重新 考虑 最 小 二 乘 问题 。 

误差 e 已 定义 为 模型 输出 ? 和 过 程 输出 之 间 的 偏差 

















e=y-y=y-wo (8.4.1) 
那么 代价 函数 可 写成 
V = ee (8.4.2) 
KHER e'e 写成 欧 几 里 德 距离 的 平方 ， 有 
V =e'e = lel? (8.4.3) 
为 求 得 最 优 参数 集 ， 需 要 确定 最 小 欧 几 里 德 距离 ， 即 
min Je l2 = min ||y -$2 = min |y — ¥ Ô l2 (8.4.4) 














如 果 向 量 e EFESE ob Alb, (BAGER WAI) 所 张 成 的 平面 ， 则 e 的 欧 几 
里 德 距离 为 最 小 。 这 点 从 几何 的 角度 看 很 明显 ， 但 也 可 以 数学 上 证 明 。 正 如 前 面 已 经 给 出 的 
那样 ， 根 据 最 优 准 则 ， 有 




















dV 


| 
© 


le; (8.4.5) 
w"(y —W6) = 0 (8. 4.6) 

因为 借助 误差 e 的 关系 ， 可 以 将 式 (8.4.6) 改写 成 
v'(y-Wb)= We =0 (8.4.7) 





为 了 满足 式 (8.4.7) ， 正 交 关 系 要 求 误 差 e 需要 与 回归 分 量 正 交 ， 即 与 PIEZ, 

下 面 将 以 具有 3 个 测量 值 的 实验 为 例 ， 见 图 8. 5。 
这 3 个 测量 值 是 在 不 同时 刻 =1,2,3 得 到 的 ， 记 作 
HA) pA), YA), Ch (2) 5th (2) (2) ) Gh, 
(3) ,WW(3),y(3))， 或 者 记 作 和 矩阵 


wil) V2(D) 
y = | y2) 22) (8.4.8) 























图 8.5 最 小 二 乘法 的 几何 解释 


yı 
y =|» (8.4.9) 
y3 


Wi(3) W28) 
FIH E 


四 | 
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模型 输出 ? 写成 


fı wi) u) 
f2 | =A | W2) | +42 | W22) 
目 (a) (2) 10) 
Fr Vi V2 
因此 ， 现在 试图 用 模型 输出 向 量 》 来 表示 测 量 值 向 量 y 。 模 型 输出 $ 由 更 的 列 向 量 yw, 和 ap, 
线性 组 合 给 出 。 这 意味 着 必须 把 问 量 y 投影 到 由 yw, 和 ,所 张 成 的 平面 上 。 

如 果 模 型 输出 9 与 过 程 输出 y 之 间 的 误差 e 正 交 地 直立 于 由 y 和 ,所 张 成 的 平面 上 ， 
则 它 有 具有 最 小 的 范 数 ， 即 视 为 长 度 最 短 ， 这 就 是 正 交 关系 的 含义 。 该 正 交 关系 在 下 文 还 会 用 
到 ， 如 第 16 章 子 空 间 法 的 推导 和 第 22 章 利 用 最 小 二 乘法 的 数值 算法 的 推导 ， 这 种 算法 更 适 
合用 于 最 小 二 乘 参数 估计 。 通 常 ， 这 种 改进 的 数值 算法 可 以 避免 像 式 (8.2.10) ME 
(8.3.13) 那样 直接 求 逆 ， 而 是 通过 构造 更 的 标准 正 交 基 来 计算 。 第 22 章 论 述 的 QR 分 解 
方法 ， 通 过 对 平方 2 - 范 数 表示 的 代价 函数 了 的 分 解 ， 给 出 一 种 更 有 吸引 力 的 最 小 二 乘 求解 
方法 。 文 献 (Verhaegen and Verdult, 2007) 也 证 明了 这 种 推导 。 

对 于 第 8. 2 节 的 线性 稳 态 过 程 ， 输 出 信号 y 和 误差 e 线 性 地 依赖 于 输入 信号 u 和 单个 参 
数 K。 第 8.3 节 中 深入 讨论 的 非 线性 稳 态 过 程 在 y 与 0 和 e 与 0 之 间 都 是 线性 依赖 关系 ， 但 
玖 元 素 含 有 非 线 性 关系 。 因 此 ， 本 章 所 论述 的 参数 估计 方法 也 能 适用 于 非 线性 过 程 ， 只 要 
误差 。 关 于 参数 0 是 线性 的 ， 即 误差 。 线 性 依赖 于 估计 参数 0。 

虽然 ， 这 种 依赖 关系 看 起 来 在 应 用 时 会 受到 限制 ， 但 在 许多 实际 问题 中 这 个 限制 是 很 小 
的 ， 通 常 做 些 变换 就 可 以 将 问题 转换 成 关于 参数 线性 的 问题 。 例 如 

Yılk) = Kye KW 










































































可 以 变换 成 
log Yı(k) = log Kı — K2U(k) 
这 就 变 成 关于 参数 线性 的 。 另 一 个 例子 是 振荡 幅 值 和 相位 的 估计 
Yuk) = asin(wkTo + 9) 
为 了 辨识 a 和 9p， 可 将 上 式 表 示 为 
Yuk) = bcos(@U(k)) + csin(wU(k)), U(k) = kTo 
HF, UCk) = 7。 该 方程 关于 参数 上 和 < 是 线性 的 。 由 此 可 得 到 a 和 ep 的 估计 为 


a= yb? 十 62 >. Ê = arctan 2 
这 种 非 线 性 表达 式 ， 如 果 通 过 变换 能 够 变 成 关于 参数 线性 的 表达 式 ， 就 将 称 之 为 本 质 线 性 的 
( Åström and Eykhoff, 1971) 。 
此 外 ， 许 多 函数 可 以 用 低 阶 (如 2 阶 或 3 阶 ) 的 多 项 式 足 够 精确 地 近似 为 关于 参数 
线性 











Yı(k) = f (U(k)) ~ Ko + KiU(k) + K2U?(k) (8.4. 11) 
当然 也 可 以 采用 分 片 线性 近似 、 仿 射 和 其 他 的 许多 方法 将 问题 写成 关于 参数 线性 。 


8.5 MAMA Cramer - Rao 界 











本 章 一 开始 就 提 到 ， 在 输出 干扰 的 概率 密度 函数 服从 高 斯 分 布 的 情况 下 ， 合 乎 情理 的 代 
739 








价 函 数 就 应 该 选 最 小 二 乘 代 价 函 数 。 下 面 对 此 给 出 证 明 ， 也 将 进一步 研究 这 种 估计 器 的 质 
量 。 这 种 质量 问题 就 是 指 能 够 获得 的 最 优 估 计 是 什么 。 
在 讨论 估计 质量 之 前 ， 先 介绍 似 然 这 个 术语 ， 并 导出 极 大 似 然 估 计 器 。 
极 大 似 然 估计 是 基于 测量 值 的 条 件 概 率 函 数 
Py(y|u,@) (8.5.1) 
函数 称 作 似 然 函 数 。 可 以 清楚 地 看 到 ,测量 (观测) 到 y 值 的 某 确 定 序列 的 概率 依赖 于 
nn 和 等 估计 参数 g。 为 了 得 到 更 紧凑 的 表示 ， 自 变量 中 忽略 输入 zx 。 


极 大 似 然 估计 的 基本 思想 是 ， 选 择 参数 估计 6， 使 得 似 然 函 数 极 大 化 ， 以 此 作为 真实 参 
数 9 的 估计 值 ， 即 















































Py lO) gə 一 max (8.5.2) 
因此 ， 将 这 些 参数 作为 估计 值 ， 使 得 测量 值 最 有 可 能 发 生 。 极 大 值 可 以 用 微 积分 运算 中 经 典 
的 方法 求 得 ， 令 其 关于 未 知 参 数 9 的 一 阶 导 数 等 于 零 ， 有 
0py(y|0) 19 
ar et (8.5.3) 
现 将 这 种 技术 用 于 稳 态 非 线性 过 程 参 数 的 估计 。 过 程 的 被 测 输出 表示 为 
y=WO+n (8.5.4) 
每 时 刻 的 噪声 样本 n( k) ABER TA, FR PE PRION 
1 k) — u)? 
p(n(k)) = oo int jo (8.5.5) 
2no2 y 








其 中 , 人 =0， 因 为 假定 噪声 为 零 均 值 的 。 对 于 白 噪 声 ， 每 时 刻 的 噪声 都 是 不 相关 的 ， 因 此 
整个 个 样本 的 噪声 序列 于 的 概率 密度 函数 为 每 个 样本 各 自 的 概率 密度 函数 之 积 
ir V2ro? 202 ) Qnr) Qn) Vi N) 
它 服 从 N 维 高 斯 分 布 ， 5 为 协 方差 矩阵 。 各 元 素 不 相关 的 话 ,， 王 = oo， 其 中 了 是 单位 矩阵 ， 
det% =No?, 
因 测 量 值 y = WW +n, WA n =y- 28， 测量 的 概率 密度 函数 可 表示 为 


1 T 
OnE VNo, exp( 230 wo) v0) (8.5.7) 


对 于 这 个 函数 ， 其 极 大 值 是 可 以 确定 的 。 在 高 斯 分 布下 计算 极 大 似 然 估计 的 通用 方法 是 先 取 
对 数 ， 因 为 p(x) 和 logp(x) 在 相同 的 值 下 都 取得 极 大 值 ， 但 取 对 数 后 更 容易 处 理 。 因 此 
































p(y10) = 























dlog f(y10) 1 NL 
re h —((y- wô) "(y — 6) =0 (8. 5.8) 
解 上 述 方程 ， 可 以 得 到 6 为 
ô =(wTw) vy (8.5.9) 





这 与 式 (8.3.13) 是 相同 的 。 所 以 最 小 二 乘 估计 器 与 极 大 似 然 估 计 器 得 到 的 解 是 相同 的 。 

现在 讨论 估计 天 的 质量 ， 其 问题 是 估计 方差 是 否 存在 下 界 。 如 果 这 种 情况 存在 ， 那 么 获 
得 可 达到 最 小 方差 的 估计 器 就 是 最 优 佑 计 占 。 这 种 质量 的 测度 称 作 估计 占 的 有 效 性 ( 见 附 
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录 A)， 可 以 推导 出 可 达到 最 小 方差 的 下 界 为 Cramer -Rao 界 。 
为 了 推导 这 个 Cramer - Rao A, 考虑 任意 的 无 偏 估计 0， BE] 6 |0! =0。 在 这 个 前 提 


下 ， 求 估计 的 方差 E1(0-010)21。 
下 面 的 Cramer - Rao 界 推 导 由 文献 (Hansler, 2001) 给 出 ， 那 里 有 更 详细 的 推导 。 推 


导 的 指导 思想 是 ， 对 于 一 个 无 偏 估计 ，E10 - 6| 的 期 望 值 为 零 ， 即 























Efô 一 0} = /6 ~ 0) py(y|@)dy (8.5.10) 
对 参数 向 量 9 求 导 ， 得 到 

/二 (6G-omoloay)=0 (8.5.11) 
根据 Cauchy - Schwartz 不 等 式 (E|xy| )?<Efa? Ely, TANTAN 


1 
8 8.5. 12 
E1(451087,010)) | nn 





E{(6 一 0)2?} > 


或 写成 
一 1 


2 
Ey gpa oe 2,10) 





Â 92 
=) (8.5.13) 


详细 的 推导 也 见 文 献 (Raol et al, 2004), 

如 果 估 计 需 的 估计 方差 达到 下 界 ， 则 称 它 为 有 效 的 。 术 语 BLUE 代表 最 优 线性 无 偏 估 
计 器 ， 表 示 该 估计 器 达到 所 有 无 偏 估计 器 的 最 小 方差 。 根 据 Gauss - Markov 定理 ， 最 小 二 乘 
估计 右 就 是 最 优 线 性 无 偏 估计 器 。 下 面 的 论述 证 实 ， 该 估计 器 在 噪声 n(k) ARE elk) 为 高 
斯 分 布 情况 下 也 达到 了 Cramer - Rao 界 。Cramér - Rao 界 不 总 是 可 以 达到 的 ， 为 它 过 于 保 
守 ， 见 文献 (Pintelon and Schoukens，2001) 。 尽 管 还 存在 一 些 更 为 宽松 的 界 ， 但 难以 计算 ， 
因而 很 少 用 。 

Cramer - Rao 界 还 可 用 于 最 小 二 乘 估计 器 ,在 这 种 情况 下 等 价 于 极 大 似 然 估 计 器 。 因 此 
可 达到 的 最 小 方差 为 


E{(6 — 0)?} > 

















一 1 
Ban log Py via} 
QR RFE c(h) IRE n( hk) 为 高 斯 分 布 ， 那 么 估计 器 达到 Cramer - Rao 界 ， 是 所 有 估计 器 的 最 
小 方差 。 分 母 项 称 作 Fisher 信息 矩阵 ( Fisher，1922，1950)。 从 Cramer - Rao 界 扩展 到 有 
偏 估计 的 讨论 见 文献 (van den Bos, 2007), 





= 00B{(V I} (8.5.14) 














8.6 约束 


约束 是 求解 必须 满足 的 附加 条 件 ， 分 为 等 式 和 不 等 式 约 束 。 线 性 不 等 式 约束 要 求 参数 满 
足下 列 的 一 组 不 等 式 
A0 <b (8.6.1) 
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而 等 式 约束 需要 参数 满足 如 下 的 一 组 方程 
Co =d (8.6.2) 
首先 介绍 等 式 约束 的 情况 ， 因 为 它 容 易 直 接 求解 (Bjircek，1996 ) 。 要 求 C 具有 线性 无 
关 列 ， 使 得 式 (8.6.2) 的 方程 系统 是 一 致 的 。 先 求解 无 约束 的 最 小 二 乘 问题 
6 = (ww) wry (8. 6.3) 











然后 求 受 约束 问题 的 解 96 ， 可 以 求 得 0 为 
5-6-ww)c(c (ww) tc") (Ch =d) (8.6.4) 

见 文献 (Doyle et al, 2002) 。 

不 等 式 约束 理论 上 可 以 采用 有 效 集 法 求解 ,但 在 数值 实现 上 更 倾向 于 采用 其 他 的 方法 ， 
如 内 点 法 (Nocedal and Wright，2006 ) 。 有 效 集 法 的 基本 思想 是 ， 不 等 式 约 束 可 以 是 闲置 的 ， 
这 种 情况 不 需要 把 约束 视 作 优 化 问题 解 的 一 部 分 ; 如 果 不 等 式 约束 是 有 效 的 ， 那么 可 以 将 它 
视 作 等 式 约束 ， 因 为 设计 变量 被 固定 在 可 行 空 间 的 边界 上 。 这 里 的 有 效 意 味 着 约束 对 解 是 起 
作用 的 ， 而 闲置 意味 着 当时 的 约束 对 解 没 有 影响 。 这 个 算法 的 关键 之 处 在 于 有 效 集 的 确定 ， 
它 可 能 具有 指数 复杂 性 。 递 推 最 小 二 乘法 (RLS) 也 允许 包含 一 个 简洁 方式 的 约束 ， 见 第 
9.6.1 节 。 














8.7 小 结 


本 章 中 ， 针 对 线性 和 非 线性 过 程 推 导 了 最 小 二 乘法 ， 它 适用 于 由 线性 和 非 线 性 代数 方程 
描述 的 稳 态 过 程 。 能 够 直接 求解 ， 也 就 是 非 迭 代 求 解 的 一 个 重要 条 件 是 ， 过 程 输出 和 模型 输 
出 之 间 的 误差 关于 参数 是 线性 的 。 但 是 ， 许 多 关于 参数 非 线性 的 函数 可 以 通过 变换 使 其 成 为 
关于 参数 线性 的 ， 或 者 可 以 用 多 项 式 或 分 片 线性 模型 来 近似 。 

对 于 最 小 二 乘 的 应 用 ， 利 用 Gauss - Markov 定理 ， 可 以 证 明 最 小 二 乘法 能 给 出 最 优 线性 
无 侦 估 计 。 同 时 还 进一步 说 明 输 出 具有 高 斯 噪声 的 最 小 二 乘法 与 极 大 似 然 估 计 需 是 等 价 的 ， 
估计 方差 渐 近 达到 Cramer - Rao 界 ， 它 是 估计 方差 的 下 界 ， 使 其 成 为 渐 近 有 效 估计 器 。 




















习题 


8.1 非 线 性 稳 态 SISO 过 程 
过 程 由 一 个 二 阶 非 线性 稳 态 模型 描述 
y(k) = Ko + Kiu(k) + Kou? (k) 
其 中 ， 参 数 K, 为 零 ， 因 此 下 面 不 用 考虑 它 。 基 于 如 下 的 测量 数据 : 





数据 点 天 1 2 3 4 5 
输入 信号 -1.5 -0.5 4.5 7 8 
输出 信号 y 5.5 1.5 -3.5 4.5 8.5 


利用 最 小 二 乘法 ， 求 参数 K 和 K,- 
8.2 非 线性 稳 态 MISO 过 程 
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一 个 MISO 过 程 由 非 线 性 二 阶 模型 描述 
y(k) = Ko — Kıuı(k)u2(k) + Kou? (k) 
利用 最 小 二 乘法 来 辨识 这 个 过 程 。 构 建 数据 矩阵 Ww, Belt ”和 参数 向 量 2， 利用 下 面 给 
定 的 测量 值 : 





数据 点 天 1 2 3 4 5 
输入 信号 u, -1 -0.5 0 1 2 
输入 信号 u, 2 2 2 2 
输出 信号 7 3.5 1. 875 0 -4.5 -10 


RBA K AIK, , 假设 K, =0。 
8.3 非 线性 稳 态 SISO 过 程 
利用 下 面 的 测量 数据 ， 辨 识 一 个 稳 态 非 线 性 过 程 ， 其 模型 结构 为 
y(k) = Vau(k) + (b + 1)u?(k) 





数据 点 1 2 3 4 5 
输入 信号 u 0.5 1 1.5 2 2.5 
输出 信号 y 2. 2247 5.7321 11. 1213 18. 4495 27. 7386 


FOR ERE ER WHE TL ae 和 参数 向 量 9， 然 后 求 参数 a M bo 
8.4 正弦 振荡 
利用 最 小 二 乘法 求 振荡 频率 oj 已 知 的 相位 o 和 幅 值 4， 即 
y(t) = A sin(wot + 9) 
言 号 的 采样 时 间 7, = 0. 1 s， 振 荡 频 率 w, =10 rad/s。 利 用 下 面 数据 : 











数据 点 0 1 2 3 4 
输出 信号 ylk) 0. 52 1.91 1.54 -0.24 -1.80 
求 参 数 4 和 p。 


8.5 ”一致 估计 和 BLUE 
什么 是 一 致 估计 ?BLUE 代表 什么 ? 
8.6 ”偏差 

什么 是 偏差 ? 如 何 用 数学 定义 ? 
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9 if 
动态 过 程 的 最 小 二 乘 参数 估计 





© 8 


上 一 章 讨 论 了 最 小 二 乘法 在 稳 态 模型 中 的 应 用 ， 这 是 科学 研究 人 员 很 早 以 前 就 熟知 的 ， 
而 最 小 二 乘法 应 用 于 动态 过 程 辨识 则 要 晚 些 时 候 。 关 于 AR 模型 的 参数 估计 最 初 的 研究 报道 
是 关于 经 济 数据 的 时 间 序 列 分 析 (Koopmans, 1937; Mann and Wald, 1943) 以 及 用 于 线性 
动态 过 程 差 分 方程 的 估计 (Kalman, 1958; Durbin, 1960; Levin, 1960; Lee, 1964) 。 

本 章 将 针对 离散 时 间 情 况 详 细 讨论 最 小 二 乘法 在 动态 过 程 中 的 应 用 ， 后 面 的 第 15 章 将 
讨论 连续 时 间 的 情况 。 本 章 里 ， 首 先 推导 原始 的 非 递 推 形 式 ， 然 后 详细 给 出 其 递 推 形 式 。 另 
外 ， 还 将 讨论 最 小 二 乘 的 加 权 方 法 和 非常 重要 的 指数 遗忘 最 小 二 乘法 。 

为 了 不 淹没 最 小 二 乘法 应 用 于 动态 系统 的 基本 思路 ， 本 章 仅 讨论 问题 的 一 种 数学 求解 方 
法 。 第 22 章 将 进一步 讨论 最 小 二 乘 问题 求解 的 不 同方 法 ， 并 比较 各 种 方法 的 精度 和 速度 。 
第 10 章 还 将 讨论 最 小 二 乘 的 改进 方法 ， 以 便 针 对 作用 于 输入 的 噪声 以 及 其 他 情况 ， 使 之 获 
得 更 好 的 估计 结果 。 





























9.1 最 小 二 乘 (LS) 非 递 推 方法 
下 面 针对 离散 时 间 线 性 过 程 推导 最 小 二 乘 的 经 典 方法 。 
9.1.1 基本 方程 
离散 时 间 线 性 过 程 的 传递 函数 写成 
y(z) bo+Phiz +- +bmz™ BC !) 


GD = 2 = = 
wo) u(Z) 1+ az! +e +02” A(z!) 








(9.1.1) 
其 中 

u(k) = U(k) — Uw 

y(k) = Y(k) — Yoo 
为 信号 相对 于 稳 态 值 Uo M 7 的 偏差 ， 也 见 式 (2. 2.19)。 下 面 将 忽略 参数 bo, AA “XN 
真 ” 系 统 ? 在 现实 中 很 难过 到 ， 也 就 是 能 立即 跟随 阶 路 输入 响应 的 系统 几乎 不 存在 。 由 于 忽 
略 了 65,。， 下 面 参数 估计 问题 的 维 数 降 低 了 一 维 。 对 式 (9. 1.1) 过 程 进 行 扩展 ， 引 入 迟延 
To AB d=7,/T, =0,1,…。 又 假设 模型 阶 次 和 迟延 准确 已 知 ， 若非 如 此 ， 可 采用 第 23 
俐 所 论述 的 方法 来 确定 合适 的 模型 阶 次 和 迟延 。 


(9.1.2) 





O PARE: 指 分 子 和 分 母 的 多 项 式 阶 次 相等 的 系统 。 
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考虑 延迟 后 的 传递 函数 可 写成 
yu(z) = BC -d _ biz! + =. + One zd 








IT) AED? Tae bt nt a) 
侵 设 可 测 信号 y( 肪 是 实际 过 程 输出 yx CE) (有 用 信号 与 随机 干扰 nO) RZN 
y(k) = yuk) + n(k) (9.1.4) 
见 图 9. 1。 
he 






: 











ES 








图 9.1 最 小 二 乘法 非 递 推 参数 估计 方块 
现在 的 任务 就 是 根据 N 组 输入 信号 ulk) 和 测量 输出 y(k)， 确 定 过 程 传递 函数 式 
(9.1.3) 中 的 未 知 参 数 a, 和 4b,。 首 先 ， 做 如 下 一 些 假设 : 
e 当 生 <0 时， 过 程 处 于 稳 态 。 
© 模型 阶 次 m FRIE d 准确 已 知 (如 果 它 们 事先 不 知道 ， 如 何 确定 模型 阶 次 m AIS KE d 
的 方法 见 第 23 章 ) 。 
e 输入 ul(k) 及 其 直流 分 量 Uo 准确 已 知 。 
e 干扰 n(k) DALE FR, HEIn(k)}=0, 
直流 分 量 7 准确 已 知 ， 且 与 Vw, 相对 应 。 
将 式 (9.1.3) 变换 到 时 域 ， 得 到 差分 方程 
valk) Har ya(k—1) +---+amy¥a(k—m) = biulk-d-1)+::-+bmulk-d-m) (9.1.5) 
使 用 测量 值 yh) 代替 模型 输出 yk), EMD ETT MS AT, A 
y(k) + i(k — Iy(k—1) +--+ + Gm(k — Dy(k —m) 
bi(k — 1)u(k -d —1)—---— bulk — Du(k — d —m) = e(k) 
由 于 用 测量 值 y(%) 代 替 “ 真 实 的 ”的 输出 y,(k) ， 用 参数 估计 值 代 蔡 “ 真 实 的 ”的 参数 值 ， 
由 此 而 造成 方程 误差 e(k) ( 残 差 ) 。 图 9.1 给 出 了 一 个 总 的 框架 ， 根据 第 1 章 的 论述 (WM 
图 1.8) ， 这 个 框架 中 的 误差 称 为 广义 方程 误差 。 该 误差 定义 是 关于 参数 线性 的 ， 这 是 应 用 参 
数 估计 直接 方法 所 必需 的 。 正 如 第 1.3 节 所 论述 的 那样 ， 直 接 方 法 可 以 一 次 求 得 参数 估计 。 
式 (9.1.6) 可 以 解释 为 : ETE k -1 时 刻 之 前 的 测量 数据 ， 对 未 来 输出 信和 号 yC) 提 
前 一 步 的 预报 值 7(k | 上 -1) (一 步 预报 ) 。 在 这 种 情况 下 ， 式 (9.1.6) 可 以 写成 
Î(k|k — 1) = —Gy(k — 1) y(k — 1) — - -- — am (k — 1)y (k - m) 
+ by (k — Duk -d — 1) +--+ — balk — Du(k — d — m) (9.1.7) 
=¥Y (k)O(k —1) 
其 中 ， 数 据 向 量 定义 为 
YA) = (—y(k — 1) +++ —y(k -m)|u(k — d — 1) --- u(k —d -m)) (9.1.8) 
参数 向 量 定义 为 











(9. 1.6) 





BOY = (++) (9.1.9) 
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可 见 , 式 (9.1.7) 与 非 线性 稳 态 情况 下 的 回归 模型 式 (8.3.3) 是 对 应 的 。 为 此 ， 式 
(9.1.6) 中 的 方程 误差 可 以 解释 为 
ek) = yk) — p(klk—1) 
方程 误差 新 的 观测 值 模型 一 步 预 报 值 
现在 ， 对 输入 和 输出 在 时 间 点 =0,1,2,…,m+d+N 上 进行 采样 。 在 第 k=m+d 步 ,数据 
MEYER (9.1.8) 首次 被 填 满 。 对 k=m+d,m+d+1,…,m+d+N 了 时刻， 可 以 建立 一 个 
具有 N+1 个 方程 的 系统 





(9.1.10) 





yk) = YT OK — 1) + e(k) (9.1.11) 
为 了 确定 2m 个 参数 ， 需 要 至 少 2m 个 方程 ， 故 必须 N=2m -1。 为 了 抑制 干扰 nk) 的 影响 ， 
通常 使 用 更 多 的 方程 ， 即 N>2m -1。 
以 上 N+1 个 方程 可 写成 如 下 的 矩阵 形式 
y(m+d+N)=W(m+d+N)6(m+d+N-1N)+te(m+d+N) (9.1.12) 








其 中 
y'(m+d+N)=(y(m+d) y(m+d+1)..:y(m+d+N)) (9.1.13) 
BE FEE 
Y(m+d+N)= 
—y(m+d—1) ase —y(d) u(m—1) +. u(0) 
-y(m+d) ++ —y(d +1) u(m) ul) (9.1.14) 


{ii ANS Sy NIE N a) 
为 了 极 小 化 如 下 的 代价 函数 





m+d+N 
V=e'm+d+N)em+d+N)= J. ek) (9.1.15) 
jap k=m+d 
e'(m+d+N)=(e(m+d)e(m+d+1)---e(m+d+N)) (9. 1. 16) 
类 比 于 第 8. 3 节 ， 求 代价 函数 的 一 阶 导数 ， 见 式 (8.3.11) ， 令 其 等 于 零 ， 即 
— 区 = 2" (y —w6) +0 (9.1.17) 
对 于 =m+d+NN 时 刻 ， 对 比 式 〈8.3. 13) ， 可 得 到 超 定 方程 组 的 解 为 
6 = (ww) vy (9. 1. 18) 
利用 下 面 的 简写 
P = (viw) (9. 1. 19) 
上 式 写 成 
6 = Pw'y (9. 1. 20) 
为 了 计算 参数 估计 值 b6， 需 对 如 下 和 矩阵 求 逆 
yTy = P ( 见 下 页 ) (9.1.21) 
再 乘 以 向 量 
Wy ( 见 下 页 ) (9. 1. 22) 
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(9.1.22) 


(9.1.21) 











p+u=y 
-p-ni 《 - 
N+tpru 
p+u=y 
a-p- L - 
N+ptu 
p+u=y 
-p L = = tia 
N+p+u 
p+u=y 
C-D X - 
N+p+u 
p+u=y 
(PDM X = 
N+tp+ru 
0=4 
(pn L 
N 
z-w=y 
(+wu-pnyn X 
z-ntw 
1-u=y T-w=y 
a+- ynn X Da X 
TI 一 N 十 以 I-N+u 
P= 万 = 了 P=Y rd 
P-DE Ro (Tom p-n X - Dí < 
N+P N+P N+P 
T—pt+u=yz Z 一 PP 十 由 一 站 z-pru=y z-pru=y 
(+tu-p- Puma K atp- K atmet X 
Z—N+p+u Z—N+p+u Z—N+p+u Zz—N+p+u 
1-p+u=y 1-p+u=y 1-p+u=y 1-p+u=y 
(I+m—p-ynye X P-DE K -atu -pi K n D X 
I-n+tp+ru I-N+p+u I-N+pt+u I-N+pt+u 


参见 (Åström and Eykhoff, 1971) 。 


JERE W WERON +1) x2m, AS PARIS MERE, SEE P 的 维 数 会 变 得 很 大 。 





号 , FRE WW PRAY, AERO 2m x2m， 与 测量 时 间 段 无 关 。 


为 了 使 其 逆 存 在 ， 和 矩阵 VIE ( 满 ) ARM) (2m) 或 


> 
A 


对 于 平稳 的 输入 和 输出 1 


(9.1.23) 





det(w™W) = det(P~') 40 


这 个 必要 条 件 意味 着 ， 所 研究 的 过 程 必须 是 被 输入 信号 充分 激励 的 ， 见 第 9. 1. 4 节 。 根 据 式 
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(9.1.17) ， 其 二 阶 导 数 写成 
dV 
dbdbT 
为 了 使 代价 函数 在 由 式 (9.1.17) 确定 的 最 优点 处 取得 (局 部 ) 极 小 值 ， 和 矩阵 到 到 必须 是 
正定 的 ， 即 


= wiv (9.1.24) 





detw'w >0 (9.1.25) 

如 果 WW AL Wy KRN, MEREMEES RK ER EN 

的 起 止 点 不 同 ， 见 式 (9.2.21) 和 式 (9.1.22). Am, 4 很 大 时 ， 这 些 不 同 的 起 止 时 间 
是 可 以 忽略 的 ， 由 此 可 建立 “相关 和 矩阵 ” 





























(N +1) -iy lw = 
RO RD Ryn- D| -Rd) —Ruyld +m- 1) 
Ry (1) Ryy(0) --- Ryy(m —2)| —Ry(d—1) 一 AL +m —2) 
: a > (9.1.26) 
Ryy(0) —Ruyld 一 到 十 1) —Ruy(d) 
Ru (0) we Ruu(m — 1) 
Run) 
和 “相关 向 量 ” 
—Ryy(1) 
—Ry,(2) 
(N +1)twTy = RnG) (9.1.27) 
Ruy(d +1) 
Rld + m) 

















因此 ， 对 于 动态 情况 ， 最 小 二 乘法 也 可 以 用 相关 函数 表示 。 如 果 根 据 下 式 来 确定 6 
一 1 
6 = av”) we (9. 1. 28) 
ABZ FE TR PF , EER et Wc ee UE ALS PREY EL, Pk, EERME 
非常 适合 用 作 非 参数 日 易于 解释 的 中 间 结 果 来 检查 参数 估计 的 进程 。 
需要 注意 ， 这 里 只 用 到 如 下 的 相关 函数 
Ryy(0), Ry), =, Ryy(m — 1) 
Rw), Rau(D，…, Ruun — 1) 
Ruy(d), Ruy(d +1), , Ruy(d +m —1) 
因此 ， 计 算 相关 函数 时 总 是 利用 到 m 个 值 。 如 果 对 于 其 他 的 时 移 r， 即 分 别 对 应 7 <0 Fr > 
m-1, 或 7r<d 和 7>d+ 站 -1， 相 关 函 数 明 显 不 为 零 ， 则 这 种 方法 没有 用 到 有 关 过 程 动态 
特性 的 全 部 可 用 信息 ， 这 一 问题 在 第 9. 3 节 中 还 会 讨论 。 
为 计算 参数 估计 值 ， 有 下 述 选 择 : 
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e 建立 Wily, HAW wa Py, HANS (9.1.18) 求解 参数 估计 问题 。 

e 用 式 (9.1.21) 和 式 (9.1.22) 所 给 的 求 和 形式 ， 求 解 ww am wy 中 的 元 素 ， 然 后 
利用 式 (9.1.18) 计算 。 

e 根据 式 (9.1.26) 和 式 (9.1.27)， 利 用 相关 函数 形式 ,求解 C(W+1) PW A 
(N+1) Wy 中 的 元 素 ， 然 后 利用 式 (9.1.28) 计算 。 


9.1.2 收敛 性 
为 了 检查 收敛 性 ， 本 节 将 在 式 (9.1.4) 所 假设 的 ， 也 就 是 输出 受到 随机 噪声 n(k) 干扰 
的 情况 下 ， 分 析 参 数 估计 的 期 望 值 和 收敛 性 。 
关于 参数 估计 的 期 望 值 ， 假 设 模型 (9. 1. 12) 的 估计 参数 已 经 与 过 程 参 数 0, 一致， 将 
式 (9.1.12) RAR (9.1.18)， 可 得 
B{6! = E{(Y VY) vy wo, + (WW) we! = 00 +ELWTW) ve} (9.1.29) 




















其 中 
b=E{(WTW) wre} (9.1.30) 
为 偏差 。 若 偏差 为 零 , 则 上 述 0 = b 的 假设 就 得 到 满足 。 于 是 有 下 面 的 定理 。 
定理 9.1 (无 偏 参数 估计 的 第 一 个 性 质 ) 
利用 最 小 二 乘法 对 式 (9.1.5) 描述 的 动态 过 程 参数 进行 估计 ， 如 果 获 得 的 参数 估计 是 
无 偏 的 , MW Alle 不 相关 ， 且 Ele) =0。 那 么 ， 对 任意 有 限 的 测量 时 间 N, A 
b = EWY) Ww lEfe} = 0 (9. 1.31) 
































HARE, WPA (9.1.27), 有 
AR.) 


—Rye(m) 


(Rd al). =0 (9. 1.32) 


(N +1) 'E{WTel =E 


一 Rue(d ga m) 


对 于 6 =0,， 输 入 信号 ulk) 与 误差 信号 elk) RAK, ALR, (7) =0。 后 文 还 将 用 到 式 
(9. 1.32)， 见 式 (9.1.54), 
现在 需要 研究 的 是 ， 必 须 满足 什么 条 件 才能 获得 无 偏 参 数 估 计 。 针 对 这 个 问题 ， 假 设 信 
号 是 平稳 过 程 ， 使 得 相关 函数 的 估计 是 一 致 的 ， 即 
„im ERa) 一 Rut) 
am. E{ Ryy()} = Ryy(t) 
„im Ef) = Ruy(r) 
根据 Slutsky 定理 〈( 见 附录 A. 1)， 由 式 〈9.1.28) ， 参 数 估计 依 概率 收敛 为 
1 


一 1 

1 

vr) ( piim viv”) (9.1.33) 
一 co 

















plim 6 = ( plim 
No Nox N 
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包括 


一 1 

„im BAO} = (‚Jin Et) (pmsl!) (9.1.34) 

这 意味 着 ， 括 号 中 的 每 一 项 都 收敛 于 各 自 的 稳 态 值 ， 且 是 统计 独立 的 。 现 在 ， 将 式 
(9.1.34) 分 解 成 有 用 信号 和 干扰 两 部 分 。 利 用 式 (9.1.4), AU (9.1.8) 变 成 
Wk) = (—yulk — 1) +++ pk — m)|u(k -d — 1) ++- u(k — d — m) ) 














+ (=n(k = 1) --- —n(k — m) |0 --- 0) (9.1.35) 
= pi (k) + Yi (k) 
vy =v + (9. 1. 36) 
进而 根据 式 (9.1.4), A 
y(k) = yulk) +n(k) = wk)00 + n(k) (9. 1.37) 
其 中 ，b 为 真实 的 过 程 参数 ， 因 此 
y=V,0o+n=(W-Y,)Oo+n (9. 1. 38) 


FRE (9.1.38) 代入 式 (9.1.34), W 


1 = 
lim E{0} = ( lim rel) 
No Noo IN-+1 





1 1 (9.1.39) 
lim E}——_w'(w -», — yT 
(im, EES ( + ay nl) 
= ĵo +b 
其 中 
1 —1 
„lim b= (‚Jin el) 
27 Zu i i (9. 1. 40) 
lim BI ——wW'n - ——_w'y, 
(im, | AN ooh) 
代表 一 个 渐 近 偏差 。 为 简单 起 见 ， 引 入 “相关 和 矩阵 ” 
1 
R(N +1) = —— yTy .1.41 
(N +1) Wal (9 ) 
. 1 
基于 式 (9.1.26) 和 式 (9.1.27), A 
lim b= 
No 
—Ryn(1) a Ryn (0) +++ am Ral = m) 
R- lim E —Ry,(m) = ai Rya (m — 1) +--+» + am Ryn (0) Mi 
No 0 0 
0 0 





其 中 , Ê (7) =0， 即 假设 输入 信号 wu(%) 和 噪声 n (kh) EASE, XT E t DR AL 
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(CCF) ,根据 y(k) =y,(k) +n(k), 有 











N 
1 
ELAnCD} = | Dnt +o) 
I 
u zen .1.44 
Barer mn + | +E none (9 ) 
=0 
= Ron(T) 
故 
Rin(1) F aı Run (0) a eee am Rul —m) 
lim b= —R7 lim EL | Ronn) +r Rmm = 1) +: +4mRmlO) |\ (9.1.45) 
No AN 一 co 0 
0 
如 果 Noo , 有 
aj Rm(t — j) =0, HF <t<m, Hao =1 (9. 1.46) 
j=0 


则 该 偏差 为 零 。 这 就 是 自 回归 信和 号 过 程式 (2.4.17) 的 Yule - Walker 方程 
nk) +ayn(k — 1) +--+» + amn(k — m) = v(k) 
A(z~*)n(z) = vz) 
HR, o(k) 为 统计 独立 的 高 斯 随机 信号 ， 有 (7,o,) = (0,1), Ñ (9.1.47) 意味 着 ， 噪 声 必 
须 是 由 白 噪声 v(%) 经 过 传递 函数 1/4(z” ) 生 成 得 到 的 ， 才 能 获得 5 =0 的 无 偏 估 计 。 因 此 


(9.1.47) 














nl) _ 1 
G,(z) = a 705 (9.1.48) 
参见 图 9.2。 则 输出 写成 
yz) = DO + uo (9.1.49) 


误差 信号 为 























图 9.2 ”利用 最 小 二 乘法 获得 无 偏 参数 估计 所 需 的 过 程 结 构 ， 其 中 v* 为 白 噪声 
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e(k) = Buck) + Âr © = Buck) + Zu) + AZuk) (9.1.50) 


如 果 过 程 和 模型 参数 精确 匹配 ， 即 9 = b, 或 分 别 有 4 =4 和 B=B， 那 么 偏差 5 消失 ， 则 有 
e(z) = v(z) (9.1.51) 
定理 9. 2 (一 致 参数 估计 的 条 件 ) 
利用 最 小 二 乘法 对 式 (9.1.5) 描述 的 动态 过 程 参数 进行 估计 ， 获 得 的 参数 佑 计 是 一 致 
( 渐 近 无 偏 ) 的 ， 如 果 误 差 e(k) 是 不 相关 的 ， 即 











Re) = 0282) , 其 中 8(D) = 40' FZ (9. 1.52) 
Heh) RAFHIA, itz 
E{e(k)} = 0 (9.1.53) 

















对 上 述 定理 的 注释 : 如 果 满 足 上 述 定理 的 条 件 ， 那 么 对 于 有 限 测 量 时 间 N， 参 数 估计 也 是 无 
偏 的 。 
由 式 〈9.1.32) ， 对 于 有 限 测量 时 间 N 的 无 偏 估 计 ， 有 
1 
Rye(t) = ——— e(k)y(k - 1) 
f N+l k=m+d 
m+d+N 
= 一 一 一 e(k+rT)y(k)=0,tr=1,2,::',m 
=> 
HF e(k), ZIER (9.1.4), R (9.1.7), X (9.1.10) 和 式 (9.1.35), UR6=0,, A 
e(k) = y(k) — W'(k)0o = yulk) + n(k) — Yi (k)Oo — Wy (k) 00 


= n(k) — Wy (k)6o 


(9.1.54) 


(9.1.55) 
和 

Yr (k) = (-n(k - 1)» -n(k -m)|0 --- 0) (9.1.56) 
可 见 ， 方程 误差 只 依赖 于 n(k)。 

















如 果 将 式 (9.1.4) 代入 式 (9.1.54), ， 并 考虑 到 0 =0, 的 收敛 性 ， 所 需要 的 信号 y, Ck) 
与 e(k) 不 相关 ， 则 有 
m+d+N 
E{Re(O} =EVT >  elkintk= m), = Rel), 7=1,2,..,m (9.1.57) 
k=m+d 








根据 式 (9.1.47), WRF n( hk) ZT ABHRAS E, MATTER (9.1.47) KU 
n(k -7T) ， 并 求 期 望 值 ， 得 到 


Ron(t) + ay Ron(t — 1) + +++ + dm Ron(t — mM) 一 Rone(T) (9.1.58) 
根据 Yule - Walker 方程 ， 且 对 于 7 >0，R,.(7) 为 零 ， 可 得 
Run(t) + ay Ron(t — 1) + +++ + adm Ron(t —m) = 0 (9.1.59) 
且 
Rye(t) = 0, t= 1,2,°°-,m (9. 1. 60) 


因此 ， 根 据 式 (9.1.32) 和 式 (9.1.57), 偏差 b THA, Bib =0。 
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至 此 ， 本 章 给 出 的 定理 均 假 设 噪声 通过 一 个 特定 的 成 形 滤 波 咒 作用 在 系统 输出 上 ， 见 式 
(9.1.48) 。 为 此 ， 对 于 有 限 的 测量 时 间 ， 参 数 估计 也 是 无 偏 的 。 
所 需要 的 成 形 滤 波 器 











a, | 

mes Cal) Al) 
具有 特定 的 形式 。 对 于 阶 次 高 于 1 的 动态 系统 ， 通 常 干扰 传递 函数 的 分 子 D(z ) 不 等 于 1， 
而 是 具有 如 下 形式 





(9.1.61) 








Diz") = do t+ diz ™ + doz? +- (9.1.62) 
因此 ， 对 于 受到 干扰 影响 的 动态 系统 ， 参 数 估计 一 般 是 有 偏 的 。 如 式 (9.1.40) 所 示 ， 如 
RFH n(%) 的 幅 值 相对 于 所 需要 的 信号 变 大 ， 则 偏差 也 随 之 增 大 。 图 9. 2 所 示 的 模型 结构 
称 作 ARX (Ljung, 1999), 
如 果 定 理 9. 2 的 条 件 不 能 满足 ， 则 得 到 的 结果 是 有 偏 估计 ， 偏 差 的 幅 值 由 式 (9.1.43) 
给 出 。 下 面 是 定理 9.2 的 注释 
E{b(N + 1)} = —E{R TN + 1} 
Ra(1) + a1 Rin(O) + +++ + dm Ran(l — m) 






































-p | | Amen) + as Anm = 1) + +++ + dm Rn) (9163) 
0 
0 
对 于 噪声 n( k) 为 白 噪 声 的 这 种 特殊 情况 ， 利 用 
E{RMm(O)} = Rın(0) = Efn? (k)} = 02 (9. 1. 64) 
上 式 简 化 为 
Ul 


EN+D} = -ERN +} | Le Jo? 
(9.1.65) 


= -E{RT (N + DIOHJLE 


关于 偏差 的 更 进一步 研究 可 参阅 文献 (Sagara et al, 1979), 
9.1.3 参数 估计 的 协 方差 和 模型 的 不 确定 性 


考虑 式 (9. 1.29) ， 并 假设 0 = g, ， 那 么 参数 估计 的 协 方差 矩阵 可 写成 
cov A@ = E{(6 — 00)(6 — 80)"} 
= B{(WTw) we) (ww) we) } (9. 1. 66) 
= BWW) Wee www) 
RUN) = (WW), (WW) EXT PRE, MR We 统计 独立 ， 则 
174 








cov A0 = E{(W Ww Efee Ew (wy) |} (9. 1.67)° 
进而 ， 如 果 e 是 不 相关 的 ， 则 
E{ee™ =o] (9. 1. 68) 
在 这 些 条 件 下 ， 且 满足 定理 9. 2 条 件 ， 也 就 是 对 无 偏 参数 估计 ， 协 方差 阵 变 成 
covAb = o2E{(Y WY) !} = o?E{P} 








1 1 R (9.1.69) 
= 0 E(N + Vy) ——_ =o? ETR-I(N +1 
ozE{(N +1) ee ey (N +1} 
“Nol, A 
o2 
lim cov A0 = RT! lim e— 一 0 (9.1.70) 
No N>œ N +1 


因此 ， 如 果 定 理 9. 2 成 立 ， 则 参数 估计 是 均 方 意义 下 一 致 收敛 的 。 
一 般 地 ，o? 是 未 知 的 。 依 据 文 献 (Stuart et al, 1987; Kendall and Stuart, 1977b, a; 
Johnston and DiNardo, 1997; Mendel, 1973; Eykhoff，1974) ， 可 以 获得 它 的 无 偏 估计 


1 
of ~62(m+d+N)= wagi ame m+d+N)eim+d+N) (9.1.71) 


其 中 

e=y-Wb (9. 1.72) 

因此 ， 不 仅 根 据 式 (9. 1. 18) 或 式 (9.1.28) 可 确定 参数 估计 ， 同 时 还 可 利用 式 (9. 1. 69) 
和 式 (9.1.71) 对 方差 和 协 方差 进行 估计 。 

除了 找到 参数 估计 协 方差 的 表达 式 外 ， 我 们 还 对 寻找 模型 不 确定 性 的 度量 感 兴趣 。 对 这 

个 问题 没有 唯一 的 方法 ， 下 面 仅仅 总 结 文献 中 提 到 的 一 些 方法 ， 作 为 判断 模型 不 确定 性 的 一 

种 工具 。 


第 一 个 方法 是 基于 参数 估计 的 协 方差 阵 。 假 设 参数 误差 9 - 0, 服从 以 零 为 中 心 的 高 斯 分 
布 ， 协 方差 阵 为 P, ， 那 么 每 个 参数 误差 都 服从 高 斯 分 布 ， 且 概率 密度 函数 为 





























p(k) = 





1 Or 一 Oo,k 
en 人 2Po x (9.1.73) 
Hh, 6, 为 第 个 参数 的 估计 值 ，6, ,为 相应 的 真实 参数 ，P, 为 P 对 角 线 上 的 对 应 元 素 。 
利用 上 式 ， 通 过 求 积分 可 以 确定 估计 值 0, 距离 真实 值 0, ,超过 a 的 概率 





P (|x — 0x|>a)=1 





(9.1.74) 


¢ 1 x 
3 Tr 局 
类 似 的 推导 也 可 参阅 文献 (Ljung, 1999; Box et al, 2008) 。 

接 下 来 ,确定 参数 向 量 的 置信 区 间 ， 这 里 将 用 到 x 分 布 。 因 为 个 独立 服从 高 斯 分 布 
的 随机 变量 之 和 服从 自由 度 的 x 分 布 ， 为 此 下 面 的 随机 量 


A 2 
zen (9.1.75) 




















O PEATE: 原文 缺 一 个 求 逆 符 号 。 
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RAY 分 布 ， 自 由 度 为 d= dimg。 随 机 量 r 以 某 概率 不 超过 rw 的 置信 区 间 可 以 通过 查阅 有 
关 统 计 的 教材 中 x 分 布 表 获得 ， 并 可 用 于 计算 置信 椭 球 ， 见 文献 (Ljung, 1999), 

利用 误差 传播 规则 ， 也 能 导出 所 得 模型 的 不 确定 性 。 这 个 模型 本 质 上 是 一 个 被 估计 参数 
的 非 线性 函数 ， 下 文 记 作 M ， 即 











M = fÊ) (9.1.76) 
那么 ， 可 将 协 方差 转换 为 
~ _ (Of) af) : 
见 文献 (Vuerinckx et al，2001) 。 因 此 ， 模 型 为 ?= Wo 系统 输出 的 协 方差 为 


cov § = W cov Adw™ (9.1.78) 

上 述 推导 是 假设 估计 参数 服从 高 斯 分 布 ， 且 估计 是 无 偏 的 情况 ， 但 并 不 一 定 都 必须 是 这 种 情 
况 ， 特 别 是 对 于 有 限 的 短 采 样 时 长 Y， 后 面 将 给 出 另 一 种 方法 。 

在 有 限 采 样 时 长 下 ， 置 信 区 间 的 进一步 讨论 可 参阅 文献 (Campi and Weyer, 2002; We- 
yer and Campi，2002 ) 。 

关于 传递 函数 极点 和 零点 位 置 的 不 确定 性 ， 建 议 通 过 给 每 个 估计 的 零点 和 极点 分 别 加 摄 
动 并 检查 所 得 到 的 模型 是 否 仍 能 足够 逼 直 地 描述 系统 来 确定 它们 的 置信 域 ( Vuerinckx et al, 
2001), 已 经 发 现 ， 置 信 区 间 的 形状 完全 可 以 不 同 于 通常 假定 的 椭 球 ， 见 文献 (Pintelon and 
Schoukens，2001)。 关 于 不 确定 性 椭 球 的 讨论 ， 也 可 参阅 文献 (Geners，2005) 和 
(Bombois et al ，2005 ) ， 文 献 中 指出 ， 在 频 域 中 不 确定 性 椭 球 的 计算 常常 基于 错误 的 分 布 假 
设 ， 因 为 不 确定 性 是 在 每 个 频率 点 上 分 别 进 行 分 析 的 。 关 于 求 取 模 型 质量 的 更 多 方法 ， 可 见 
文献 (Ninness and Goodwin, 1995) 的 综述 。 

例 9.1 (用 于 LS 参数 估计 的 一 阶 系统 ) 
通过 两 个 例子 来 说 明 动 态 系统 的 最 小 二 乘法 。 首 先 分 析 一 个 简单 的 一 阶 差分 方程 ， 然 后 
分 析 三 质量 振荡 器 系 统 。 

简单 的 一 阶 差分 方程 为 






































yulk) + a1 yulk — 1) = bulk — 1) (9. 1.79) 

y(k) = yulk) + n(k) (9. 1. 80) 

该 差分 方程 表示 的 是 具有 ZOH (FIR) 的 一 阶 连续 时 间 系 统 。 类 比 于 式 (9.1.6), 用 
作 参 数 估计 的 过 程 模型 可 以 写成 








y(k) + dy y(k — 1) —byu(k — 1) = e(k) (9. 1.81) 
测量 w(k) 和 y(k)， 总 共 获 得 N+1 组 数据 ， 则 有 
—y(0) u(0) 
—y(1) ul) 
v= (9. 1. 82) 


~y(N = Dun —1) 


y(1) 
_[ ¥@) 


; (9.1.83) 
y(N) 
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-iyTy — ( Ry) —Ruy(0) 
wwe (RO RO ) 0. 
z 一 RD 
(N+1) yy-= | (9. 
求 逆 得 
N -DvrTw)! = 1 人 20) 
a) Ruu(0) Ryy(0) — (Ruy(0))? \ Ruy) Ryy(0) i 
最 后 的 参数 估计 为 
a 3 1 人 (6 
bı RO Ryy(0) — (Ruy (0))? \ Ruy) Ryy(1) + Ryy (0) Ray (1) ; 
如 果 定 理 9. 2 的 条 件 不 满足 ， 那 么 根据 式 (9. 1.45) ， 结 果 的 偏差 可 以 估计 为 
b = -ECV + Diw) s(t a 
(9. 





z 1 E o 
Êu (0) Ry (0) = (Ruy (0)) Ne Ruy (0) Ran (1) +4 1 Ruy (0) Ran (0) 








1. 


1. 


WARRI uk) Al y(k) ABE ARPT, PEER, (0) =g(0) =0， 则 上 式 变 得 更 为 简单 ， 有 



























































Rn mK) 1 
no a De aa A 
E{Ab1} =0 (9. 
TIL, â, 的 偏差 随 着 噪声 幅 值 的 增 大 而 增 大 ， 而 参数 名 是 无 偏 估计 。 
根据 式 (9. 1. 69) ， 参 数 误 差 的 协 方差 阵 为 
= _ og (a oO) 1 
= (a, Ruu (0) Ryy (0) = (Ruy(0))? Ruy (0) Ryy(0) N+1 2 
如 果 ul) 是 白 噪声 ， 那 么 可 求 得 方差 为 
~ ez 1 
Var Ad, = yk) N +1 (9. 
~ e(k) 1 
var Ab, = Pao Ned (9. 
如 果 n(k) 也 是 白 噪声 ， 那 么 对 于 无 偏 估计 9=0,， 式 (9.1.55) 平方 后 ， 可 得 
2 n2(k) 1 
var Ad, = (1 ne (9. 
var Abı = (1 +a?) a) at 5 (9. 


u2(k)N +1 
因此 ， 参 数 估计 的 标准 差 与 测量 时 间 的 平方 根 成 正比 地 减 小 。 一 个 有 趣 的 结果 是 





1. 
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var(Adi) O u2(k) wk) 
当 输入 信号 wk) 含有 更 高 频 成 分 时 ， 参 数 的 方差 相对 于 参数 IAMA nk) A y, Ck) 
的 减 小 而 减 小 。 
19.2 (用 于 LS 估计 的 连续 时 间 一 阶 系统 ) 
考虑 一 个 一 阶 系统 ， 传 递 函 数 为 


var(Abı) Zr y? (k) = yak) 十 n?(k) (9.1.96) 

















K 
G(s) = —— ely 
(s) lost (9. 1.97) 


RAZPON K=2, T, =0. 5 s。 

由 于 前 面 所 讲 的 参数 估计 都 是 针对 离散 时 间 动 态 系统 的 ， 因 此 先 要 对 这 个 系统 进行 z 变 
换 。 关 于 连续 时 间 系 统 的 参数 估计 ， 读 者 可 参阅 第 15 章 。 这 个 系统 的 离散 时 间 模 型 可 写成 
A 0.097542! 











Gt) ee Le (9. 1.98) 
模型 系数 为 
by = K(1 — e77) = 0.09754 (9.1.99) 
和 
a= eu = 0.9512 (9. 1. 100) 


其 中 ， 采 样 时 间 T, =0. 025s. 

根据 式 (9.1.82) 构造 矩阵 更 ， 根 据 式 (9.1.83) 构造 向 量 y。 生 成 一 个 白 噪 声 并 圣 
加 到 输出 上 ， 加 到 输出 上 的 噪声 分 三 个 不 同 水 平 ， 结 果 见 图 9.3 ~ 图 9.5。 第 一 种 情况 如 
图 9.3 所 示 ， 县 加 的 噪声 水 平 很 小 (o, =0. 0002) ， 可 以 看 到 参数 估计 与 点 划 线 所 示 的 理论 
值 匹配 得 很 好 。 图 9.4 又 加 的 是 中 等 水 平 的 噪声 (o, =0.02) ， 可 以 看 出 参数 估计 出 现 偏 
#2, 最后， 图 9.5 SMEAR (o, =2) ， 尽 管 经 过 了 很 长 时 间 ， 参 数 估计 仍 不 收敛 
于 真实 值 ， 而 是 稳定 在 有 偏 值 上 。 这 些 图 是 用 DSF 算法 生成 的 ， 见 第 22 章 ， 它 在 数值 上 更 
为 鲁 棒 ， 其 结果 与 直接 计算 矩阵 更 的 伪 逆 所 得 到 的 结果 不 相 上 下 。 

物理 系统 通常 用 ODE ( 常 微分 方程 ) 描述 ， 当 用 最 小 二 乘法 来 确定 其 离散 时 间 模 型 时 ， 
获得 的 离散 时 间 模 型 参数 必须 转换 回 相 应 的 连续 时 间 模 型 ， 以 便 得 到 系统 的 物理 参数 ， 如 电 
感 、 弹 簧 系数 等 。 这 个 一 阶 系统 的 两 个 物理 参数 可 以 写成 

bı 


















































K = . 1.101 
1 +a (a u 
和 
To 
Tj = 一 Res 
1 er (9. 1. 102) 


RO. 1 列 出 模型 参数 估计 值 及 误差 等 结果 ， 从 中 可 以 看 到 系统 参数 的 估计 偏差 可 能 变 得 很 
大 ， 致 使 这 种 参数 估计 值 毫 无 用 处 。 还 可 看 出 ， 估 计 偏 差 主要 影响 参数 估计 值 4, ， 而 估计 值 
Ô, 仍 能 收敛 到 真 值 ( 见 例 9. 1) 。 就 噪声 而 言 ， 为 了 说 明 噪 声 对 估计 偏差 的 影响 ， 噪 声 水 平 
选 得 相当 大 。 在 许多 情况 下 ， 可 以 使 用 其 他 更 适合 于 含有 噪声 信号 的 方法 ， 例 如 正 交 相关 分 
析 法 ， 见 第 5.5.2 节 。 

178 





4,() [H] xO] a(t) [-] VOT] u) [-] 


bOH 





a 
x(D [s] 
图 9.3 一 阶 系统 的 参数 估计 ， 真 实 参 数值 (点 划 线 )，o, =0.0002, oa,/o, =0.0004 


表 9.1 一 阶 过 程 的 模型 参数 估计 结果 














T, a b K T AR[%] AT, [%] 备注 
=0 一 0. 9510 0. 09802 2 0. 4975 =0 一 0. 50 
0. 0002 一 0. 9500 0. 09807 1. 9617 0. 4875 一 1.92 -2.51 见 图 9.3 
0. 002 一 0. 9411 0. 09851 1.6735 0. 4121 — 16. 32 -17.59 
0.02 一 0. 8607 0. 10241 0. 7354 0. 1667 — 63. 23 — 66. 66 WL 9.4 
0.2 一 0. 4652 0. 12148 0. 2272 0. 0327 — 88. 64 一 93. 47 
2.0 一 0. 0828 0. 1399 0. 1525 0. 0100 一 92. 37 一 97. 99 WAL 9.5 

















19.3 (三 质量 振荡 器 系统 的 离散 时 间 模 型 ) 

为 将 最 小 二 乘法 应 用 于 实际 过 程 ， 再 看 一 个 三 质量 振荡 器 系统 的 例子 。 本 章 只 对 离散 时 
间 模 型 进行 辨识 ， 对 连续 时 间 模 型 物理 参数 的 估计 见 第 15 章 。 

对 从 电动 机 转 抢 到 最 后 一 个 质量 块 位 置 的 连续 时 间 传 递 函 数 ， 可 通过 具有 6 个 状态 的 状 
态 空间 模型 来 描述 。 在 传递 函数 摘 述 中 ， 系 统 有 6 个 极点 ， 因 此 离散 时 间 传 递 函 数理 论 上 是 
6 阶 的， 写成 

















L+ayz7 + agz72 十 daz-3 十 04Z-4 十 05z-5 + a6z76 





G(z7!) = (9. 1. 103) 
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x(Z) [s] 




















图 9.4 一 阶 系统 的 参数 估计 ， 真 实 参数 值 (点 划 线 ) o, =0.02, 0,/0, =0.04 


为 了 说 明 高 阶 系统 的 情况 ， 根 据 式 (9.1.82) 和 式 (9.1. 83) ， 分 别 给 出 和 矩阵 w AE y 的 
构造 ， 其 中 we 
—y(5) —y(4) =» —y(0) u(5) … u(0) 
—y(6) —y(5) … —y(1) u(6) ul) 
l (9. 1. 104) 


y(N —1) Ne — 1) -- uN —6) 





y 写成 
y(6) 
y(7) 
. (9. 1. 105) 


y(N) 
那么 参数 向 量 9 由 各 模型 系数 组 成 
67 = (a(1) a(2) --- a(6)|b(1) --- b(6)) (9. 1. 106) 
利用 PRBS 信号 激励 这 个 过 程 ( 见 第 6.3 节 ) ， 过 程 输入 是 作用 于 第 一 个 质量 块 的 电动 
机 转 矩 M,， 输 出 是 第 3 个 质量 块 的 转速 o =o, WE 9. 6 所 示 。 在 激励 20s 后 ， 人 参数 可 以 
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åD] yOl] nl] yO] ul] 


bol] 





5 10 15 50 
x(D [s] 


图 9.5 一 阶 系统 的 参数 估计 ， 真 实 参数 值 (点 划 线 ) o, =2, 0,/0,=4 





可 靠 地 估计 出 来 ， 见 图 9.7。 采 样 时 间 的 选择 是 离散 时 间 模 型 估计 中 的 一 个 非常 重要 问题 。 
这 个 三 质量 振荡 器 系统 的 测量 数据 是 以 采样 时 间 7, = 0. 003 s 采样 得 到 的 ， 这 样 的 采样 率 对 
获得 合理 的 结果 来 说 是 太 高 了 ， 所 以 对 数据 进行 降 采样 率 处 理 ， 采 样 率 降低 16 倍 ， 实 际 的 
采样 时 间 T, =48 ms。 在 第 23. 2 节 将 讨论 采样 率 的 最 优选 择 问 题 。 











MN] 


œ, [rad/s] 











图 9.6 用 于 三 质量 








振 














t [s] 
荡 器 离散 时 间 模型 参数 估计 的 输入 和 输出 信号 
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a, [=] 


4, [-] 


a, [-] 


a, [-] 


4, [-] 


图 9.7 





t [s] t [s] 
三 质量 振荡 器 离散 时 间 模 型 参数 估计 及 其 随 着 时 间 的 变化 











为 了 评判 估计 模型 的 质量 ， 将 离散 时 间 模 型 的 频率 响应 与 利用 正 交 相关 分 析 法 〈 见 第 


5.5.2 45) 直接 测 
HALE 
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E48 


量 得 到 


|G(ie)| [dB] 


图 9. 8 


的 频率 响应 做 图 形 对 比 。 图 9. 8 的 对 比 表明 了 估计 模型 具有 很 高 的 





10" 10° 10' 
[rad/s] 





基于 三 质量 振荡 器 离散 时 间 模 型 参数 估计 计算 的 频率 
响应 ， 及 与 直接 测量 的 频率 响应 做 比较 





一 100 


—200 


ZG(ie) [°] 


—300 


—400 





10" 10° 10' 
æ [rad/s] 
图 9.8 基于 三 质量 振荡 器 离散 时 间 模 型 参数 估计 计算 的 频率 
响应 ， 及 与 直接 测量 的 频率 响应 做 比较 (2) 





9.1.4 参数 可 辨识 性 


在 使 用 任何 一 个 参数 辨识 方法 之 前 ， 都 必须 检查 参数 的 可 辨识 性 。 通 常 可 辨识 性 涉及 的 
问题 是 : 利用 某 种 辨识 方法 辨识 所 获得 的 模型 ， 能 否 用 来 描述 真实 的 系统 ?因此 ， 可 辨识 性 
依赖 于 如 下 条 件 : 

e AS. 

。 实验 设计 X。 

e 模型 结构 M。 

。 辨识 方法 L 

关于 可 辨识 性 已 有 多 种 定义 ， 在 文献 (Bellman and Åström, 1970) 中 ， 如 果 辨 识 准 则 ， 
即 代价 函 数 ， 具 有 单个 的 最 小 值 ， 则 定义 为 满足 可 辨识 性 。 然 而 ， 在 多 数 情 况 下 ， 可 辨识 性 
与 参数 估计 的 一 致 性 是 相 联系 的 。 对 于 参数 系统 模型 ， 如 果 模 型 参数 估计 值 6( N) 在 No 
时 收敛 于 真 值 6, ， 则 模型 参数 9 是 可 辨识 的 。 但 是 ,不 同 的 作者 所 选择 的 收 和 敛 性 准则 是 不 
同 的 。 文 献 (Åström and Bohlin, 1965) 和 (Tse and Anton, 1972) 以 概率 来 检验 收敛 性 ， 
而 文献 (Staley and Yue, 1970) 在 均 方 意义 下 使 用 收敛 性 。 下 面 将 沿用 文献 (Staley and 
Yue, 1970) 和 (Young, 1984) 所 用 的 可 辨识 性 概念 。 

参数 可 辨识 性 的 定义 

如 果 估 计 值 9 在 均 方 意义 下 收敛 于 真 值 9,， 则 模型 参数 向 量 9 是 可 辨识 的 。 这 意味 着 

„im E{O(N)} = bo 














„im cov AO(N) = 0 
因此 需要 均 方 意义 下 一 致 的 估计 器 。 
下 面 将 分 析 的 是 为 保证 参数 可 辨识 人 性， 系统 S、 实 验 X、 模 型 结构 M 和 辨识 方法 I 所 必 
须 满足 的 条 件 ， 并 用 于 最 小 二 乘法 ， 以 验证 这 些 条 件 。 
首先 ， 假 设 模型 结构 M 和 系统 结构 S 是 一 致 的 ， 并 且 选 择 的 模型 结构 使 得 定理 9. 2 满 
183 








足 ， 也 就 是 可 以 获得 一 致 估计 。 然 后 ， 分 析 系 统 S 和 实验 X 还 需要 满足 其 他 哪些 条 件 。 
为 了 根据 式 (9.1.18) 能 够 获得 参数 估计 0， 必须 保证 式 (9.1.23) det( WwW) 40 和 
st (9.1.25) ， 以 确保 代价 函数 达到 全 局 极 小 值 ， 使 得 6 成 为 最 优 参数 集 。 如 果 





det W'w = det P7! > 0 (9. 1. 107) 
WPS SAR ESS Mo, BIE, BT LS 
det ww = det R(N) > 0 (9. 1. 108) 





利用 式 (9.1.70), 4 Ne 时 ，covA6 也 收敛 于 零 ， 使 得 这 个 估计 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 
将 相关 矩阵 分 块 ， 并 在 Nw 极限 下 进行 分 析 ， 得 到 


Ri Rı2 
R= .1.1 
(ze R) < = 


使 得 
Ruu(0) Ru (1) < Rualm-—1) 
Ru(-1) Rau (0) < Rum — 2) 
Ra = ; ; (9. 1. 110) 
Ru(-m + 1) Ru(-m +2) > Rw (0) 
或 者 由 于 民 ,的 对 称 性 ， 有 
Ruu(0) Rw) e Ran 1) 
Ru(l) Rw(O) +++ Ram- 2) 
Ry = ; : ; (9.1.111) 
Rum — 1) Rum —2) > RuulO) 
利用 式 (9.1.109) 的 分 块 矩 阵 ， 式 (9. 1. 108) 的 行列 式 可 写成 (Young, 1984) 
IR| = [Ru] |R2 — Ra Rī Rv! (9. 1. 112) 
或 
|R| = |R| |Rıı — Ro R3} Roi | (9. 1. 113) 
因此 ， 必 要 条 件 为 
det Ry > 0 (9.1. 114) 
H 
det R > 0 (9.1.115) 


下 面 将 进一步 讨论 这 些 条 件 导 出 的 对 输入 信号 和 系统 的 要 求 。 在 这 种 情况 下 ， 可 以 分 辨 出 结 
构 可 辨识 和 可 辨识 性 的 区 别 ， 结 构 可 辨识 是 指 系统 在 一 般 意义 下 是 可 辨识 的 ， 可 辨识 性 是 指 
所 选 的 输入 的 确 可 以 辨识 这 个 系统 。 
输入 信和 号 的 条 件 
为 满足 式 (9. 1. 114) 的 条 件 ， 需 要 检查 式 (9. 1. 110) 满足 行列 式 大 于 零 的 必要 条 件 。 
对 于 正定 矩阵， 根据 Sylvester 准则 , 必须 保证 所 有 的 主子 式 ? 都 是 正 的 ， 即 
detR;>0,i=1,2,---,m (9. 1. 116) 





O PATE, 原文 误 为 右上 行列 式 。 
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det Rı = Ru(OD) > 0 


Ryu (0) Ruu(l) 


SUR) = Ruu(—1) Ruu(0) 


>0 





det Ro > 0 (9. 1. 117) 
这 里 ，R,, > 0 只 依赖 于 输入 信号 w(&) ， 所 以 通过 选择 合适 的 输入 wu(k)， 总 可 以 使 式 
(9.1.114) 得 到 满足 。 

定理 9.3 (持续 激励 条 件 ) 

利用 最 小 二 乘法 进行 参数 估计 的 必要 条 件 是 : 输入 信号 ulk) =U(k) -U 需要 满足 如 下 
条 件 








1 m+d+N-1 
U= im > 2, UM (9.1.118) 
k=m+d 
及 
Rule) = lim (Uk) - U) (Uk + 1) - U) (9. 1. 119) 





FE, HEE R, IEE. 

这 些 条 件 在 文献 (Åström and Bohlin, 1965) 中 针对 极 大 似 然 法 已 有 论述 ， 称 之 为 m 阶 
持续 激励 。 注 意 ， 式 (9. 1. 114) 条 件 与 相关 分 析 法 中 的 式 (7.2.4) 是 相同 的 , 不 同 的 只 
是 持续 激励 的 阶 次 。 下 面 是 持续 激励 输入 信和 号 的 一 些 例子 : 

© Ra (0) >R,,(1) >… >R,,(m): m 阶 背 动 平均 信号 过 程 。 

e R,,(0) 40,R,,(1) =… =R,,(m) =0: mm 一 oo 时 为 白 噪声 。 

e 当 7=0,NA,2NA,… 时 , R,(T)=a; AC +N) <T7<A(N-1+vN) 时 ， 其 中 w= 
0,1,2,…，R,,(7) = -a’/N: PRBS 信号 ， 幅 值 为 a， 时 钟 时 间 A = 7 ,， 周 期 长 度 N， 
4 N=m+1, WA m 阶 持续 激励 。 

通过 评估 确定 性 或 随机 性 信号 的 自 相 关 函 数 可 以 很 容易 验证 定理 9. 3 的 条 件 。 
m 阶 持 续 激励 的 条 件 也 可 以 在 频 域 中 解释 。 由 傅 里 叶 分 析 可 知 ， 离 散 时 间 信 号 过 程 的 功 
率 谱 密度 在 0 <w < mm 范围 内 可 写成 























Oo Oo 
SR) = JO Rume = Ru(0) +2), Ruln)cos@Ton (9.1.120) 


n=—oo n=1 

其 存在 的 必要 条 件 是 ， 对 所 有 的 r+， 自 相关 函数 R. (T) >0。 这 样 的 信号 是 任意 阶 持续 激励 
的 。 因 此 ， 如 果 对 所 有 的 w，S$.(o) >0， 那 么 信号 是 任意 阶 持续 激励 的 (Astrom and Eyk- 
hoff，1971) 。 有 限 阶 的 持续 激励 信号 是 指 ， 对 某 些 频率 ，S (wo) =0 (如 第 4.2 节 脉 冲 或 第 
6.3 节 PRBS 的 傅 里 叶 变 换 ) 。 

文献 (Ljung, 1999) 指出 ， 对 m 阶 传递 函数 的 辨识 ， 输 入 信号 必须 是 2m 阶 持续 激励 
的 。 因 此 ,使 用 m 个 正弦 波 就 足够 了 ， 有 关 多 正弦 信号 见 第 4 章 。 

过 程 的 条 件 

为 了 满足 式 (9. 1. 115) ， 必 须 确保 
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det Rı = Ryy(0) > 0 


Ryy(0) Ryy(1) | _ R2, (0) — Ryy(1) > 0 


det R2 = Ry(-1) Ryy(0) 





det Ri; > 0 (9. 1. 121) 
虽然 ， 通 过 选择 合适 的 输入 信号 可 以 满足 式 (9. 1.117), 但 式 (9. 1. 121) 的 条 件 还 依赖 于 
系统 。 如 果 R,, 是 正定 的 ， 则 有 下 面 的 定理 。 
定理 9.4 (过 程 的 条 件 ) 


利用 最 小 二 乘法 进行 参数 估计 的 必要 条 件 是 ， 对 于 输出 yk) =Y) -= 了， 其 中 





m+d+N 
Y= lim —— >》 Yk (9. 1. 122) 
en 
HEX 
m+d+N 
Ryy(t) = dim D (YH) -Y)(V¥k+0)-Y) (9. 1. 123) 
k=m+d 
AP AY BE 
Rn = (Rij = Ry(i — j)),i, j = 1 ,m (9. 1. 124) 
是 正定 的 。 口 





为 满足 这 些 条 件 ， 必 须 保 证 : 

© 系统 必须 是 稳定 的 ，4(z) 的 全 部 极点 都 在 单位 圆 内 。 

© 系数 5,,i=1,2,…,m 不 能 都 为 零 ， 以 保证 对 于 m 阶 的 持续 激励 输入 ， 输 出 信号 也 是 

m 阶 持续 激励 的 ， 因 此 和 矩阵 Ri 是 正定 的 ， 这 是 必须 确保 的 。 

© A(z) 和 B(z) 不 能 有 公共 的 根 。 

这 也 意味 着 ， 必 须 选 择 正确 的 模型 阶 次 m。 如 果 系 统 模 型 阶 次 选择 得 过 高 ， 会 造成 零 极 
点 对 消 。 以 上 这 些 要 求 可 以 合并 成 如 下 条 件 (Tse and Anton, 1972); 

e 如 果 最 小 维 数 m 已 知 ， 则 稳定 性 、 可 控 性 和 可 观 性 可 以 确保 可 辨识 性 。 

如 果 定 理 9.3 和 9.4 中 的 条 件 能 满足 ， 则 式 (9.1.114) 和 式 (9.1.115) 可 以 满足 ， 
{Ast (9. 1. 108) 还 不 一 定 能 保证 满足 ， 因 为 根据 式 (9.1.112) Ast (9.1.113), 右面 部 
分 的 矩阵 也 必须 是 正定 的 。 下 面 用 一 个 例子 来 说 明 。 

例 9.4 ( 谐 波 激励 的 参数 可 辨识 性 ) 

线性 离散 时 间 过 程 利 用 正弦 信和 号 激励 

u(kTo) = uo sin wık To 


























需要 研究 对 于 如 下 过 程 
Do 十 DZ 十 :十 DR 
ORA a a 
az! ++ + amz 
bazl tes + bz 
Cig 1Z + 十 DmZ 


© 1al tr + ame 
需要 几 阶 的 激励 信号 ， 当 输出 瞬 态 稳定 了 ， 模 型 参数 是 可 辨识 的 。 对 这 两 种 过 程 ， 输 出 可 
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写成 
y(kTo) = yo sin(wıkTo + ¢) 
JOP, yfl 是 不 同 的 。 对 应 ee 





Ru(t) = = 0 cos @1 TT 


F 
Ry(t) = > 0 cos witTo 


首先 ， 考 察 过 程 A(b, 关 0) 。 建 立 和 矩阵 
Ruu(0) ee Ru(m) 


Ry = ; : 
Rum) ++ Ruu(O) 
All 
Ryy(0) >>> Roy = 1) 
Ry = : 
Ryy(m — 1) +: Ry (0) 
对 于 过 程 阶 次 m = 1 
det Ry = R2,(0) — R2,(1) = “q — cos? 1 To) 


2 
u 
= > sin? oTo > 0, #01 To £ 0,7,27, 


det Rıı = Ryy(0) = 一 >0 
detR > 0， BEER (9.1.112) 





因此 ， 过 程 是 可 辨识 的 
现在 ， 考虑 过 程 阶 次 m =2 的 情况 
det Rox = Ri,(0) + 2Ruu (1) Rua(2) — Raua (2) Ruu (0) 一 2Rwu(CDRu(O) 


3 
u 
= (=) (1- cost œw To — sin* w1 Ty — 2 cos? wiTo sin? wı To) 


=0 
y2 
det Rıı = R? y(0) 一 Ry,(1) = SE sin? wilo>0 
det R = 0， 根 据 式 . (9.1.113) 
在 这 种 情况 下 过 程 是 不 可 辨识 的 。 
ME, 考虑 过 程 B(b, #0). 


需要 分 
a) "Rum — 1) 
Ry = : 
( Rum —1). Ruu(0) 





PETIERE 


Rw) ... Ryy(m — 1) 


Rum ... Ryy(0) 
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Xf m=1, 分 析 得 到 
u2 
det R» = Ru (0) = 5 >0 


y2 
det Ri = Ryy(0) = F >0 
det R > 0 
过 程 是 可 辨识 的 。 对 于 m =2 


2 
det R» = R2 (0) — R2,(1) = > sin? @ To > 0 


2 
det Ri = R2,(0) — R2,(1) = 2 sin? oTo > 0, #017) 40,7, 2m,... 


然而 ， 尽 管 R,, 和 Ri 是 正定 的 ,但 R 不 是 正定 的 ， 因 为 通过 选 o =m/2， 并 计算 其 行列 式 就 
可 以 看 出 。 

ARE, SF 6,70, Be (9. 1.114) 和 式 (9. 1.115) 的 条 件 已 经 足以 确保 detR > 0， 
但 当 b, =O 时 则 不 然 (在 文献 (Åström and Bohlin, 1965) 中 所 论述 的 条 件 只 考虑 b #0 的 
情况 ) 。 一 般 的 结论 是 : 对 于 单个 正弦 振荡 信号 ， 只 能 用 于 辨识 最 大 阶 次 为 1 的 过 程 。 然 而 
需 注意 ， 对 于 过 程 A， 可 以 辨识 3 个 参数 6,、b1、al， 而 对 过 程 B， 只 能 辨识 两 个 参数 


bis Go 




















对 于 最 小 二 乘法 ， 上 述 所 有 的 重要 条 件 可 以 总 结 成 如 下 定理 。 

定理 9.5 (最 小 二 乘法 一 致 参数 估计 的 条 件 ) 

利用 最 小 二 乘法 ， 线 性 时 不 变 差分 方程 的 参数 估计 是 均 方 意义 下 的 一 致 估计 ， 如 果 满 足 
下 述 必要 条 件 : 

© 阶 次 m ALR HE d 是 已 知 的 。 

e 输入 信号 ulk) =U(k) - Uo 已 能 准确 测量 ， 且 直流 分 量 已 知 。 

© 和 矩阵 

















1 
R = ——v'w 
N +1 


必须 是 正定 的 ， 这 要 求 

-输入 信号 ulk) 至少 必 须 是 m 阶 持续 激励 的 ， 见 定理 9.3。 

-过 程 必须 是 稳定 的 、 可 控 和 可 观 的 ， 见 定理 9. 4。 
e 三 加 到 输出 信号 y(k) =Y(k) -Yo 上 的 随机 干扰 n(%) 是 平稳 的 ， 直 流 分 量 Yo EHE 
知 ， 且 与 Vw 是 相对 应 的 。 
© RÆ elk) 是 不 相关 的 ， 且 Ele(k)| =0。 
































根据 这 些 条 件 ， 对 于 6 = 0,， 还 有 : 

1) Ejn(k)| =0 (根据 式 (9.1.47)、 式 (9.1.51) 和 定理 9.5)。 (9. 1. 125) 

2) R(r) =0 (根据 式 (9. 1.55))。 (9. 1. 126) 
男 外， 这 些 关系 式 也 可 用 于 验证 参数 估计 。 上 述 概念 扩展 到 非 线 性 系统 ， 可 见 文献 (van 
Doren et al, 2009) 。 
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9.1.5 未 知 直 流 分 量 
对 于 过 程 参数 估计 ， 因 为 必须 使 用 测量 信号 UC) A YC) WREE ulk) yC), HEA 
直流 分 量 〈 直 流 或 稳 态 值 ) Uw 和 Yi, 要么 必须 可 估计 ， 要么 必须 消去 。 下 面 的 方法 可 用 于 处 
理 未 知 的 直流 分 量 U Ml Yooo 
差分 
在 未 知 直流 分 量 的 情况 下 ， 获 得 变化 量 的 最 简单 方法 是 求 差分 
U(k) — U(k — 1) = u(k) - u(k - 1) = Au(k) 
Y(k) — Y(k — 1) = y(k) — y(k - 1) = Ay) 
对 于 参数 估计 ， 不 使 用 wu(z) 和 y(z)， 而 使 用 信号 Au(z) =u(z) (1-27!) Al Ay(z) =y(z) 
(1 -z-!)。 由 于 这 种 特殊 的 高 通 滤波 器 同时 作用 于 过 程 输入 和 输出 ， 所 以 可 以 采用 与 测 
量 u(k) 和 y(k) 相 同 的 辨识 方式 来 估计 过 程 参 数 。 在 参数 估计 算法 中 ， 要 将 ulk) ylk) 
替换 成 Au(k) 和 Ay(k) ， 然 而 信 噪 比 可 能 会 变 差 。 如 果 直 流 分 量 可 以 准确 获得 ， 那 么 可 
以 用 其 他 的 辨识 方法 。 





























(9. 1. 127) 























在 动态 激励 之 前 ， 利 用 求 稳 态 测量 值 的 均值 
N-1 
Yoo =F 2 Y(k) (9. 1. 128) 
可 以 很 容易 地 估计 出 直流 分 量 ， 其 递 推 计算 形式 为 
Poo = Poo(k — 1) + (YQ) — Yoo(k — 1)) (9. 1. 129) 
对 于 慢 时 变 直流 分 量 ， 可 以 采用 指数 遗忘 的 递 推 平均 计算 
Yoo = A Poo (k — 1) + (1 — DY (k) (9. 1. 130) 
其 中 ,A <1。 对 Uw 有 类 似 的 结果 ， 那 么 变化 量 ulk) T yCk) 可 以 这 么 确定 
u(k) = U(k) — Uoo (9. 1. 131) 
y(k) = Y(k) — Yoo (9. 1. 132) 
常数 的 隐 式 估计 





也 可 以 将 直流 分 量 we 和 Yo 的 估计 包括 到 参数 估计 问题 中 ， 将 式 (9.1.132) 和 式 
(9.1.131) RAR (9.1.5), 得 
Y(k) =-aıY(k — 1) —-++—amY(k — m) + b,U(k -d — 1) 
+. +bmUlk-d-m)+C 

















(9.1. 133) 


其 中 
C =(1+a, +--+ am)Yoo — (bı +--+ + bm)Uo0 (9. 1. 134) 
把 参数 C 扩展 到 参数 向 量 和 中 ， 在 数据 向 量 y PMA KR, MAMEA Y(k) 和 UC) 
可 以 直接 用 于 估计 ，5C 同时 也 是 一 个 估计 参数 。 然 后 ， 对 一 个 给 定 的 直流 分 量 ， 利 用 式 
(9.1.134) 来 计算 另 一 个 直流 分 量 。 对 于 闭环 辨识 ， 可 以 方便 地 使 用 
Yoo = Wik) (9. 1. 135) 

















常数 的 显 式 估计 
对 描述 动态 特性 的 参数 4, Fb, 以 及 直流 分 量 C 也 可 以 分 别 进 行 估计 。 首 先 ， 利 用 上 面 
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的 差分 方法 来 估计 动态 参数 ， 然 后 根据 
L(k) = Yk) + @iV(k — 1) + +++ + âmY(k = m) 





bU(k —d -1)—-+-—byU(k —d —m) eae) 
将 方程 误差 变 写 成 
e( = L(k) —C (9. 1. 137) 
MALS 法 之 后 ， 有 
m+d-+N 
Cim+d+N)= Ni 2, L(k) (9. 1. 138) 
对 于 很 大 的 VY， 可 得 
C x ( 十 Sai) = (Sa) (9. 1. 139) 
i=l] i=1 




















如 果 Y 是 所 关心 的 ， 而 Ui 是 已 知 的 ， 那么 根据 式 (9. 1. 139) ， 利 用 估计 值 C， 可 以 计算 得 
到 Y。。 在 这 种 情况 下 ,0 和 CC 只 单方 向 相关 联 ， 因 为 6 不 依赖 于 C。 这 种 方法 的 缺点 是 ， 进 
行 差分 会 造成 噪 信 比 变 差 。 直 流 分 量 估 计 方 法 的 最 终 选择 取决 于 特定 的 应 用 。 




















9.2 ”周期 参数 信号 模型 的 谱 分 析 


如 果 傅 里 叶 变换 的 信和 号 域 在 测量 区 间 之 外 也 是 已 知 的， 那么 与 确定 傅 里 叶 变 换 相关 的 许 
多 问题 也 就 不 存在 了 〈 见 第 3. 1 节 ) 。 由 于 这 个 原因 ， 在 没有 任何 有 关 信 号 域 的 先 验 假设 情 
BLP, SCH (Burg, 1968) 找到 了 一 种 根据 测量 数据 点 来 预测 未 知 信号 域 的 方法 ， 这 个 利 
用 了 与 信号 域 相 关 的 最 大 不 确定 性 估计 导出 极 大 科 的 概念 ， 由 此 获得 有 显著 改进 的 谱 估 计 。 


921 时 域 参数 信号 模型 
文献 (Heij et al, 2007) 提出 一 种 方法 ， 可 以 用 于 获得 频率 已 知 的 振荡 信号 的 幅 值 和 相 
位 。 在 最 小 二 乘 设置 ( 见 第 8 章 ) 中 ， 数 据 敌阵 构造 为 


COS@, SiN@, +++ COS@, SiN@y, 


cos2@, sin2@, --- cos2@, sin2@y, 
y = ; : 。 (9.2.1) 




































































N ya see os N; anos 
输出 向 量 选择 待 分 析 的 信号 x(k) ， 即 
y” = (x(1) x(2) :… x(N)) (9. 2.2) 
那么 ,估计 参数 向 量具 有 如 下 形式 











(hab) (9. 2.3) 
振荡 信号 的 相位 和 幅 值 
yi(k) = ai sin (wik 十 pi) (9.2.4) 
可 以 估计 为 
a = fi +2 (9.2.5) 
和 
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A 


pb, 
ĝi = arctan 一 (9. 2.6) 
& 


这 种 估计 方法 具有 很 好 的 特性 ， 遗 漏 一 些 相 关 频 率 或 包括 一 些 不 相关 频率 都 不 会 影响 参数 佑 
计 的 结果 。 


9.2.2 频 域 参数 信号 模型 


在 研究 周期 信号 时 ， 就 好 像 它 是 由 一 个 虚构 的 成 形 滤波 器 F(z) 或 (iw) 生 成 的 。 这 个 
成 形 滤波 器 是 由 式 (2.4.10) Sk) TRAY 6 脉冲 驱动 ， 以 生成 稳 态 振荡 y(k) 。 现 在 的 目标 
是 对 成 形 滤波 器 F(z) 的 频率 响应 与 测量 信号 y(z) 的 幅 值 谱 进 行 匹配 ， 这 等 价 于 对 功率 谱 密 
度 进 行 匹配 














Sy(z) = IEPS) = [FI (9.2.7) 
一 般 情 况 下 ， 参 数 信 号 模型 可 以 有 三 种 不 同 的 结构 ， 如 第 2. 4 节 的 讨论 。 对 于 滑动 平均 
(MA) 模型 ， 滤 波 器 为 








Fua(Z) = Bo + Biz) +: + Baz ™” (9.2.8) 
其 信号 谱 是 用 (有 限 的 ) m 阶 多 项 式 近似 的 ， 一 般 来 说 这 对 光滑 谱 的 近似 更 为 合适 。 与 此 
相反 ， 这 种 模型 不 适 于 振荡 信和 号 的 建 模 ， 在 频谱 中 会 有 明显 的 峰值 表现 。 
这 就 引出 另 一 种 可 能 的 候选 结构 ， 称 作 自 回归 (AR) 模型 。 单 纯 的 自 回 归 模 型 写成 
Bo 
Fan @) TH ame 
它 可 以 根据 分 母 多 项 式 的 极点 来 近似 周期 信号 陡峭 的 谱 线 。 对 谐 波 振荡 信和 号 谱 的 估计 ， 这 种 
模型 是 不 错 的 选择 (Tong, 1975, 1977; Pandit and Wu, 1983) 。 
第 三 种 可 能 的 结构 是 如 下 组 合 的 自 回 归 滑 动 平均 (ARMA) 模型 
Bo + Biz! ++ Bnz” 
1 +z! ++ ma 
CH AR 和 MA 两 种 模型 的 可 能 性 合并 成 一 个 模型 ， 其 最 大 的 缺点 是 增加 了 参数 个 数 ， 分 别 
与 AR 和 MA 模型 相 比 ， 参 数 个 数 增加 了 一 倍 ， 它 还 可 能 导致 收敛 性 问题 。 对 此 文献 ( Mak- 
houl, 1975, 1976) 给 出 了 一 些 更 加 复杂 和 更 为 特殊 的 估计 器 。 
回 到 式 (9.2.7) ， 可 以 获得 AR 模型 的 功率 谱 密 度 


Syy(Z) = F(z) F*(z)S35(z) = 























(9.2.9) 











(9.2. 10) 





Farma (zZ) = 











Bo 

1+ > QZ 

v=0 
根据 测量 信号 p(k) WLI BK 6, A aA, HCPA S, (io) 的 频 域 参数 自 
回归 模型 ， 模 型 用 n+1 个 参数 描述 ， 其 中 n 一 般 在 4 ~30 区 间 中 取 值 。 对 于 纯 AR 滤波 器 ， 
确定 其 功率 谱 密 度 S,, (iœ) AY RAM TE, FY BS WL CR (Edward and Fitelson, 1973) 和 
(Ulrych and Bishop, 1975), 
9.2.3 ”系数 的 确定 


为 了 抑制 随机 干扰 ， 极 大 精 谱 佑 计 也 将 使 用 相关 函数 ， 而 不 直接 用 测量 信号 y(t)。 现 
在 ， 假 设 测 量 信号 由 一 组 阻尼 振荡 信和 号 组 成 ， 写 成 


< (9.2.11) 
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m 
y(t) = >》 yore 4" sin(wyt + gy) (9.2.12) 


v=1 
HHA FSR eR CN 
m 2 
Ry(t) =Efy@ye +o} = >> ae COS @yT (9.2. 13) 
v=1 


正如 第 5. 5 节 所 述 ， 周 期 信号 ya) AY A AAR PRR, (7) RELA 7 为 周期 的 函数 。 考 虑 这 些 情 
况 ， 自 相关 函数 (ACF) 肯定 可 以 用 成 形 滤波 器 来 近似 ， 即 有 





Ryy(z) = 下 (Z)6(Z) (9.2.14) 
通过 ACF 的 计算 ， 相 位 信息 会 丢掉 ， 幅 值 会 发 生变 化 ， 乘 上 常数 因子 成 为 
Ro = sv (9.2.15) 


为 了 能 获得 ACF 模型 中 的 m 个 频率 成 分 ， 模型 的 阶 次 必须 是 2m 阶 的 。 因 为 只 对 平稳 
的 稳 态 振荡 信号 感 兴趣 ， 所 以 可 以 只 用 一 个 AR 模型 ， 对 于 2m 阶 信号 ， 模 型 写成 
R(T) = Ryy(t) +01 Ryy(t—1) +2 Ryy(T—2)+: +» +m Ryy(T—2m) (9. 2. 16) 
其 中 ,考虑 了 加 性 、 零 均值 以 及 不 相关 的 干扰 na), H ACE 为 


Am(r) = )0, 0 Ete A (9.2.17) 
WPA AAS IN TB] EGR +， 构 成 方程 组 

RyO) Ry) = Ryy(2m) 1 no 

Rs) Ryy(0) = RyQm—1)\ | œ 0 
: : . |=|. (9.2. 18) 

Ryy(2m) Ryy(2m — 1) ---  Ryy(0) am 0 

Hp, AUT ACF 的 轴 对 称 性 ， 即 尺 ,(F) =R,(-k)o AB m 可 表示 为 
Rm(0) = no = Efn? (k)} = E{(v) = Hk)? (9.2.19) 


它 可 以 作为 均 方 模型 误差 的 一 个 指标 ， le 
为 了 建立 这 个 方程 组 ， 必 须根 据 第 上 =0,1,…,V-1 时 刻 的 测量 信号 序列 y(%) ， 计 算出 
=0,…,2m 时 自 相 关 函 数 R,(7) 的 估计 值 。 根 据 式 (7. 1.4)， 自 相关 函数 可 以 确定 为 

















N-1-It| 
Ryy(t) = Vou XO yo‘ + |r), 0< |r] <N-1 (9. 2. 20) 
v=0 
IÈ (9.2.18) 的 方程 组 可 以 利用 Burg 算法 (Press et al, 2007) 有 效 求解 。 利 用 AR 信 
号 模型 分 母 多 项 式 的 极点 分 解 ， 可 以 确定 y(1) 中 重要 的 离散 振荡 频率 成 分 


m 
gad poate Sas ania aoe) ce I]! +awz”' +4277) (9.2.21) 


v=1 


根据 相应 的 z 变换 表 (Isermann, 1991), ， 对 每 对 共 斩 复 数 极点 ， 可 以 获得 y(1) 中 适当 
的 正弦 振荡 角 频 率 





OK = 元 ce (9.2. 22 ) 
由 此 可 以 确定 信号 y(t) 中 所 有 重要 的 振荡 频率 成 分 。 
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9.2.4 幅 值 的 估计 

每 个 有 贡献 振荡 的 幅 值 yw 理论 上 都 可 以 根据 AR 信和 号 模型 求 得 。 不 幸 的 是 ， 这 种 方法 
已 被 证 实 很 不 精确 ， 因 为 其 结果 依赖 于 分 母系 数 w 和 分 子 常 数 系数 5,。 系 数 估计 的 微小 误 
差 都 可 能 造成 幅 值 估计 大 的 误差 。 为 了 避免 这 些 不 希望 的 影响 ， 有 男 一 种 估计 方法 可 用 来 确 
定 幅 值 (Neumann and Janik, 1990; Neumann, 1991), 




















在 周期 性 振荡 的 ACF 中 
Ryy(t) = Ely) y(t + 1)} = 3 Finden COS WyT (9. 2. 23) 
忽略 掉 阻 尼 值 很 小 的 阻尼 项 ， 这 时 有 = 
Ryy(t) = E{y(Dy(t + 0D} = 2 Ye COS WyT (9.2.24) 





这 种 形式 在 第 5 章 中 已 广泛 使 用 。 依 据 前 面 的 估计 问题 ， 如 果 对 y (2) 振荡 有 贡献 的 频率 成 
分 已 知 ， 那 么 就 可 以 建立 男 一 个 方程 组 来 确定 ACF 的 幅 值 ， 即 Ru 的 值 可 写成 
Ryy(1) cos(@179) cos(w270) --- cos(@mTo) Roi 


Ryy(2) cos(w1270) cos(w2270) :+. cos(@m2To) Roo 
= (9.2.25) 
R,,(m) Seo) vosteto ee Sion Rom 
根据 ACF 的 幅 值 ， 最 终 可 以 确定 信号 的 幅 值 
You = Vy 2Rov (9. 2. 26) 


这 样 就 找到 了 一 个 参数 模型 ， 用 于 表达 测量 信号 y CRT, ) 的 功率 谱 密 度 $S,,， 也 就 是 利用 重要 
的 正弦 分 量 频率 来 表示 利用 参数 AR 模型 描述 的 谱 密 度 ， 模 型 的 阶 次 m 必须 通过 适当 的 选择 
或 者 搜索 来 确定 (Isermann, 2005, 2006), 











9.3” 非 参数 中 间 模型 的 参数 估计 


如 果 过 程 模 型 的 结构 事先 未 知 ， 那 么 可 以 先 辨识 出 非 参 数 模 型 ， 然 后 再 基于 前 面 辨识 得 
到 的 中 间 模 型 来 确定 参数 模型 ， 这 种 辨识 结果 是 令 人 满意 的 。 在 第 一 步 中 ， 无 需 假设 模型 的 
结构 ， 在 辨识 的 第 二 步 中 再 确定 适当 的 模型 阶 次 和 迟延 。 由 于 非 参 数 模型 已 经 凝聚 了 测量 数 
据 信息 ， 在 第 二 步 的 辨识 中 只 需要 用 到 少 得 多 的 数据 。 非 参数 模型 也 已 经 可 以 用 于 评价 辨识 
结果 的 质量 。 下 面 给 出 两 种 不 同 的 方法 。 


9.3.1 非 周期 激励 响应 和 最 小 二 乘法 

对 信 噪 比 高 的 情况 ， 为 了 辨识 一 个 过 程 ， 可 以 先 利 用 相同 的 确定 性 输入 信号 ， 记 录 几 个 
响应 信号 ， 再 求 这 些 信号 的 平均 值 ， 以 消除 随机 干扰 的 影响 。 输 入 信号 必须 能 激励 感 兴趣 的 
过 程 动态 特性 ， 除 此 之 外 输入 信号 可 以 具有 任意 的 形式 ， 通 常 首选 的 是 阶 跃 和 和 斜 坡 信号 或 矩 
和 梯形 脉冲 信号 。 

现在 ， 考 虑 确定 性 输入 信号 u (k) 和 相应 的 输出 站 (E) IE, uC) All y, Ch) 仍旧 为 小 
的 信号 变量 。 若 将 相同 的 输入 信号 w(#) 使 用 MM 次， 那么 系统 响应 的 平均 值 为 
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1 M 
VO) = 5 Di) (9.3.1) 
j=l 

















如 果 过 程 的 输出 yk) ENTE UF nlk) 
yi lk) = Yaz (k) + nj(k) (9. 3.2) 
则 期 望 值 为 
E{ yk) } = yulk) + E{A(R)} (9.3.3) 


因此 ， 如 果 玉 {nx(k)} =0， 那 么 平均 输出 信号 的 期 望 值 与 有 用 信号 是 相同 的 。 现 在 ， 针 对 参 
BUKIT, SVE y(k) =7(F) ， 参 数 模 型 采用 差分 方程 形式 
y(k) = -aıy(k - 1) —a2y(k — 2) —---—amy(k -m) 











E En ee ee a ee en 
对 1<k<1 的 区 间 ， 式 (9.3.4) 可 以 写成 向 量 形式 
yQ) 
y(2) 
y(3) |= 
U) 
aı 
0 0 ooe 0 u(-d) +: 0 a2 we 
—y(1) 0 sm 0 ul-d) --- 0 
+) =y) … 0 u2=d) «+ 0 en 
: : : bı 
y(l—1)—y(l—2)---—y(l—m)|u(l —d — 1) --- u(l — d — m) : 
bm 
然后 写作 
y= RO (9. 3.6) 
引入 误差 e 
e=y-RO (9.3.7) 
利用 二 次 型 代价 函数 了 
V = ee (9.3.8) 
得 到 的 参数 估计 为 
Ô = (RTR) 'R'y (9.3.9) 


这 种 参数 估计 是 均 方 意义 下 一 致 的 ， 因 为 对 于 误差 的 极限 值 ， 有 

















dim Ete} 166, = in Bt n(k) + ain(k —1) +--+ +amn(k—m)}=0 (9.3.10) 
WR E{n(k)| =0， 则 
„im Efô- 00} = Jim E{(RTR) 'R'e} = 0 (9.3. 11) 
„im B{(6 — 60)(6 — 60)"| = lim EI(RTR) 'RTeeR(R™R) | Bee 
Kr, 的 选择 必须 覆盖 到 整个 瞬 态 界 为 待 佑 参数 的 个 数 ， 即 /二 2m， 上 界 由 下 面 





条 件 给 出 
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det( RTR) #0 (9.3.13) 
如 果 /1 选 得 过 大 ， 则 会 有 过 多 的 数据 点 是 来 自 于 稳 态 的 ， 和 矩阵 R'R 就 变 得 近似 于 非 奇异 ， 致 
使 矩阵 的 每 行 接近 于 线性 相关 。 这 种 方法 与 通常 的 最 小 二 乘法 的 区 别 在 于 ， 首 先 对 数据 点 进 
行 了 平均 ， 以 减弱 干扰 的 影响 ， 同 时 也 避免 了 相关 误差 信号 造成 的 偏差 问题 。 











9.3.2 ”相关 -最 小 二 乘法 (COR -LS) 
如 果 以 随机 或 伪 随 机 信号 作为 输入 ， 那 么 输入 的 自 相 关 函 数 为 


N 














Rule) = lim — > i 之 ulk — t)u(k) (9.3.14) 
输入 和 输出 之 间 的 互相 关 函 数 为 
1 N 
Ry(t) = m 2 N (9.3.15) 
相关 函数 也 可 递 推 写成 
A 1 i 
Ray(t, k) = Ruy(t,k — 1) + EE (uk — t)y(k) — Ruy(t,k — 1)) (9. 3. 16) 
过 程 模型 依旧 采用 差分 方程 描述 
y(k) = —ary(k — 1) -a2y(k — 2) —-+--amy(k — m) (9.3.17) 
+ byu(k —d —1) + bzu(k —d —2) + --- + bmu(k — d —m) i 
方程 两 边 乘 以 u(k -7)， 并 计算 期 望 值 ， 有 
Ruy(T) = 一 1 Ry(t 一 1] 一 a2 Ruy(z 一 2) 一 … 一 Am Ruy(t —m) 
+ by Rut -d — 1) + b2 Ruy(t —d 一 2) +++» +bmRu(t — d — m) = 2 2 





这 个 关系 是 下 面 辨 识 技术 的 基础 (Isermann and Baur, 1974), CHA (Scheuer, 1973) 也 给 
出 了 一 种 类 似 的 方法 。 如 果 只 以 有 限 的 N 个 测量 为 基础 来 求解 相 郑 数 ， 则 式 (9.3.18) 
也 成 立 。 在 此 情况 下 ， 相 关 冰 数 用 下 面 的 估计 值 代 替 





N 
Ruy(t) = X u(k = t)y(k) (9.3.19) 


Ta 


用 于 参数 估计 的 互相 关 函 数值 在 - P<7<M WIA, R, (7) 40; 对 于 Tr<-P 和 7>M,， 
R (CT)=~0， 见 图 9.9。 


RO 


-Pd -P M-d-1 M x 

















图 9.9 用 于 参数 估计 的 相关 函数 值 (有 色 噪 声 输 入 ) 
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然后 ， 得 到 方程 组 





Ruy(—P + m) 
Ry-)) 
Ruy(0) 
Ruy(1) 
Rıy(M) 
(9.3.20) 
—Ry(—-P +m+1)--- —-Ry(-P) |Rul-P+m-d-|]):-- 
3 3 ; a) 
~ Ruy(—2) <+- —Ryy(—1 —m) Ruu(-2 — d) . : 
= —Ruy(—1) ++ —Ryy(—m) Ru(-d — 1) ges am 
—Ruy(0) PSs 一 Ruy(1 =m) Ruu(—d) 8 by 
—Ry(M—1) .RyM-m| Rw(M -d-1) 
可 写成 
使 用 最 小 二 乘法 ， 得 到 参数 估计 
6 = (STS) "STR, (9.3.22) 


39.5 (基于 COR -LS 的 参数 估计 ) 

用 COR -LS 法 来 估计 三 质量 振荡 器 离散 时 间 传 递 函数 的 参数 。 首 先 ， 确 定 相关 函 数 估 
计 值 R(T7) 和 R(T7)， 见 图 9.10; 输入 wu(%) 采 用 PRBS 信号 ， 因 此 待 评价 区 间 的 自 相关 函 
数 与 白 噪 声 的 自 相 关 函 数 十 分 相似 。 图 9.6 给 出 了 输入 wu(k) 和 输出 (hk) =w;,(k). 








R [Gom)] 





R,(z) [N-m-rad/s] 


-10 = 0 5 10 


t [s] 




















图 9. 10 ”对 三 质量 振荡 器 离散 时 间 模 型 ， 利 用 COR - LS 方法 的 参数 估计 ， 
其 中 灰色 区 域 的 相关 函数 用 于 参数 估计 











依旧 求 输入 和 输出 之 间 传 递 函 数 的 参数 ， 阶 次 m =6。 根 据 式 (9.3.20), 构造 矩阵 W 
和 向 量 y (根据 PRBS MA, P=0) 
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—R,,(5) a —Ryy(0) Ruu(5) De Ruu(0) 








SR 6) + (ER. RaO cee Ball 
we > < (9.3.23) 
Ry(M 1) ia aa Rum 6) Rum = 1) ra Ru (M = 6) 
Rıy(6) 
Ruy(7 
y= N (9.3.24) 
Rıy(M) 
参数 向 量 0 写成 
0" = (a1 az --- de|bi bz --- be) (9.3.25) 





为 了 判断 估计 模型 的 质量 ， 估 计 离 散 时 间 模 型 的 频率 响应 与 正 交 相关 分 析 法 ( 见 第 
5.5.2 节 ) 获得 的 频率 响应 一 起 放 在 图 9. 11 中 进行 比较 。 可 见 ， 佑 计 模 型 具有 很 高 的 逼真 
度 。 














|G(ie)| [dB] 





一 100 


一 200 


LG(iw) [°] 


-300 


400 





10" 10° 10' 
æ [rad/s] 


图 9.11 对 三 质量 振荡 器 离散 时 间 模 型 ， 利 用 COR - LS 法 获得 参数 估计 ， 
基于 模型 参数 计算 的 频率 响应 ， 与 直接 测量 的 频率 响应 做 比较 
现在 ,人 研究 该 估计 值 的 收敛 性 。 由 第 7 章 可 知 ， 如 果 Eln(k)} =0, A E{u(k-7)n(k)} 
=0， 则 相关 函数 的 估计 值 在 N> 时 收敛 于 
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„im E{Ru(e)} = Ruuo(r) (9.3.26) 
„im E{R(e)) = Ruyo(r) (9.3.27) 


因此 ， 在 有 限时 间 区 间 内 确定 的 估计 值 将 收敛 于 相关 函数 的 真 值 ， 只 要 模型 的 结构 和 阶 次 与 
过 程 相 匹配 ， 就 有 





jim Ete} =0 (9. 3. 28) 

由 此 可 以 看 出 ， 本 方法 得 到 的 估计 值 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 这 种 方法 既 可 以 递 推 使 用 ， 也 可 
以 非 递 推 使 用 。 

非 递 推 方法 (COR -LS) 

对 于 非 递 推 方法 ， 需 要 进行 如 下 步骤 : 

1) 存储 u(k) 和 y(k)。 

2) 根据 式 (9.3.19), 确定 R,,(7) 和 RR,(7)， 再 根据 式 (9. 3.22) ， 确 定 0。 

递 推 方法 (RCOR -LS) 

对 于 递 推 方法 ， 需 要 进行 如 下 步骤 : 

1) 根据 式 (9. 3. 16) ， 在 每 个 第 大 步 时 刻 ， 递 推 确定 R,,(7,k) ， 如 有 必要 ， 同 时 确定 
及 CT, 左 ) 。 

2) 在 每 步 之 后 ,或 者 在 较 大 的 间隔 之 后 ， 根 据 式 (9. 3. 22) ,确定 9 

相关 - 最 小 二 乘法 与 通常 的 最 小 二 乘法 的 不 同 点 : 

1) 不 处 理 N x 2m 的 矩阵 要 ,而 是 处 理 (P+M-m+1) x2m 的 矩阵 $ ， 一 般 矩 阵 S AH 
JE, ERE WW All S'S 都 是 2m x 2m 维 的 。 

2) COR -LS 法 使 用 P+M+1 个 CCF 值 ， 而 通常 的 LS 法 只 用 到 2m -1 4 CCF IA, un 
果 相应 地 选择 好 PP 和 MM， 可 以 考虑 到 更 多 的 CCF 值 。 

3) 对 任意 的 平稳 干扰 ， 可 以 得 到 一 致 的 参数 估计 。 

式 (9.3.18) 是 参数 估计 问题 的 基础 ， 其 中 只 用 了 小 的 信号 变量 。 对 于 大 的 信号 变量 
U(k) 和 Y(k)， 如 果 



























































Uoo 一 E{u(k)} 一 0 
首先 可 以 证 明 结 果 与 无关。 然而 ， 如 果 直 流 分 量 是 未 知 的 ， 那么 可 以 用 第 9. 1.5 节 所 讲 
的 方法 。 对 于 常数 的 隐 式 估计， 必须 按 下 式 计算 相 关 函 数 的 估计 值 











N 
Ral) = wo >》 Uk = NUR) (9. 3. 29) 
k=0 
Ruy(t) = wo > Uk = 1)Y(k) (9. 3. 30) 
k=0 





将 矩阵 $ 扩展 1 列 成 为 





1 

: 10* 

| (9.3.31) 
S* 


那么 ， 新 的 参数 向 量 9” 包含 常数 C， 作 为 参数 向 量 的 最 后 一 个 元 素 ， 如 第 9. 1. 5 节 所 述 。 
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9.4 最 小 二 乘 的 递 推 方法 (RLS) 


到 现在 为 止 ， 所 给 出 的 最 小 二 乘法 都 假设 已 经 存储 了 所 有 的 测量 数据 ， 并 进行 一 次 处 理 
( 批 处 理 ) 。 这 也 意味 着 ， 只 有 在 测量 结束 后 才能 完成 参数 估计 。 因 此 ， 最 小 二 乘 的 非 递 推 
方法 更 适合 于 离线 辨识 。 

然而 ， 如 果 过 程 需要 进行 在 线 实 时 辨识 ， 则 应 在 测量 过 程 中 ， 每 次 采样 之 后 ， 就 获得 新 
的 参数 估计 。 如 果 使 用 前 面 介 绍 的 最 小 二 乘 的 非 递 推 方法 ， 就 要 在 每 步 采样 之 后 将 数据 矩阵 
更 扩展 一 行 ， 然 后 处 理 全 部 已 有 的 数据 (包括 前 面 各 步 的 采样 数据 ) 。 这 样 需要 的 计算 量 比 
较 大 ， 不 适合 在 线 实时 计算 。 递 推 方法 可 以 降低 计算 量 ， 在 每 步 采 样 之 后 对 参数 估计 进行 更 
新 ， 前 面 的 测量 数据 无 需 存 储 。 经 过 适当 的 改进 ， 它 还 可 能 用 于 辨识 时 变 过 程 ， 见 本 章 后 续 
的 介绍 。 

文献 (Gauss, 1809) 论述 过 最 小 二 乘 递 推 方法 ， 也 见 文献 (Genin，1968)。 这 种 方法 
在 动态 系统 中 的 最 先 应 用 见 文献 (Lee, 1964) 和 (Albert and Sittler，1965) 。 在 第 9. 4. 1 节 
中 将 推导 这 种 方法 的 基本 方程 ， 然 后 在 第 9. 4. 2 节 将 递 推 参数 估计 扩 展 到 随机 信号 ， 第 
9.4.3 节 介 绍 未 知 直流 分 量 的 处 理 方法 ， 在 后 面 的 一 章 中 (第 12.4 节 ) 将 分 析 其 收敛 性 。 
























































9.4.1 基本 方程 
最 小 二 乘 的 非 递 推 方法 在 第 大 步 采样 时 得 到 参数 估计 为 


6(k) = P(k)W"(k)y(k) (9.4.1) 
其 中 
P(k) = (PTY (k) (9.4.2) 
3 
y2 
y(k) = . (9.4.3) 
y(k) 
vi) 
2 
Wik) = ‘ (9. 4.4) 
v'(k) 
H 


Ww" = (—y(k — 1) —y(k — 2) yk —m)|u(k -d — 1) --- u(k—-d -m)) (9.4.5) 
因此 ,第 +1 步 的 参数 估计 可 以 写成 


6K+TD=PK+DZIKEC+DyK+D (9.4.6) 
上 式 可 以 拆 分 成 
1 wk) \"( yk) 
REN Dig om) ey) (9.4.7) 





= P(k +1)(W(k)y(k) + wk + Dyk +1) 


根据 式 (9.4.1), Y Wk)y(k) =P (kK) O(K) RA, T4 
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Ö(k +1) = Öck) + (P(k + DPI(k)—- TOR + P(k+ uk +1)y(k +1) (9.4.8) 


根据 式 (9.4.2), # 
(wo VY ve u 
el (Ca (veo) (9. 4.9) 


= (P7! (k) + y (k + Dyk + D) 





因此 
PU (k) = P (k +1)— y(k + 1)y"™(k +1) (9.4.10) 
结合 式 (9. 4.8) ， 得 到 
6K+D = 6(k) + P(k + Dy(k +1) 
新 的 参考 估计 旧 的 参考 估计 校正 向量 
(OK+D w'(k + 1)6(k) (9.4. 11) 
新 的 测量 值 基于 最 后 一 个 参数 
估计 的 预报 值 
这 样 就 得 到 参数 估计 问题 的 递 推 形式 。 根 据 式 (9. 1.7) ， 以 下 这 项 
wih(k + DÊ) = $k + Ik) (9. 4. 12) 


可 以 解释 为 利用 直到 第 于 步 为 止 的 参数 和 测量 值 进行 的 模型 一 步 预报 。 根 据 式 (9.1.10), 
式 (9.4.11) 括号 中 为 方程 误差 











(y(k +1) — TK + DÊ(k)) = ek+1) (9.4.13) 
因此 ， 式 (9.4.11) 最 终 可 写成 
O(k +1) = O(k) + P(k + Iwlk + Dek +1) (9.4. 14) 





其 中 ， 必 须根 据 式 (9.4.9) IEIR (9.4.10) 分 别 递 推 确 定 P(k+1) AP (k+1). ER 
着 每 步 更 新 时 需要 求 一 次 矩阵 的 逆 ， 利 用 附录 A. 4 给 出 的 矩阵 求 闻 定理， 可 以 避免 这 个 矩 
阵 求 逆 运 算 。 这 样 可 以 不 用 式 (9. 4.9) ， 而 可 以 写成 
P(k +1) =P(k) — P(k)y(k +1) 
(WT(k+IP(kK)Wk +1) +1) ok + DP) 
HESSEN, CAN a ET ER, FEW (hk +1) ， 得 到 
P(k +1)y(k +1) = aarre DET POE HD (9.4.16) 
结合 式 (9.4.11), ， 就 得 到 最 小 二 乘 的 递 推 方法 
pk+D=b0OO+7OOOKC+D — Wk + DÊ) (9.4.17) 
其 中 ， 校 正 向 量 y(%) 可 写成 
y(k) = P(k +1)y(k + 1) = 


HÈ (9.4.15), HE 





(9.4.15) 


























1 
WK+)DP\vWkeK+) 41 





P(k)w(k +1) (9.4.18) 


P(k +1) = (I -y(k)w"(k +1))P(k) (9.4.19) 
因此 ， 最 小 二 乘 的 递 推 方法 由 上 述 3 个 式 子 组 成 ， 必 须 按照 式 (9.4.18), U (9.4.17) 和 
xt (9.4.19) 的 顺序 进行 ， 见 文献 (Goodwin and Sin，1984) 。 和 矩阵 P(k +1) 是 估计 误差 协 
方差 矩阵 的 等 权重 估计 ， 因 为 根据 式 〈9. 1. 69) ， 对 无 偏 估计 下 式 成 立 
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E{P(k + 1)} = cov AO(k + 1) (9.4.20) 








为 了 启动 最 小 二 乘 的 递 推 方法 ，0(k) 和 Pk) 的 初始 值 必须 已 知 。 为 了 选择 合适 的 初始 
值 ， 已 证 明 下 面 的 方法 是 成 功 的 (Klinger，1968 ) : 

e 用 最 小 二 乘 的 非 递 推 方法 启动 : 使 用 最 小 二 乘 的 非 递 推 方法 至 少 需要 2m 个 方程 ， 例 
如 从 =d+1 到 =qd+2m =k'， 然 后 用 0(k') 和 P(k') 值 作为 最 小 二 乘 递 推 方法 的 初 
始 值 ， 递 推 从 第 及 =k' 步 开始 。 

e 使 用 先 验 的 估计 值 : 如 果 先 验 已 知 模型 参数 、 协 方差 和 方程 误差 方差 的 近似 值 ， 那 么 
这 些 值 可 用 作 ACO) Al PCO) 的 初始 值 。 

。 假设 合适 的 初始 值 ， 最 容易 的 做 法 是 假设 合适 的 初始 值 9(0) 和 P(0) (Lee, 1964) 。 

下 面 推导 P(0) 的 合适 选择 ， 根 据 式 (9.4.10), A 

P-LIK+D = Pik) + y+ DY +1) 












































P(1) = PO) + vu") 
PD) = P0) + yO CO) 
= PO) + HY") + HOYT) eh 
P! (k) = P’!(0) + wT (A) (k) 
Art 
P(0) = «I (9.4.22) 
HF, a 为 很 大 的 值 ， 则 有 
„im P-1(0) = “I =0 (9.4.23) 





这 时 式 (9.4.21) 与 式 (9.4.2) 相同 , 后 者 就 是 非 递 推 情况 下 P(E) 的 定义 。 
X a 值 很 大 时 ，P (0) 对 递 推 计算 的 P(k) 影响 很 小 ， 可 以 忽略 。 又 根据 式 
(9.4.11), 有 








6(1) = 6(0) + PAY D(A) — #'(1)60)) 
= PO(YO7O + YOY + P)O) 
HIRIT (9.4.21), 有 


6(1) = P(1)(w(1)y(1) + P71(0)600)) (9. 4. 24) 
相应 地 
6(2) = P(2)(w(2)y(2) +P) 
= P(2)(¥(2)y(2) + YD + P71(0)6(0)) 
最 终 得 到 


6(k) = P(k)(W(k)y(k) + P71(0)6 (0)) (9.4.25) 
考虑 式 (9.4.23) 的 原因 ， 对 很 大 的 a 和 任意 的 6(0), 式 (9.4.25) SR (9.4.1) 的 非 


递 推 估计 相符 。a 选择 很 大 的 值 可 以 解释 为 : 使 得 在 初始 时 ,假设 9(0) 估 计 误 差 具有 很 大 
201 











的 方差 ， 参 见 式 (9.4.20)。 因 此 ， 为 了 启动 递 推 方法 ， 可 根据 式 (9.4.22) 来 选择 P(0)， 
并 选任 意 的 6(0) ， 或 者 为 了 简单 起 见 ， 取 6(0) =0。 
现在 ， 需 要 研究 至 少 要 选 多 大 的 w。 由 式 (9.4.18) 可 以 看 出 ，P(0) =al 对 校正 向 量 
y(0) 没 有 明显 的 影响 (Isermann，1974)， 如 果 
yD POYVD) =ay (Dy)>1 (9. 4. 26) 























因此 ， 在 这 种 情况 下 

lim 7(0) = lim POYDOR OYOD) = OTD) (9.4.27) 
如 果 过 程 在 <0 时 已 处 于 稳 态 ， 即 测试 信号 在 =0 开始 之 前 ， 有 w(k) =0 Fl y(k) =0, AR 
么 对 于 d =0， 有 



































YTA) = (0--- 0|u(0) ---) (9. 4. 28) 
HANSE (9.4.26), A au (0)>1 
a> a (9. 4. 29) 
如 果 过 程 不 处 于 稳 态 ， 那 么 可 以 导出 
a> m—l | m—l 
>》 yk) + w(K) (9. 4. 30) 
k=0 k=0 








以 此 来 选择 正确 的 a。 可 以 看 出 ，a 依赖 于 信号 变化 的 平方 。 信 号 的 变化 越 大 ，a 可 以 选 得 
越 小 。 对 于 wu(0) =1，a =10 就 足够 了 (Lee, 1964), 文献 (Baur, 1976) 通过 仿真 说 明 ， 
对 于 a=10 或 a=105,， 在 足够 长 的 测量 时 间 后 ， 只 有 很 小 的 差别 。 在 实践 中 ， 可 以 在 a = 
100, ，…，10000 的 区 间 选 择 a 值 。 
例 9.6 (具有 2 个 参数 的 一 阶 差分 方程 的 递 推 辨识 ) 
再 次 使 用 例 9. 2 中 已 用 过 的 过 程 。 过 程 特性 由 下 式 描述 
Yulk) + ay yuk — 1) = bulk — 1) 
y(k) = yu(k) + n(k) 
根据 式 (9. 1. 6) ， 过 程 模型 写成 
y(k) + diy(k — 1) — bulk — 1) = elk) 




















或 
yk) = YT OK — 1) + e(k) 
其 中 
wT (k) = (—y(k 1) uk — 1)) 
6(k-1) = (âi(k — Dh N)" 
按 下 面 的 进程 来 编写 估计 程序 ; 
1) 在 第 大 步 测 量 新 的 数据 wk) Al yk) 。 


2) elk) = yk) — (-y(k- 1) uk - Diem 3 >) 





â (k 01(K 一 yı(k 一 
3) 新 的 参数 信 计 为 (0) ) = (Fay) + Gann) ®: 


由 第 7 步 
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4) 将 新 的 数据 y(k) 和 wl) 组 合 起 来 ， 成 为 yk 十 1) = (-y(k) u(k))。 


(mE) pal) YV/ —y(k) 
>) Pk) vk +1= a el uck) ) 
第 8 步 


-(- —pilk)y(k) oe 3 24 
—prlk)y(k) + p22(K)u(K) i2 


6) VTE D POVE +D = (Ou) ( 7) = hy) + i= 
由 第 5 步 


” Co) 本人 


8) KP(k+1), B 

















Pæ +1) = (PE-O + DPW) 
= (PH) = yik) (Powe + P)") 


由 第 5 步 


ee 


= (Pk) -7( 训 


_ TS = yılı Pı2(k) — a) 
A\ palk) = Yyalı p(k) — yri2 


9) 在 下 一 时 刻 ， 用 来 取代 (hk+1)， 返 回 第 1 步 。 


为 了 k=0 时 的 启动 ， 选 择 
4 = (0 ) Po - @ 















a 2 Pe 
现在 ， 二 乘 的 递 推 方法 表示 成 方块 图 ， 如 图 9. 12 所 示 。 
u(k+1) | 过 程 yal) 
AÔ(k+1) Ök+1) 
w=0 --y¥---3 Ser 














“控制 器 ” 

图 9.12 ”基于 最 小 二 乘法 的 递 推 参数 估计 方块 图 

为 了 构建 这 个 方块 图 ， 将 式 (9.4.17) 改写 成 

6(k + 1) = 6(k) + AO(k + 1) 

AÖ(k +1) = yK (yk +1) - Wk + DOK) = y (kelk +1) 



































这 样 就 构成 了 闭环 ， 被 控 量 为 A 6(k+1)， 设 定 值 为 w=0， 具 有 积分 作用 的 离散 时 间 “ 控 
itil ie” N 

6(z) 1 

A6(z) 1-77! 
且 控 制 量 为 9(k)。 该 “对 象 ” 包 含 了 过 程 模型 和 校正 向 量 y。 由 于 模型 和 校正 因子 都 是 
根据 信号 w(%) 和 y(%) 调整 的 ， 因此“ 对象 ”表现 出 时 变 特性 。 这 一 想法 在 文献 (Becker, 
1990) 中 被 用 来 设计 具有 “更 优 控制 行为 ”的 改进 递 推 算法 。 

这 种 闭环 结构 蕴含 着 一 个 潜在 的 思想 : 将 具有 积分 作用 的 离散 时 间 “ 控 制 器 ”和 替换 成 
其 他 的 控制 算法 ， 就 构成 了 RLS -IF (改进 反馈 的 递 推 最 小 二 乘 ) 算法 。 这 样 ， 无 偏 估计 的 
要 求 就 与 控制 没有 稳 态 误差 相 联系 。 进 一 步 分 析 表 明 ， 控 制 器 矩阵 只 有 对 角 线 元 素 ， 这 意味 
着 每 个 参数 可 以 用 一 个 SISO 控制 器 来 控制 ， 这 极 大 地 简化 了 控制 器 的 设计 ， 而 且 可 以 采用 
“干扰 前 馈 控 制 ” 等 方法 。 如 果 知 道 估计 参数 是 如 何 随 着 测量 信号 变化 的 〈 如 随 工作 点 变化 
或 随 温度 变化 ) ， 那 么 就 可 以 利用 这 个 信息 通过 前 馈 控制 来 加 速 参数 自 适 应 。 例 如 ， 通 过 使 
用 高 阶 多 项 式 ， 有 可 能 在 参数 单调 / 非 单调 变化 时 避免 参数 佑 计 的 时 清 误 差 。 建 议 如 下 传递 
函数 的 控制 絮 结 构 



































za 
POS ER 


也 就 是 额外 引入 一 个 极点 和 一 个 零点 。 但 是 ， 控 制 器 参数 的 整定 非常 依赖 于 待 辨识 的 过 程 ， 
因此 这 里 不 能 给 出 一 般 的 整定 规则 。 
9.4.2 随机 信号 的 递 推 参数 估计 


最 小 二 乘法 也 可 用 于 随机 信号 模型 的 参数 估计 。 选 择 平稳 自 回归 滑动 平均 (ARMA) 过 
程 作为 模型 ， 即 


(9.4.31) 











yk) +ciy(k—1) +- +cpy(k - p) 

= v(k)+ diıv(k — 1) +--+ + dpv(k — p) 
WRO. 13, x(k) AAW AS, vk) ARUN ART, BOE { p(k) } =0, 方差 为 ors。 根据 式 
(9. 1.7) ， 上 式 可 写成 


(9.4. 32) 








y(k) = YO - 1) + v(k) (9.4.33) 
其 中 
Y) = (-y(k — 1) «+» -y(k = p)|v(k - 1) KE 一 站 ) (9. 4. 34) 
67k) = (cı --- cpldı --- dp) (9.4.35) 
v(z) D(z)" y(z 
agm | cœ 





图 9.13 自 回归 滑动 平均 (ARMA) 随机 信号 模型 


如 果 z(E-1)，…z(E-P) 值 已 知 ， 就 可 以 像 用 于 动态 过 程 模型 估计 那样 使 用 最 小 二 乘 
的 递 推 方法 ， 因 为 v() 可 理解 为 方程 误差 ,根据 定义 ， 它 是 统计 不 相关 的 。 
现在 讨论 获得 测量 值 y(%) 之 后 这 一 时 刻 的 情况 。 在 这 个 时 间 点 ，y(k 一 1),…,y(k 一 p) 
204 
































RORY, WRI IMD (hk -1),-,0(k-p) MO(k-1) MER, 那么 就 可 以 用 式 
(9.4.33) 来 估计 最 新 的 输入 DP(k) (Panuska, 1969) 
D(k) = y(k) — WK) O(k - 1) (9. 4. 36) 
其 中 
Wk) = (-y(k — 1) +++ ~y(k - p)|b(k — 1) .dk = p)) (9. 4. 37) 
然后 ， 同 样 得 到 
w(k+ 1) =(-y@) --- yk — p + Dib) --- ôk — p + 1)) (9.4.38) 
这 时 就 可 以 用 式 (9.4.17) ~ 3È (9.4.19) HEHE OC +1), HP ylk 41) 
FA eb" (k + RACE, AETIA +2), MEANE, WEEE 
ôO) = $(0), 6(0) =0, PO) = al (9. 4. 39) 
Hr, a RAWAM, HT olk) ERI ASE, Evlk) Alb" (kh) 不 相关 ， 那 么 根据 定 
FRO. 1, 9.2 和 式 (9. 1.70) ， 获 得 的 估计 是 均 方 意义 下 一 致 的 。 

对 于 参数 可 辨识 性 ， 还 需要 其 他 一 些 条 件 : 

O 系统 必须 是 渐 近 稳定 的 ， 即 极点 或 C(z) =0 的 根 在 单位 圆 之 内 ， 以 保证 式 
(9.4.32) 是 平稳 的 ， 且 R 中 的 相关 函数 收敛 于 固定 值 ， 这 个 条 件 也 是 对 在 输入 wu(%) 激励 
下 动态 过 程 稳定 性 的 要 求 。 
© 零点 或 D(z) =0 的 根 也 必须 在 单位 圆 内 ， 以 保证 式 (9.4.36) 的 白 噪 声 估 计 值 或 






































D(z) 
不 是 发 散 的 。 
根据 式 (9.1.71), vk) 的 方差 估计 为 
I aes 
62(k) = es (9. 4. 40) 
或 者 写成 如 下 的 递 推 形式 
ô? (k +1) =62(k) + «+ 1) -6,(k)) (9.4.41) 





一 般 说 来 ， 随 机 信号 过 程 的 估计 比 动态 过 程 明显 要 收敛 得 慢 ， 因 为 输入 信号 vC) ERA, 
也 需要 进行 估计 。 
9.4.3 ”未 知 直流 分 量 

如 果 直 流 分 量 Uw 和 了。 未知， 理论 上 可 以 用 第 9.1.5 节 所 讲 的 相同 方法 ， 只 是 要 重新 写 
成 递 推 应 用 的 形式 。 

平均 

平均 值 估计 的 递 推 方程 可 写成 

Pootk) = olk — D + L(Y - Polk - D) (9.4.42) 

对 于 慢 时 变 的 直流 分 量 ， 可 采用 指数 遗忘 的 平均 递 推 计算 形式 





























Im 
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Yoo(k) = AYoo(k - 1) + (1-A)Y(k) (9. 4. 43) 
其 中 ， A <1 (Isermann, 1987), 


差分 
按 式 〈9. 1. 127) 所 描述 的 那样 进行 差分 。 
常数 的 隐 式 估计 


为 了 进行 递 推 估计 ， 可 以 通过 引入 元 素 C， 以 扩展 参数 向 量 0， 以 此 来 求 得 常数 C， 同 
时 通过 添加 1 来 扩展 数据 向 量 yw (k) WEL VC hk) A UCR) 可 直接 用 于 估计 ，C 也 是 要 估 
计 的 。 

常数 的 显 式 估 计 

为 了 进行 常数 的 显 式 估计 ， 类 似 于 式 (9.4.42) 或 式 (9.4.43), MARK, 进行 递 推 
估计 。 



































9.5 ”加权 最 小 二 乘 方法 (WLS) 


9.5.1 Markov 估计 


对 于 到 目前 为 止 所 讨论 的 最 小 二 乘法 ， 其 所 有 的 方程 误差 e() 都 是 等 值 加 权 的 。 下 面 
将 讨论 对 e(p) 的 每 个 值 进行 不 等 值 加 权 的 情况 ， 以 得 到 更 为 一 般 的 最 小 二 乘法 。 那 么 ,将 
代价 函数 式 (9.1.15) 写成 

V =w(m + d)e?(m +d)+w(m +d + 1)? (m+d +1)+--- 
+w(m+d + N)e(m+d +N) 





(9.5.1) 


或 更 一 般 的 形式 

V =e'We (9.5.2) 
其 中 ，W 应 为 对 称 正定 阵 ， 因 为 上 只 有 对 称 部 分 对 V 才 有 贡献 ， 且 只 有 正定 矩阵 才能 保证 唯 
一 解 的 存在 。 对 于 式 (9. 5. 1) 的 权重 ， 和 矩阵 WRITE 























w(m +d) 0 tee 0 
0 wim+d+l) …: 0 
W= - : (9. 5.3) 
0 0 “++ w(m 4d +N) 
与 式 (9.1.18) KU, MR (9.5.2) 开始 ， 采 用 加 权 最 小 二 乘法 得 到 的 非 递 推 参 数 估计 为 
6 = (v'ww) viWy (9.5.4) 
该 参数 估计 为 一 致 估计 的 条 件 和 定理 9. 5 所 给 的 相同 。 对 于 估计 的 协 方 差 ， 类 伏地 可 得 到 
cov A0 =E{(Y WW) |W WEfee WELW Www) |} (9.5.5) 
WARE DAI W A 
W= (Efee"}) | (9.5.6) 
则 式 (9.5.5) 将 简化 为 
covAgbwv = (W (Efe) (9.5.7) 
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因此 

cov Aduv < cov A0 (9.5.8) 
这 意味 着 ， 选 式 (9.5.6) EX DAE E FE BS Be Tih R A n AB GA EN die 7) Dy 22 
(Deutsch, 1965; Eykhoff，1974) ， 最 小 方差 估计 也 称 为 Markov 估计 。 但 是 需要 注意 , 方 
程 误 差 的 协 方差 矩阵 一 般 事 先是 未 知 的 。 如 果 误 差 e 是 不 相关 的 ， 那 么 其 协 方差 阵 是 对 角 
的 ， 由 式 (9.5.4) 和 式 (9. 5.6)， 可 得 到 最 小 方差 估计 为 

6 = (Vw) vy (9. 5.9) 




















这 也 驶 是 最 小 二 乘法 。 
加 权 最 小 二 乘 递 推 方法 的 推导 如 下 ， 根 据 式 (9.4.2), SLA 











Pwlk) = (POW (Ow O) (9.5.10) 
记 
Wy = W(k)W(k), ywlk) = Wk) y(k) (9.5.11) 
得 到 
palk) = wi (kywlk) 
af (9.5. 12) 
Pw( = (W"(k)Ww(k)) 
WA, WA AM + 1 的 估计 值 为 
Ô (k) = Pw (OTR) yw(k) (9. 5. 13) 
O(k +1) = Pwlk + DYT(k + Dyw(k + 1) 
T 
Pak + Does 2 ER (9.5.14) 
= Pw(k + 1)(W'(k)ywlk) + Wk + Dyw(k + 1)) 


进一步 的 计算 可 以 类 比 于 式 (9.48) 及 其 以 下 的 式 子 来 进行 。 下 面 的 式 子 可 以 用 于 递 推 加 
权 最 小 二 乘法 的 估计 
Ö(k +1) = O(k) + yw(k)(vw(k + 1) — Wyk + DÊ(k)) (9.5.15) 


1 
rT TT VOA +1) (9.5.16) 


Pwlk +1) = (I — yw(k)pa (k + 1))Pw(k) (9.5.17) 
如 果 假 设 加 权 和 矩阵 为 对 角 阵 





ywlk + 1) = 


wO) 0 … 0 
0 vl) 0 
Wik) = Z o% ; (9.5.18) 
Dr 10: Sine) 
那么 ， 根 据 式 (9.5.11), ， 得 到 
valk) = wi (k)wlk), yw(k) = y(k)w(k) (9.5.19) 
使 用 式 (9.5.15) ~ 式 (9.5.17) ， 最 终 得 到 
Ê (k +1) = ÎÊ(k) + y(k)(y(k + 1) - wk + DOCK) (9.5. 20) 
1 
VC) = Pw(oOYKTTD (9.5.21) 





YT + DPwkywk +1) + aap 


Pw(k +1) = (I -y(k)W"(k + 1)) Pw(k) (9. 5. 22) 
与 标准 的 递 推 最 小 二 乘 算法 比较 ， 校 正 向 量 y 的 计算 发 生 了 变化 ,分 母 中 的 1 蔡 代 为 
1/w(k+1)， 意 味 着 Pv(E+1) 的 值 也 发 生 了 变化 。 





9.6 ”指数 遗忘 的 递 推 参数 估计 


如 果 递 推 估计 算法 能 够 跟踪 随 着 时 间 缓 慢 变化 的 过 程 参数 ， 那 么 对 新 的 测量 值 应 该 比 对 
旧 的 测量 值 赋 予 更 高 的 权重 ， 因 此 佑 计算 法 应 该 具有 衰减 记忆 。 这 可 以 通过 对 平方 误差 依 时 
间 进 行 加 权 而 整合 到 最 小 二 乘法 中 ， 如 上 所 述 。 





























w(k) = OANA = N 0<A<1 (9.6.1) 
对 误差 e(k) 进 行 加 权 ，N’' = 50 时 的 加 权 因 子 见 表 9.2。 权 重 在 第 N' 步 时 指数 地 增加 至 1 ， 
因此 称 之 为 指数 遗忘 记忆 ，A 称 为 遗忘 因子 。 


表 9.2 利用 式 (9.6.1), N? =50 时 的 加 权 因 子 





k 1 10 20 30 40 47 48 49 50 
A =0.99' 0. 61 0. 67 0.73 0.82 0.90 0.97 0.98 0.99 1 
A =0. 95 0. 08 0.13 0.21 0.35 0. 60 0.85 0.90 0.95 1 


对 于 非 递 推 佑 计 ， 加 权 和 矩阵 式 〈9.5.3) 写成 








AN 
AN-1 
W(m+d +n) = er (9. 6.2) 
A 
1 
Or AD UW ae (ABU GA Zt, TAR BA pO 
Wk+)= (mr? 1) (9.6.3) 
因此 ， 参 数 估计 更 新 为 
a _ Y (k) AW (k) 0 y (k) 
6k +1) = Pwk+ RR Sn A aa >) 
= Pylk + D(AWTE)W (k)y(k) + yk + Dy(k + 1) (9.6.4) 
= Pw(k + Pu ie + Hk +1)y(k +1) 
也 见 式 (9.5.4) ME (9. 5.13)。 进 一 步 有 
-1 
_ W(k) AW (k) 0 W(k) 
Pyles y= (ae ni ( or eae »)) 
(9.6.5) 


= (AUT (K)W kw (k) + wk + DOM +) 
= APwlky + Wek +1)" 

因此 
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Pyl(k +1) =APy ik) + Wk + Wk +1) (9. 6.6) 
根据 式 (9.4.8), HIR (9.6.4), AIG 
Ok +1) =f (k) + (APw(k +1) Py (k) — I) (k) (9.6.7) 
+ Pwlk + 1)W(k + Dy(k +1) 
并 插入 到 式 (9.6.5), 得 
Ô(k +1) = O(k) + Pwlk + DyE+D) (y(k +1) -YE + DÊ(k)) (9. 6.8) 
类 似 于 式 (9.4.15) ， 应 用 矩阵 求 逆 引 理 ， 可 得 





1 1 -1 l (9.6.9) 
= Puch + DÒ YE + DI POED +1) YTE + D Pw 
和 
Pw(DyK+D 
Pw(k + Dy(k+1)= V+ DPwikwk +) FA TDP +i) FR = ywlk) (9. 6. 10) 
最 后 ， 递 推 佑 计算 法 写成 

O(k +1) = O(k) + yw(k)(y(k + 1) — wk + DÊ (k)) (9.6.11) 

yw(k) = Pwlk)y(k +1) (9.6.12) 





Wk +1) Pw(k)y(k +1) +A 
Pw(k +1) = (I — yw(k)y "(k + 1)) Pik (9. 6. 13) 


并 依照 式 (9.6.12), XÈ (9.6.11) 和 式 (9.6.13) 的 顺序 进行 计算 。 

A 对 参数 估计 的 影响 可 由 式 (9. 6. 6) MÈ (9.6.8) 很 容易 看 出 。 和 A =1 RF, P) 5 
参数 估计 的 协 方差 阵 成 正比 。P5' (k +1) 是 这 样 构成 的 : BRAUER ek +1) ab" (+1) 
的 权重 为 1， 而 旧 的 数据 Ps!1(k) 加 上 较 小 的 权重 入 <1。 这 相当 于 加 上 最 后 一 步 的 协 方差 值 ， 
或 者 等 价 于 增加 旧 的 参数 估计 的 不 确定 性 。 

A 的 选择 体现 了 对 噪声 的 更 好 抑制 (A 一 1) 和 对 时 变 系 统 的 更 好 跟踪 (A 一 1 ) 之 间 的 权衡 。 
在 实际 应 用 中 ,选择 0.9 <A <0.995 是 比较 好 的 。 关 于 A 是 选 成 常数 还 是 选 为 时 变 参数 的 
详细 讨论 可 见 第 12 章 。 


9.6.1 和 带 约 束 的 最 小 二 乘 递 推 方法 

最 小 二 乘 的 递 推 方法 可 以 方便 地 引入 约束 (Goodwin and Sin, 1984), 下面 简要 介绍 这 
个 问题 。 等 式 约束 需要 提前 处 理 ， 对 参数 集 进行 变换 。 不 等 式 约束 ， 例 如 为 保证 稳定 性 等 而 
确定 的 单个 参数 的 边界 ， 可 以 按 下 面 的 方式 处 理 。 

在 RLS 算法 每 次 迁 代 后 ， 检 查 估 计 参 数 9 是 否 位 于 可 行 区 域 之 内 ， 即 在 允许 值 的 集合 
之 内 ， 记 作 尼 。 如 果 在 区 域内 ， 则 进行 下 一 次 的 迭代 计算 ,与 通常 的 方式 没有 两 样 。 如 不 
在 区 域内 ， 则 将 新 的 参数 向 量 投影 到 Ee 的 边界 ， 然 后 再 进行 下 一 步 计算 。 

到 人 边界 上 的 投影 需 使 代价 函数 的 值 在 约束 下 尽 可 能 地 小 ， 做 法 如 下 (Goodwin and 
Sin, 1984): 

1) 将 参数 向 量 做 如 下 变换 ， 映 射 到 新 的 坐标 系 。 
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P-26 (9.6.14) 


ES do 
oll 
= 
& 
4 
ir 


2) 将 p 正 交 投影 到 变换 后 的 可 行 区 
3) 将 结果 变换 回去 ， 以 得 到 0" 




















9. 6.2 Tikhonov 正则 化 


Tikhonov 正则 化 ( Tikhonov and Arsenin, 1977; Tikhonov, 1995 ) 为 二 次 型 代价 函数 增 
加 一 个 惩罚 项 


N 
V(0) = Y elk, 0) + y2() (9.6.15) 
k=1 


式 中 ，y >0 为 标量 参数 ， 决 定 正则 化 度 ; 2(6) 为 正则 化 项 ， 依 赖 于 待 估计 的 参数 ， 通 常 























QO) 是 通过 参数 加 权 向 量 的 2 - 范 数 来 计算 的 ， 如 下 
2(0) = 0TK0 (9.6.16) 
对 这 种 选择 ， 仍 可 直接 求 得 最 小 二 乘 问题 的 解 
6 = (Ww + yK) viy (9.6. 17) 


和 矩阵 玉 可 选择 为 单位 阵 ， 使 不 必要 的 参数 为 零 。 在 更 一 般 的 情况 下 ， 可 以 选 为 Q(0) = 
(0-0,)'(0-0,)， 以 使 参数 趋向 于 0,。 这 种 正则 化 也 称 作 岭 回 归 ( Hoerl and Kennard, 
1970a, b)。 





9.7 小 结 


最 小 二 乘法 非常 适用 于 线性 动态 离散 时 间 过 程 以 及 关于 参数 线性 的 非 线 性 ( 稳 态 ) 过 
程 的 辨识 。 本 章 讨 论 的 估计 方法 都 是 基于 广义 方程 误差 的 。 为 了 获得 无 偏 估计 ， 干 扰 必 须 是 
由 白 噪声 经 过 非常 特殊 的 滤波 器 生成 。 对 于 更 一 般 的 干扰 ， 最 小 二 乘法 只 能 给 出 有 偏 的 参数 
估计 。 第 10 划 将 进一步 讨论 一 些 策略 ， 以 避免 这 种 偏差 或 者 限制 它 对 估计 的 影响 。 

除了 过 程 模型 外 ， 还 讨论 了 信和 号 模型 的 时 域 和 频 域 参数 估计 ， 包 括 利 用 参数 信号 模型 进 
行 谱 密度 的 估计 ， 这 种 估计 的 最 大 优点 是 能 消除 泄漏 效应 ， 因 为 不 用 再 假设 信号 在 测量 时 间 
之 外 是 周期 性 地 重复 。 还 讨论 了 几 种 不 同 的 技术 : 第 一 种 是 基于 时 域 的 纯 LS 参数 估计 问题 ; 
另 一 种 是 试图 使 测量 信号 与 有 色 噪 声 的 功率 谱 密 度 相 匹配 ， 这 个 有 色 噪 声 是 用 白 噪声 通过 成 
形 滤 波 器 生成 的 。 

此 外 ， 给 出 了 判断 参数 是 否 可 辨识 的 条 件 。 特 别 是 ， 输 入 必须 是 一 定 阶 次 的 持续 激励 。 
关于 输入 是 否 为 持续 激励 ， 描 述 了 其 测试 的 表达 形式 ， 并 给 出 了 常用 的 持续 激励 输入 的 例 
子 。 推 导 了 最 小 二 乘法 的 递 推 形式 ， 它 能 高 效 地 实时 在 线 估 计 参 数 。 通 过 引入 加 权 最 小 二 乘 
法 以 及 随后 的 指数 遗忘 最 小 二 乘法 ,使 对 时 变 过 程 的 辨识 也 成 为 可 能 。 

使 用 中 间 非 参数 模型 不 仅 可 以 获得 无 偏 估计 ,还 可 以 在 参数 估计 之 前 用 来 压缩 实验 
数据 。 

本 章 中 还 讨论 了 引入 约束 问题 和 Tikhonov ENJE, Tikhonov 正则 化 也 称 作 岭 回归 ， 能 将 
无 用 的 参数 “ 拉 ” 到 零 。 
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习题 


9.1 离散 时 间 过 程 1 
给 定 离散 时 间 过 程 
0.521 
GO = Too) 
(1) Hulk) =o(k)， 求 阶 跃 响应 。 
(2) 求 输入 信号 ulk) = sink/5 的 响应 。 
给 定 过 程 的 一 个 简化 模型 
Gm(z) 一 ae 
1+a,z7! 
对 阶 跃 响应 和 正弦 输入 ， 用 最 小 二 乘法 求 参 数 a, M b, 
9.2 ”离散 时 间 滑 动 平均 模型 
给 定 二 阶 过 程 


y(k) = bou(k) + bulk — 1) 





和 如 下 的 测量 值 
数据 点 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
输入 ulk) 0 1 -1 1 1 1 -1 -1 0 0 0 
输出 yCk) 0 1.1 -0.2 0.1 0.9 1 0.1 -1.1 -0.8 -0.1 0 


用 最 小 二 乘法 估计 参数 b b, ， 并 求 干 扰 nk) 的 均值 和 方差 。 
9.3 离散 时 间 过 程 2 
PRBS 信和 号 
u(k) = 1,-1,1,1,1,-1,-1,1,-1,1,1,1,1,-1,-°- 
以 N=7 为 周期 ， 将 其 用 作 输 入 信号 作用 于 如 下 的 过 程 
0.7z71 
G(z) = 1-0371 
DRH yk), HIR AŽ R a (T) MER KZE R,(7)。 
H Ral T) MEERA, RTE R,, (7) ETR LL 
© 估计 系统 的 脉冲 响应 ,将 其 与 R,,(7) 进 行 对 比 。 
D 用 最 小 二 乘法 估计 参数 6b 和 5b。 
9.4 离散 时 间 过 程 3 
给 定 过 程 
y(k) + aiy(k — 1) = byu(k — 1) 
写 出 弟 推 最 小 二 乘 的 式 子 。 如 果 过 程 含有 d =2 的 迟延 ， 会 有 什么 变化 ? 
9.5 离散 时 间 过 程 4 
用 最 小 二 乘法 辨识 一 个 一 阶 过 程 ， 这 个 过 程 不 能 对 阶 路 信号 直接 响应 。 为 了 辨识 ， 记 录 
N=18 组 输入 /输出 数据 。 
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D 画 出 过 程 和 模型 之 间 的 输入 误差 、 输 出 误差 和 方程 误差 的 方块 图 。 为 了 使 误差 关于 
参数 是 线性 的 ， 应 该 选 哪 种 结构 ? 
© 如 果 0 为 参数 向 量 ， 炙 为 数据 和 矩阵，y 为 输出 向 量 ， 那 么 最 小 二 乘法 的 非 递 推 估计 
方程 是 什么 ? 各 向 量 和 和 矩阵 的 维 数 是 多 少 ? 
© 用 幅 值 为 1 的 PRBS 信号 作为 输入 信号 ， 获 得 的 自 相 关 函 数 和 互相 关 函 数 如 下 : 
Ruy(0) = —0.0662 Ryy(1) = 0.4666 
Ryy(0) = 0.278 — Ry (1) = 0.112 



































RIEL a, Fil bio 

9.6 无 偏 估计 

利用 最 小 二 乘法 估计 一 阶 模型 的 参数 ， 获 得 无 偏 估计 的 条 件 是 什么 ? F nlk) AAU 
声 时 ， 哪 种 估计 会 是 有 偏 的 ? 

97 直流 分 量 

EKR SE UMY) 下 ， 比 较 各 种 不 同 的 估计 直流 分 量 方法 的 优 缺 点 。 

9.8 指数 遗忘 

如 果 输 入 信号 没有 变化 ， 那 么 对 指数 遗忘 (A <1) 的 最 小 二 乘法 来 说 ， 会 发 生 什 么 问题 ? 
9.9 正弦 激励 

如 果 过 程 由 单个 正弦 振荡 信号 激励 ， 可 以 辨识 的 最 大 模型 阶 次 是 几 阶 ? 

9.10 ”随机 干扰 

如 果 是 随机 干扰 作用 于 过 程 ， 那 么 根据 什么 关系 可 以 减 小 参数 估计 的 误差 ?这 个 误差 是 
量 时 间 的 函数 。 
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第 10 R 
最 小 二 乘 参 数 估计 的 改进 





为 了 利用 最 小 二 乘法 获得 线性 动态 过 程 的 无 偏 估计 ， 误差 信 号 e(k) 不 能 是 相关 的 。 只 
有 作用 在 系统 上 的 干扰 n(%) 是 由 白 噪声 v(%) 经 过 传递 函数 为 1/4(z” ) 的 成 形 滤 波 融 生成 的 
有 人 色 品 声 ， 这 个 要 求 才能 满足 。 由 于 在 实践 中 这 个 前 提 条 件 很 难 满足 ， 因 此 最 小 二 乘法 通常 
要 在 相关 误差 信号 环境 下 工作 ， 所 以 获得 的 估计 是 有 偏 的 。 当 品 声 水 平 较 高 时 ， 这 个 偏差 可 
能 很 大 ， 使 得 辨识 结果 不 能 用 。 为 了 避免 这 个 问题 ， 下 面 针 对 更 多 类 型 的 动态 过 程 ， 讨 论 一 
些 可 获得 无 俩 佑 计 的 方法 。 此 外 ， 还 将 介绍 随机 通 近 法 ， 也 就 是 Robbins - Monro 算法 、Kie- 
fer - Wolfowitz 算法 以 及 最 小 均 方 和 归 一 化 最 小 均 方 算法 ， 它 们 都 能 逼近 最 小 二 乘 解 ， 而 且 
计算 量 很 小 。 














10.1 广义 最 小 二 乘法 


下 面 介 绍 一 些 方法 ， 通 过 对 成 形 滤波 右 的 传递 函数 引入 额外 的 自由 度 ， 以 使 噪声 模型 具 
有 更 大 的 灵活 度 。 最 为 灵活 的 模型 是 Box - Jenkins 模型 ， 它 允许 对 噪声 模型 的 分 子 和 分 母 自 
由 地 配置 参数 (Liung，1999) 。 然 而 ， 更 多 的 自由 度 也 会 带 来 问题 ， 也 就 是 如 何 辨识 这 些 额 
外 的 参数 。 因 此 ， 壁 如 为 了 能 直接 使 用 最 小 二 乘 参 数 估计 方法 ， 对 自由 度 进 行 限制 可 能 是 有 
意义 的 和 /或 必要 的 。 


10.1.1 广义 最 小 二 乘 的 非 递 推 方法 (GLS) 
广义 最 小 二 乘法 背后 的 基本 意图 是 ， 针 对 通常 的 最 小 二 乘 模型 
ATIY) — Blz')zTulz) = e(z) (10.1.1) 


其 中 不 相关 误差 信号 elk) MIRESE, MHA CIRE E(k) BR, Ee BE Ba AE 
成 的 





1 
(z) = Fen? ® (10. 1.2) 


其 中 ，e'(z) 是 不 相关 的 。 这 里 假设 é(k) 是 自 回 归 信 号 过 程 。 由 于 滤波 器 多 项 式 FI) ER 
知 的 ， 文献 (Clarke, 1967) 提出 了 如 下 迭代 解决 方法 . 

第 1 步 : 

基于 模型 





4(z-Dy(z) — B!) ulz) = &@) (10. 1.3) 
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其 中 ，é(z) 为 相关 信号 。 在 m+d<k<m+d+N 区 间 内 ， 对 测量 值 使 用 最 小 二 乘法 ， 
有 偏 的 估计 值 0 。 

#25: 

根据 式 (10. 1.3)， 针 对 估计 参数 9, ， 求 误差 信号 &(4) 。 使 用 AR 模型 








得 到 


E(k) = Wilk) f +e'(k) (10.1.4) 
得 到 
pelk) = (-&(k — 1) -§(k — 2) --- -E(k — v) ) (10.1.5) 
f'=(Ah- fy) (10. 1.6) 
其 中 ， 阶 次 v 必须 适当 假设 ， 如 取 v。=m。 那 么 ,根据 最 小 二 乘法 ， 参 数 估计 值 为 
S=- (EEE) "8" (10.1.7) 
其 中 , A Æ yl) RETTET ERS AY, 
#35: 
利用 滤波 器 
Grz») = F(z7!) (10.1.8) 
对 输入 和 输出 测量 信号 uk) A yC) 进行 滤波 处 理 ， 使 得 
u) = Gr(z Duz), F(z) = Gr(z)y(z) (10. 1.9) 
第 4 步 : 
利用 滤波 后 的 信号 ww 和， 对 如 下 模型 使 用 最 小 二 乘法 
4C-DFC) - BED a) = E) (10. 1. 10) 


得 到 参数 估计 6,， 见 图 10. 1。 
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为 了 得 到 无 偏 参数 估计 ， 误 差 信 号 Eh) 必须 是 不 相关 的 。 根 据 式 (10.1.2)， 如 果 
ÊG) FC ') 相 匹配 ,那么 就 是 这 种 情况 。 对 如 下 形式 用 于 生成 噪声 的 成 形 滤波 器 ， 广 
义 最 小 二 乘法 给 出 无 偏 估计 

_n(z) Dey. h 
G (z) 一 va) = Cal) = Az!) F(z!) 
通过 将 式 (10.1.2) 代入 式 (10.1.3), HA v(k) =e'(k)， 可 以 证 明 这 一 点 。 如 果 这 种 形 
式 的 噪声 滤波 器 不 适用 于 模型 干扰 ， 那 么 广义 最 小 二 乘法 给 出 的 是 有 偏 估计 ， 其 者 完全 不 能 
WB 

文献 (Steiglitz and McBride, 1965) 提出 了 一 种 简单 的 GLS 算法 形式 : 在 第 ; 步 迭 代 时 ， 
EUER (G) =40-0(z  )。 然 而 ， 这 导致 需要 一 个 非常 特别 的 滤波 器 C,(z” ) 。 

文献 (Stoica and Söderström, 1977) 提出 另外 一 种 GLS 方法 ,将 式 (10.1.3) 中 的 
E(k) 替换 成 滑动 平均 过 程 





(10.1.11) 














&(z) = A(z ")e'(z) (10. 1. 12) 
见 文献 (Isermann，1974)。 而 这 种 方法 与 ELS 法 类 似 ， 见 第 10.2 47, EASE PEC TT 
法 。 与 通常 的 最 小 二 乘法 相 比 ,广义 最 小 二 乘法 的 计算 量 比较 大 ， 不 过 ， 作 为 一 种 报酬 ， 它 
能 给 出 噪声 生成 信号 过 程 的 模型 。 


10.1.2 广义 最 小 二 乘 的 递 推 方法 (RGLS) 


用 类 似 于 推导 最 小 二 乘 的 递 推算 法 的 方式 ， 也 可 导出 广义 最 小 二 乘法 的 递 推 形式 。 这 里 
只 给 出 结果 ， 具 体 推 导 见 文献 (Hastings-James and Sage，1969) 。 广 义 最 小 二 乘 的 递 推算 式 
可 写成 












































OK+1D)=60 + (P7k + DOP + 1+1) 


PARK X (10. 1. 13) 
P (kyk + 1) (Fk +1) - Wk + 1)0 (k)) 
Pk +1) = BO(T -V+ DK + Pk) 
E = (10. 1. 14) 
(BR +) Pek +1) +1) ) 
fk +1) = fk) + (WRK + DOM ek +) +1)" eee 
O(k) Welk + (Ek +D- Welk + DAO) u 
Olk +1) = OW) (1 - WER + Dyelk + DOU) 
(10. 1. 16) 


(HER + NO) Yk +1) +1) *) 

式 中 ,六 的 元 素 是 根据 式 (10.1.10) 滤波 后 的 信号 。 根 据 式 (9.4.22) ， 初 始 值 己 (0) 和 
Q(0) He MOT ASEM, MAA CR IRAN, MIP a 值 不 能 取 太 大 ， 因 为 这 种 情况 下 
可 能 会 造成 估计 值 发 散 ， 参 数 估计 的 初始 值 可 选 6(0) =0。 
通过 符 换 如 下 的 项 ， 以 及 式 (10.1.15) 和 式 (10.1.16) 中 的 项 ， 可 以 实现 对 历史 数 
HED A 进行 指数 加 权 。 

IÈ (10.1.13) 和 式 (10.1.14) 中 的 (Wk + DP) +1) +A) (10.1. 17) 
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xt (10.1.14) 中 的 Pk +1) = POI- (10. 1. 18) 


如 果 前 100 ~ 200 个 数据 以 A = 0.99 进行 加 权 ， 那 么 这 样 的 指数 加 权 可 得 到 更 好 的 收敛 性 
(Isermann and Baur，1973) 。 这 种 情况 下 初始 值 对 后 续 的 递 推 结果 影响 很 小 。 

















II 














10.2 增 广 最 小 二 乘法 (ELS) 




















如 果 用 于 最 小 二 乘法 的 模型 


A(z“) y(z) — B7!) z7 u(z) = e(z) (10. 2. 1) 
其 中 ，s(z) 为 相关 误差 信号 ， 替 换 成 ARMAX 模型 
A(z7)y(z) - BED ulz) = Diz')e'(z) (10.2.2) 


其 中 ， 相 关 误 差 信 号 表示 成 a(z) = D(z- )e'(z) ， 那 么 用 于 动态 过 程 和 随机 信号 的 递 推 方法 
可 以 扩展 成 为 增 广 最 小 二 乘法 (Young，1968; Panuska, 1969), S&F 
y(k) = W'(k)6(k 1) + e(k) (10. 2.3) 





引入 下 面 的 增 广 向 量 








yO = (yk - De yk mk -d 1) + 
u(k —d — m)|ô(k — 1) -ôk — p)) 
GT = T EA «+ dp) (10.2.5) 
和 ARMA 信号 过 程式 (9.4.32) 的 情况 一 样 ， 虚 构 且 未 知 的 白 噪声 wv() 的 估计 值 取 作 
B(k) =e'(k) , 它 可 由 下 式 递 推 确定 


(10. 2.4) 








i(k) = y(k) — YOO - 1) (10.2.6) 
然后 ， 使 用 递 推 形式 
O(k +1) = O(k) + yE (y(k + 1) - Wk + OK) (10. 2.7) 
及 与 式 (9.4.17) ~ 式 (9.4.19) 对 应 的 算式 。 也 可 以 用 下 式 代 替 式 (10. 2. 6) 
PK) = yik) — YT (KOK) (10. 2. 8) 
HO = 55-5 (10.2.9) 





必须 是 正 实 多 项 式 。 

数据 向 量 ob" (k +1) PAREIHE Dk) =e (5) 是 递 推 计算 的 ， 因 此 D(z) =0 所 有 的 根 必 
须 位 于 z 平 面 的 单位 圆 内 。 如 果 将 LS 法 的 收敛 性 条 件 用 于 模型 式 (10. 2. 3) ， 则 参数 估计 是 
无 俩 的 ， 又 是 均 方 意义 下 一 致 的 ， 这 意味 着 式 (10.2.2) 必须 成 立 。 
































这 种 情况 下 ， 噪 声 成 形 滤 波 需 可 写成 | 
E DE) (10. 2. 10) i | 
v(z) At) n 
见 图 10.2。 虽 然 分 母 多 项 式 不 能 变 ， 会 限制 噪声 ibe BE) a y 














7 > 
模型 的 通用 性 ， 但 可 以 通过 改变 分 子 多 项 式 的 阶 a i 
K, EEDA TBE Ck) DREH, EEE S KRR 
= . UN ETF i SI 
型 仍 具有 很 大 的 自由 度 。 多 项 式 D(z!) 的 参数 估 “ Era 
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计 会 比 过 程 参数 的 估计 收 全 得 慢 ， 而 这 种 方法 几乎 不 会 额外 增加 计算 量 ， 这 在 许多 应 用 中 已 
得 到 证 实 。 


10.3 偏差 校正 方法 (CLS) 





之 前 讨论 的 方法 都 是 试图 通过 对 信号 过 程 的 干扰 作 特殊 的 假设 ， 以 避免 有 偏 估 计 ， 因 而 
在 最 小 二 乘法 的 原始 基本 模型 中 可 以 包括 一 个 相关 误差 e(k) 。 解 决 这 个 问题 男 一 个 不 同 的 
方法 是 ,确定 结果 造成 的 偏差 .再 用 这 个 偏差 来 校正 利用 最 小 二 乘法 得 到 的 有 偏 估 计 。 当 
R, 要 求 这 个 偏差 通过 合理 的 努力 是 可 以 确定 的 ， 这 要 在 非常 特殊 的 情况 下 才 是 可 能 的 ， 非 
常 重要 的 一 点 ,干扰 必须 是 白 噪声 。 文 献 (Stoica and Söderström, 1982) 对 解决 这 种 问题 的 
不 同方 法 做 了 概述 。 造 成 这 种 偏差 的 模型 形式 可 以 是 


y(z) = i ~4u(z) + n(z) (10. 3.1) 


其 中 ,假设 干扰 n(%) 为 白 噪声 ， 且 Ein(k)| =0, FEN. MA, WRI (9.1.65), M 


差 可 以 写成 
aati HW) ; 
EN +) = <EIRTN + D} (ate vom (10.3.2) 


u 


S 


其 中 ，&% 表示 真实 参数 。 现 在 ， 利 用 这 个 偏差 来 校正 参数 估计 值 ,,, He Best 
(9.1.39)， 有 















































Ocis(N + 1) = O1s(N + 1) — B(N +1) 





— R-! ots 1 
=R (N Dyr + DW +1) (10. 3.3) 
+ RIN +1)SOcrs(N + Ta2 
由 此 
dcis(N + 1) = (RN - 1) - So?) wn +1)y(N +1) (10. 3. 4) 
对 于 已 知 的 系统 模型 式 (10.3.1), FH 
n(z) = y(z) 一 ae -du(z) (10. 3.5) 
或 者 基于 差分 方程 
n(k) = y(k) — YTO (k) — pi (OS Ê (k) (10.3.6) 
可 以 求 得 方差 os 为 
on (N +1) = Efn? (k)} = wot + Dn(N +1) (10. 3.7) 


式 (10.3.4) 和 式 (10.3.7) 可 以 迭代 使 用 。 文 献 (Stoica and Söderström, 1982) 给 出 计 
算 方差 oo 的 另 一 种 不 同方 法 ， 从 那里 可 以 看 到 ， 佑 计 值 不 会 好 于 辅助 变量 法 的 结果 。 文 献 
(Kumar and Moore, 1979) 提出 了 一 种 对 有 色 误 差 e(k) 进行 偏差 部 分 校正 的 方法 。 
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10.4 总 体 最 小 二 乘法 (TLS) 


最 小 二 乘法 用 的 是 以 下 形式 的 模型 
y-e=W6 (10. 4. 1) 








并 通过 下 式 来 确定 参数 


6 = arg min lle || (10. 4. 2) 
这 里 ， 假 设 只 有 输出 受到 噪声 的 干扰 ， 因 此 只 能 用 模型 输出 与 测量 值 的 距离 来 进行 极 小 化 ， 
见 图 10. 3。 





普通 最 小 二 乘 总 体 最 小 二 乘 
y y 
; 本 À \- 
测量 值 。 1 WEE yakn 
hee ul | 模型 pe 3 q 模型 
177 ape 13.77 atte 
的 误差 的 误差 
> > 
x 


x 











图 10.3 对 一 维 y=bx 的 情况 ， 利 用 普通 最 小 二 乘法 和 总 体 最 小 二 乘法 ， 
计算 测量 值 和 模型 输出 之 间 的 误差 
对 于 总 体 最 小 二 乘 ， 它 由 文献 (Golub and Reinsch, 1970) 和 (Golub and van Loan, 
1980) 提出 ， 其 模型 写成 
yte=(W+F)6 (10. 4.3) 


WE, (BRE SFE TF tT ay AE, LE TO WY E 
中 。 上 述 模型 可 以 改写 为 





(v9) +(F.e))( 4) =0 (10.4.4) 








下 面 通过 两 种 方式 来 介绍 总 体 最 小 二 乘法 : 一 种 是 比较 实用 的 方式 ， 另 一 种 将 简要 介绍 
正确 的 数学 推导 。 
式 (10.4.4) 中 受到 干扰 的 测量 值 和 矩阵 C 是 Wx (m +1) FEN, P NS m， 对 于 受到 
干扰 的 测量 值 而 言 ， 和 矩阵 C 是 满 秩 的 ， 秩 为 m +1。 为 了 确定 模型 的 m 个 参数 ， 和 矩阵 C 的 秩 
必须 降 为 m。 对 于 秩 为 m，m +1 列 中 有 一 列 与 其 他 列 是 线性 相关 的 ， 因 此 对 方程 组 可 以 准 
确 求解 ， 求 得 参数 估计 向 量 6。 这 种 降 秩 可 以 通过 奇异 值 分 解 来 实现 ， 也 就 是 通过 奇异 值 分 
解 ， 去 掉 最 小 的 奇异 值 。 下 面 将 从 数学 的 角度 来 推导 这 个 过 程 。 

总 体 最 小 二 乘法 的 根本 目标 是 对 扩展 的 误差 矩阵 4 = CF e) 的 元 素 进 行 极 小 化 。 这 个 极 
小 化 是 在 Frobenius 范 数 意义 下 进行 的 ， 即 


M N 
Alle = > >》 A}, (10. 4.5) 


i=1j=1 
其 中 ,i 和 j 分别 为 4 的 行 号 和 列 号 。 对 于 实数 测量 值 ， 该 范 数 可 以 用 非 数学 的 方式 解释 为 ， 
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将 欧 几 里 德 向 量 范 数 扩展 到 矩阵， 不 仅 对 输出 误差 丫 量 e 取 范 数 ， 还 对 数据 误差 矩阵 F 中 
的 所 有 列 向 量 取 范 数 。 利 用 Frobenius 范 数 ， 参 数 估 计 值 可 写成 
6 = arg min || A|]? (10. 4.6) 
为 了 求解 总 体 最 小 二 乘 问题 ， 要 利用 到 下 面 的 事实 : EER AEREE FEE U (满足 
U'=U'), JẸ Frobenius 范 数 不 变 ， 即 有 
IUA IŻ = AIP (10.4.7) 
现在 ， 利 用 这 一 事实 来 推导 总 体 最 小 二 乘法 。 试 图 对 扩展 的 误差 矩阵 4 进行 极 小 化 ， 或 等 


价 于 寻找 一 个 秩 为 m 的 矩阵 G， 使 其 最 佳 地 和 逼 近 和 矩阵 C， 即 











lAl = IC - Cli? (10. 4. 8) 
ARME, FEE C 可 以 写成 
C =uUsV" (10. 4.9) 
其 中 
X = diag(01 02 +++ On41), 01 > 02 >> Ons (10. 4. 10) 


上 式 不 过 是 C 的 奇异 值 分 解 (SVD) ， 其 中 和 矩阵 已 和 站 是 标准 正 交 和 矩阵 。 利 用 任意 和 矩阵 S, 
可 将 矩阵 C 写成 


GC=UZV1T 人 UTCTD = UTČV = ° (10.4.11) 
那么 ， 代 价 函 数 可 以 改写 为 
IC —C|z = [UX V" -USVI = || - S 1 (10. 4. 12) 














因为 U 和 VV ib en ETE 20 50 ME, FA TEES ET AE, BEIER $ 也 应 该 是 对 角 阵 。S 
的 所 有 非 对 角 元 素 都 必须 为 零 ， 以 确保 代价 函数 达到 极 小 值 。 现 在 ,将 矩阵 5S 写成 
S = diag(s1 $2 +++ Sn41) (10.4.13) 
代价 函数 写成 
m+1 
V=|2-SI2= 》 (o -s:) (10. 4. 14) 
i=1 
由 于 和 矩阵 C 的 秩 应 该 为 m， 那 么 矩阵 5 在 对 角 线 上 至 少 有 m 个 非 零 元 素 ;;， 且 必须 有 一 个 
TER s, =0。 为 了 使 代价 函数 极 小 化 ， 应 该 选择 对 ;=1，…, n, As,=o0,, Hs,,,=0. # 
么 ， 代 价 函数 变 成 





V =| -S| = of, (10. 4. 15) 
为 此 可 将 矩阵 C 写成 
C = U diag(01 oz --- On 0)V" (10. 4. 16) 
既然 确定 了 秩 为 ”的 近似 矩阵 C， 就 可 以 求解 式 〈10.4.4) ， 将 它 重新 写成 
a =0 (10. 4. 17) 


这 等 于 确定 了 C 的 零 空间 ， 定 义 为 








O PAE: 原文 第 一 个 等 式 右边 误 为 瑟 。 
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A 


Cx =0 (10. 4. 18) 
SVD 可 以 为 零 空间 给 出 一 个 标准 正 交 基 ， 所 以 很 容易 求 得 上 述 方程 的 解 。 和 矩阵 VV 中 与 零 奇 


异 值 相关 的 列 向 量 构成 矩阵 C 零 空间 的 标准 正 交 基 。 由 于 和 矩 阵 C 的 最 后 一 个 奇异 值 已 被 设 
定 为 零 ， 所 以 矩阵 的 最 后 一 个 列 向 量 构成 C 零 空 间 的 标准 正 交 基 ， 因 此 有 














C= UEVT (10. 4. 19) 
根据 gay,, = -1 的 要 求 ， 可 以 将 a 设 为 a= -Vz ， 由 此 可 确定 参数 估计 值 为 
6=-V,'Vn (10. 4. 20) 


关于 这 个 解 的 推导 ， 也 可 参见 文献 (Goedecke, 1987; Zimmerschied ，2008) 。 这 种 方法 也 称 
变量 带 误差 (errors -in - variables) 法 和 正 交 回归 法 。 关 于 总 体 最 小 二 乘法 的 详细 综述 ， 
可 参见 著作 (van Huffel and Vandewalle, 1991) 或 综述 论文 (Markovsky and van Huffel, 
2007) 。 
如 果 误 差 具 有 不 同 的 方差 ， 则 可 诉 诸 广义 总 体 最 小 二 乘 ( GTLS) 问题 ， 将 不 同 的 方差 
引 到 亚 的 不 同 列 中 。 在 这 种 情况 下 ， 引 入 标 度 矩阵 G， 对 代价 函数 
V = ||AG|2 (10. 4. 21) 
进行 极 小 化 处 理 ， 其 中 G =diag(1/o,,1/0,,°-,1/0,,,), el AAA AY ES ke ii h 
的 误差 标准 差 。 
通过 适当 的 标 度 处 理 ， 也 可 用 于 处 理 A 不 同 列 之 间 的 相关 性 。A 的 误差 协 方差 矩阵 C 
必须 除了 标 度 因子 以 外 是 已 知 的 。 标 度 和 矩阵 可 以 选择 为 
G = Ra! (10. 4. 22) 


























其 中 ， 给 定 R。， 使 得 C RRc 

文献 (Markovsky and van Huffel, 2007) FI (Söderström, 2007) 指出 ， 总 体 最 小 二 乘法 
的 原始 形式 可 能 不 适合 用 于 动态 系统 辨识 ， 因 为 wally 的 元 素 通常 是 关联 的 ， 特 别 是 Ww — 
般 是 一 个 Hankel 矩阵 。 为 此 ，STLS (结构 总 体 最 小 二 乘 ， 法 可 能 有 更 好 的 适用 性 ( Mark- 
ovsky et al, 2005), 

总 体 最 小 二 乘法 与 主 成 分 分 析 (PCA) 密切 相关 ，PCA 在 统计 中 用 于 寻找 数据 集 的 相 
关 性 ， 以 减 小 数据 集 的 维度 ，PCA 确定 并 保留 测量 数据 中 具有 最 大 方差 的 子 空间 ， 参 见 著 
HE (Jolliffe, 2002), 




















10.5 辅助 变量 法 


10. 5.1 辅助 变量 的 非 递 推 方法 (IV) 


为 了 避免 有 偏 估计 问题 ， 一 种 直接 的 方法 是 引入 所 谓 的 辅助 变量 。 这 个 方法 可 追溯 到 文 
Wk (Reiersøl, 1941), (Durbin, 1954) 和 (Kendalland and Stuart，1961) 。 它 也 是 基于 方程 
误差 模型 











e=y-% (10.5.1) 
上 式 两 边 乘 以 辅助 变量 矩阵 W 的 转 置 ， 则 有 
We =W'y-Ww'wo (10. 5.2) 
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MRE W 的 元 素 ， 即 所 谓 的 辅助 变量 ， 使 得 








plim W'e = 0 (10. 5.3) 
N>œ 
plim W'v E (10.5.4) 
No 
则 根据 式 (10.5.2), A 
plim W'W0 = plim W'y (10.5.5) 
N 一 co Noo 
那么 参数 估计 可 写成 
ô = (WTW) Wy (10.5.6) 
根据 定理 9.2， 如 果 有 附加 条 件 
Dae (10. 5.7) 





则 参数 估计 是 渐 近 无 偏 〈 一 致 ) 的 。 
现在 ， 主 要 的 问题 是 寻找 合适 的 辅助 变量 。 根 据 式 (10.5.3) 和 式 (10. 5.4) ， 要 选择 
的 辅助 变量 w,(k) ， 必 须 尽 可 能 地 
e 与 干扰 n(k) 不 相关 。 
e 与 有 用 信号 uk) F y EHR, 
在 和 =b RETF, e(k) RRIF n(k), (EIEI (10.5.3) 满足 ， 且 根据 W 中 的 
有 用 信号 ，W'w 也 是 正定 的 ， 见 第 9. 1.4 节 。 
文献 (Joseph et al, 1961) 选择 输入 信号 作为 辅助 变量 ， 即 
w = (u(k-1-8) .--ukk-m-Ö)luk-d-1)---ukk-d-m)) (10.5.8) 
因为 这 些 辅助 变量 容易 获得 ， 且 与 相关。 可 以 通过 选择 6， 使 协 方差 阵 R,,(7) 中 的 元 素 最 大 。 
如 果 WEE y 中 不 受 干扰 的 信号， 那么 可 以 获得 WW 与 y 之 间 更 强 的 相关 性 ， 因 此 必须 
估计 出 不 受 干扰 的 输出 信号 h(k) =7Y,(%) ， 这 样 就 可 构造 出 辅助 变量 向 量 
w" = (-h(k — 1) ++- —h(k — m)|u(k — d — 1) -+ u(k — d -m)) (10. 5.9) 
这 种 辅助 变量 的 构造 是 文献 (Wong and Polak, 1967) 和 (Young, 1970) 提出 的 。 根 据 式 
(9.1.18) ， 利 用 已 知 的 输入 信号 和 估计 参数 ， 可 以 估计 出 不 受 干扰 的 输出 
h(k) = Suk) = Yk) Â (k) (10. 5. 10) 
上 式 可 视 作 辅助 模型 ， 提 供 辅 助 参数 0..， 目 的 用 于 重 构 有 用 的 输出 信号 (k), IE 10.4. 
那么 ， 辅 助 变量 矩阵 可 写成 
—-h(m+d+1) :1.:. —h(d) u(m—1) --- u(0) 
-h(m +d) … —h(d + 1) u(m) ul) 



































W= (10.5.11) 


—h(m +d +N +1) ---—h(d + N)\u(m+ N —1)--- u(N) 
关于 这 种 方法 的 非 递 推 运用 ， 可 以 用 如 下 的 方法 (Young, 1970): 
Q 在 首次 迭代 中 ,采用 式 (10.5.8) 的 辅助 变量 或 使 用 式 (9.1.18) 普通 的 最 小 二 
乘法 。 
@ 根据 式 (10. 5. 10) ， 利 用 参数 估计 和 ， 求 改进 的 辅助 变量 ， 并 获得 新 的 参数 向 量 和 。 
O 重复 第 2 步 ， 直 到 估计 参数 在 迭代 前 后 没有 明显 变化 。 
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图 10.4 辅助 变量 法 (IV) 的 方块 图 





一 般 情况 下 ,通过 几 步 迭代 就 足以 获得 合适 的 估计 。 此 外 ， 经 验 表 明 辅 助 变量 不 需要 与 未 受 
干扰 的 信号 准确 匹配 。 利 用 普通 的 最 小 二 乘法 作为 启动 ， 也 已 被 证 明 是 很 有 效 的 (Baur，1976) 。 
与 式 (9.1.69) 类 似 ， 参 数 估计 的 协 方差 为 
covAb = E{(6—09)(6—04)' = E{(W'W) | Wrlee'W(W'w) 1! (10.5.12) 
RP, WA e 是 统计 不 相关 的 ,但 对 于 yw 和 就 不 是 这 样 了 ， 因 为 e 是 相关 的 。 所 以 ， 上 
式 还 不 能 简单 地 进行 化 简 。 
如 果 辅 助 模型 式 (10. 5. 10) 的 参数 收敛 于 真实 的 过 程 参数 ， 即 有 


an Bax = oe 6 = 0b0 (10. 5. 13) 
又 假设 对 于 很 大 的 W， 有 
I pw pw! 
yao Y nega" w} (10. 5. 14) 
那么 ， 由 式 (10.5.12), AI 
cov A9 ~ E{(W™W) 'W'lEfee"}EIW(WTW) | (10.5. 15) 


对 上 式 进 行 适当 的 整理 ， 可 以 证 明 ， 如 果 e(%) 是 平稳 的 ， 则 协 方差 以 1/ VN +1 的 速度 衰减 。 

到 目前 为 止 ， 只 考虑 输入 和 输出 小 信号 的 动态 特性 ， 即 

u(k) = U(k) = Uoo, yk) = Y(k) — Yoo 

eA, Yo BERN. Am, UMEREIUCK)} =0, FABIO AD TH aS Eh k); =0 的 支 
配 ， 则 对 7, 没有 影响 ， 因 为 在 式 (10.5.6) F, yk) WES hlk) TAX, 

定理 10.1 ( 辅助 变量 法 获得 一 致 参数 估计 的 条 件 ) 

参数 9 的 估计 是 均 方 意义 下 一 致 的 ， 如 果 满 足 如 下 条 件 : 

D m 和 4 准确 已 知 。 

@ ulk) =U(k) - Ui 准确 已 知 。 
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© e(1) 与 辅助 变量 w"(k) AAI. 
@ Ele(k)| =0。 














由 此 ， 有 如 下 条 件 : 

@ Xt |r| 20, A Elu(k-7)n(k)} =0。 

@ WME Efu(k)} =0, Arh A(k) =0, ME{h(k)} =0， 则 根据 式 (10.5.9), Yy TA 
不 是 已 知 的 。 

@ E{n(k)} =0, HE{u(k)| = 常数 , ME{u(k)} =0, HEIn(k)}=0, 

辅助 变量 法 的 很 大 优点 是 ， 对 噪声 及 其 成 形 滤波 器 没有 特殊 的 假设 ， 噪 声 n( k) 可 以 是 
任意 的 平稳 有 色 噪 声 ， 也 就 是 可 以 描述 成 





D(z") 
ca!) 
如 果 多 项 式 D(z!) A C) RARER, AENA UER, HSAlz)M 
B(z') 无 关 。IV 法 本 质 上 不 能 给 出 噪声 模型 ， 这 是 可 以 推导 的 ， 如 下 一 节 所 述 。IV 法 的 详 
细 分 析 可 见 文献 (Söderström and Stoica，1983)。 下 面 的 思想 虽然 是 针对 频 域 辨识 提出 的 ， 
但 也 可 以 应 用 于 时 域 : 在 多 测量 值 的 情况 下 ， 文 献 (Pintelon and Schoukens, 2001) 提出 ， 
使 用 另外 不 同 的 实验 测量 数据 作为 辅助 变量 ， 因 为 它们 与 测量 数据 是 高 度 相 关 的 ， 而 与 噪声 
实际 上 是 不 相关 的 。 辅 助 变 量 法 还 可 以 与 加 权 的 估计 式 结 合 使 用 (Stoica and Jansson, 
2000) 。 


10.5.2 ”辅助 变量 的 递 推 方法 (RIV) 


根据 最 小 二 乘 的 递 推 方法 ， 也 能 给 出 辅助 变量 法 的 递 推 形式 (Wong and Polak, 1967; 
Young，1968 ) 





n(z) = v(z) (10. 5. 16) 




















O(k +1) = O(k) + y (K) (y(k +1) - Wk + DÊ(k)) (10.5.17) 
1 
y(k) = sorpren OAO (10. 5. 18) 
P(k +1) = (T-y(k)w"(k +1))P(k) (10. 5. 19) 
其 中 
P(k) = (W'(k)W(k)) (10. 5. 20) 


这 种 方法 的 方块 图 如 图 10. 4 所 示 。 

为 了 避免 辅助 变量 hk) 与 当前 误差 信号 e() 之 间 的 强 相关 性 ， 文献 (Wong and Polak, 
1967) 建议 ， 在 估计 参数 和 辅助 模型 所 用 的 参数 集 之 间 引 入 迟延 yg， 其 中 gq 的 选择 应 使 得 
e(k+q) 5 elk) AMR. 

文献 (Young, 1970) 进一步 使 用 一 种 离散 时 间 低 通 滤波 器 ， 使 得 

Baux(k) = (1 — B)Oaux(k — 1) + BO(k — q) (10. 5.21) 
在 这 种 情况 下 ，g 的 选择 就 不 那么 关键 了 ， 参 数 估计 也 平滑 了 ， 避 免 了 辅助 模型 参数 快速 变 
化 的 影响 。 式 中 B 可 选 为 0.01 生 B <0.1 (Baur, 1976), 

类 比 于 普通 的 最 小 二 乘法 ， 初 始 值 可 选 P(0) = aI， 这 是 对 角 线 元 素 很 大 的 对 角 阵 ， 初 

始 参 数 向 量 和 =0。 在 起 始 阶段 ， 需 要 监控 辅助 模型 的 收敛 性 。 算 法 的 起 始 阶段 ， 采 用 最 小 
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二 乘 的 递 推 方法 ， 也 被 证 明 是 有 用 的 (Baur, 1976) 。 
这 种 算法 不 能 自动 得 到 噪声 模型 ， 如 果 需 要 ， 可 以 按 下 面 的 步骤 来 求 (Young，1970) ; 
1) 首先 ， 按 下 式 来 确定 噪声 nh) 
n(k) = y(k) — Sulk) = y(k) — hk) 
Berta, yO 是 过 程 输 出 测量 值 , fie) JE AO 
2) 然后 ， 利 用 适当 的 参数 估计 方法 ， 求 得 如 下 ARMA 信号 过 程 模型 
—1 
no = ve) 
例如 可 以 使 用 第 9. 4 节 介绍 的 最 小 二 乘 递 推 方法 。 























10.6 ”随机 逼近 法 (STA) 








随机 区 近 法 是 一 类 递 推 的 参数 估计 方法 ,计算 量 比 最 小 二 乘 的 递 推 方法 要 小 。 这 类 方法 
是 利用 基于 梯度 的 方法 对 代价 函数 进行 极 小 化 实现 的 ， 对 于 确定 性 和 随机 性 的 模型 都 适用 。 

随机 梯度 法 可 追溯 到 文献 (Robbins and Monro, 1951), (Kiefer and Wolfwitz，1952 ) 、 
(Blum, 1954) 和 (Dvoretzky, 1956) 的 工作 。 对 这 类 方法 的 综述 可 参见 文献 ( Sakrison, 
1966; Albert and Gardner, 1967; Sage and Melsa, 1971) 以 及 近期 的 文献 ( Kushner and 
Yin, 2003), 














10.6.1 Robbins - Monro 算法 


基于 梯度 的 方法 用 一 个 例子 来 引出 ， 给 出 一 种 一 维 的 情况 ， 即 估计 单个 的 参数 ， 这 个 参 

数 o 满足 如 下 方程 
g(0) = go (10.6.1) 
其 中 ，g(0) 必 须 是 准确 可 测 的 ，g, 是 已 知 的 常数 。 那 么 ， 未 知 参数 6， 也 就 是 式 (10.6.1) 
方程 的 根 ， 可 以 通过 下 述 梯度 来 迭代 求解 
O(k + 1) = 0(k)— p(k)(g(@(k)) — go) (10.6.2) 
其 中 ， 加 权 因子 p(k) 必须 恰当 选择 ， 以 保证 算法 的 收敛 性 。 如 果 g(O(k)) -go =0, I 
0(k+1) 为 准确 解 。 
现在 ,假设 g(09) 不 可 测 ， 只 能 测 得 受到 干扰 的 变量 
f(0,n) = 8(0) +n (10. 6. 3) 
其 中 , 为 随机 量 ， 其 均值 Elin} =0， 且 方差 有 限 。 那 么 , f(0,n) 也 是 随机 量 ， 不 能 用 式 


(10.6.2) 来 求 9， 因 为 g(0) 未 知 。 由 于 






































E{f(0,n)} = g(0) (10. 6.4) 
因此 也 期 望 能 采用 式 (10.6.2) 所 示 的 算法 ， 将 g(6) 替 换 成 所 9,n) 后， 就 变 成 随机 算法 
O(k + 1) = ÔK) — p(k) (FG(k), n(k) — go) (10. 6.5) 


经 过 足够 多 次 的 迭代 后 ， 依 然 可 以 收敛 到 真 值 9,。 这 种 算法 称 作 Robbins - Monro 算法 。 
利用 受到 干扰 的 方程 〈10. 6. 1) ， 以 确定 误差 

e(k) = FÔ), nK) = go (10. 6. 6) 

从 旧 的 参数 估计 值 中 减 去 这 个 误差 用 校正 因子 p( 她 加权 后 的 结果 ， 就 得 到 新 的 参数 估 
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iH. 

定理 10.2 (Robbins - Monro 算法 ) 

Robbins - Monro 算法 在 均 方 意义 下 收敛 
ml} 

条 件 为 : 

DE (10.6.1) 有 唯一 解 。 

© a 数 ， 且 是 统计 不 相关 的 。 

© lim p(k) = 0, > p(k) = co > pr(k) < x 


k=1 k=1 




















定理 的 证 明 人 参见 文献 (Sakrison, 1966), WE ERA EN 有 
p(k) = Fp Bw = > (10.6.7) 
其 中 ,a AB AER, Wa 足够 大 ， 对 于 大 的 左 ， 就 会 有 好 的 收敛 性 。 

















10.6.2 Kiefer - Wolfowitz 算法 
如 果 通 过 使 函数 g(9) 达到 极 值 来 确定 参数 0， 即 满足 
Ge) si (10.6.8) 
则 可 将 其 陈述 成 第 二 种 随机 逼近 算法 。 在 这 种 情况 下 ， aa, 
6(k +1) = 0(k)— p(k) Sg(0) (10.6.9) 


如 果 g(6) 不 能 准确 测量 ， 只 能 测 得 受 式 (10.6.3) 支配 的 变量 ， 那 么 类 比 于 式 (10.6.5), 
可 导出 如 下 的 随机 算法 



































II 








d(k +1) = 6(k) — pl) SO). nh) (10. 6. 10) 
该 算法 称 作 Kiefer - Wolfowitz 算法 。 


MRR) ‚nCk) ) 不 是 处 处 可 导 ， 或 者 求 导 数 过 于 复杂 ， 可 以 用 差分 商 来 代替 一 

阶 导 数 ， 那 么 可 以 得 到 
p(k) 

240k) 
由 此 可 直接 导出 下 面 的 定理 。 

定理 10.3 (Kiefer - Wolfwitz 算法 ) 

Kiefer - Wolfwitz 算法 在 下 列 条 件 下 是 均 方 意义 下 收敛 的 : 

D g(0) 有 单个 极 值 。 

@ 随机 量 f(%) 具 有 相同 的 概率 密度 函数 ， 0 


p(k) \? 
® lim ABC) =0, lim p(k) = 0, 2, PASH) eo) 3 o =” 











dk + 1) = O(k) - (FÊ) + A8 (k), n(k)) — f (Ô(k) — A6 (k), n(k))) (10.6.11) 
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为 了 同时 估计 标量 函数 g(0) 一 个 以 上 的 参数 ， 可 将 式 (10.6.5) 和 式 (10.6.10) 中 
的 标量 参数 9 替换 成 参数 向 量 6。 
ME, KEN EAN HTE (9.1.5) RA (9.1.7) 表示 的 差分 方程 的 参数 估计 。 
为 此 ， 感 兴趣 的 是 确定 如 下 代价 函数 的 极 小 值 
V(k) = e?(k) (10. 6. 12) 
为 了 确定 这 个 极 小 值 ， 它 是 事先 未 知 的 ， 现 在 将 应 用 Kiefer - Wolfowitz 算法 。 下 面 这 些 关系 
式 与 第 9. 4 节 是 一 致 的 。 对 照 式 (9. 4. 13) ， 可 以 确定 给 定 的 样本 误差 为 








elk +1) = y(k + 1) -y+ DÊ(k) (10. 6. 13) 
WBA, 式 (10.6. 12) 的 代价 函数 的 导数 为 
ED L awk + DOK +1- WK + DA) (10. 6. 14) 
xt (10.6.10) 写成 
6(k+1) = 6(k) + 2p(k + Iw(k +1) 
新 的 参数 估计 旧 的 参数 估计 校正 向 量 
OK+D — yk + Êk) (10. 6. 15) 
新 的 测量 值 基于 最 后 一 个 参数 
估计 的 预报 值 
其 中 ， 加 权 因 子 一 般 建 议 选 择 
1 1 


这 时 的 随机 逼近 算法 与 式 (9.4. 11) 所 示 的 递 推 最 小 二 乘 是 一 致 的 ， 只 是 校正 向 量 的 定义 
不 同 而 已 ， 所 不 同 的 是 最 小 二 乘 递 推 方法 以 数据 方差 的 函数 进行 更 新 。 在 向 量 情况 下 ， 随 机 
逼近 法 用 的 是 标量 的 校正 因子 2p(E +1) ， 而 递 推 最 小 二 乘 用 的 是 参数 误差 的 协 方差 阵 Pk 
+1) ， 是 基于 当前 参数 估计 的 准确 度 对 上 一 步 方 程 误 差 进行 加 权 。 因 此 ， 随 机 通 近 法 可 视 
作 最 小 二 乘 递 推 方法 一 种 高 度 简化 的 版 本 。 

根据 定理 10.3 和 式 (10.6.12), elk) 必须 是 统计 不 相关 的 ， 才 能 获得 一 致 估计 。 因 为 
这 个 条 件 在 许多 应 用 中 都 不 能 保证 ， 所 以 一 般 得 不 到 无 偏 估 计 。 文 献 (Saridis and Stein, 
1968) 解释 说 ， 如 果 测 量 信和 号 的 统计 性 质 能 准确 已 知 ， 这 个 偏差 是 可 以 校正 的 。 随 机 逼近 
法 还 可 以 用 于 非 参 数 模型 估计 (Saridis and Stein, 1968; Isermann and Baur, 1973) 。 

需要 指出 ， 通 过 改变 加 权 因 子 p(8) 的 计算 ， 可 
以 改进 算法 的 收敛 性 。 如 果 校 正 因 子 是 根据 式 
(10.6.16) 的 建议 来 选择 ， 在 算法 的 起 始 阶 段 它 是 \ 
很 大 的 ， 这 意味 着 误差 e() 被 过 分 强调 。 如 果 根 据 x atb (eh) 
图 10.5 来 选择 p(k) ， 那 么 会 导致 参数 估计 的 衰减 变 4 
化 ， 可 获得 更 好 的 收敛 性 ， 如 文献 (Isermann and 
Bauer, 1973) 所 述 。 随 机 逼近 法 只 能 在 非常 有 限 的 
应 用 领域 中 使 用 ， 因 为 它 的 收敛 性 不 是 很 可 靠 ， 而 
最 小 二 乘 递 推 方法 虽然 计算 量 大 些 ， 但 如 今 在 多 数 图 10. 5 建议 用 于 随机 通 近 法 的 校正 
情况 下 还 是 经 常 使 用 的 。 ee ae 
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例 10.1 (利用 RLS 算法 、Kiefer - 
Wolfowitz 算法 和 归 一 化 最 小 均 方 算法 
辨识 一 阶 过 程 ) 

现在 ， 用 例 9. 2 来 比较 RLS 算法 和 
Kiefer — Wolfowitz (以 下 记 作 KW) 算法 
的 辨识 效果 。 参 数 估计 的 收敛 性 比较 见 
图 10.6， 从 图 中 可 以 看 到 ，RLS 算法 收 
SUE pete, AL 10.7 显示 的 是 不 同方 法 
如 何 收敛 于 最 优 参数 集 的 ， 可 见 校正 因 
子 p 的 选择 〈 本 例 为 常数 ) OP UC ICE 
和 收敛 速度 有 很 大 影响 。 图 中 的 一 个 个 
椭圆 为 代价 函数 V， 即 误差 平方 和 
Selk) 的 等 高 线 。 在 本 例 中 ， 还 给 出 























了 归 一 化 最 小 均 方 (NLMS) 算法 的 辨识 结 
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一 递 推 最 小 二 乘 
Kiefer-Wolfowitz, p=0.2 |, 





6 
t [s] 
图 10.6 一 阶 系统 的 参数 估计 ， 递 推 最 小 二 乘法 与 
Kiefer - Wolfowitz 算法 (p=0.2) 的 比较 


， 该 算法 将 在 下 节 讨 论 。 
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X 10.7 RLS 法 、KW 法 (不同 的 因子 p) 和 NLMS 法 的 收敛 性 及 代价 函数 的 等 高 线 ， 





























其 中 6(0) =0。 注 意 ， 弟 推 最 小 二 乘法 具有 较 好 性 能 
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例 10.2 (利用 Kiefer - Wolfowitz 算法 辨识 三 质量 振荡 器 系统 ) 

将 Kiefer - Wolfowitz 算法 应 用 于 三 质量 振荡 右 系 统 ， 系 统 的 激励 信号 为 PRBS 信号 (I 
第 6.3 节 )。 测 量 值 与 图 9.6 相同 ， 以 便于 比较 不 同方 法 的 辨识 结果 。 

由 图 10. 8 可 见 ， 参 数 估 计 收 敛 需 要 很 长 的 时 间 ， 相 比 之 下 , 在 RLS 算法 情况 下 ， 参 数 
估计 只 需 15s 的 时 间 就 稳定 了 ， 见 图 9.7。 影 响 收敛 性 的 一 个 重要 因素 是 校正 因子 p(5) 的 选 
择 ， 这 里 是 根据 图 10.5 所 给 出 的 方法 来 选择 的 ， 它 是 时 间 的 函数 ， 见 图 10. 10。 即 使 实验 
结束 ， 其 频率 响应 也 与 理论 模型 不 完全 匹配 ， 见 图 10.9。 在 实验 过 程 中 也 已 经 看 出 ， 尽 管 
校正 因子 p(k) 对 收敛 性 很 关键 ,但 的 确 很 难 选择 。 
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图 10.8 参数 估计 值 : 利用 Kiefer - Wolfowitz 梯度 法 ， 对 三 质量 
振荡 器 离散 时 间 模型 的 参数 估计 
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图 10.9 频率 响应 比较 : 利用 Kiefer- Wolfowitz 梯度 法 ， 对 三 质量 
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图 10. 10 10. 8Kiefer — Wolfowitz 梯度 法 所 





10.7 ( 归 一 化 ) 最 小 均 方 法 (NLMS) 


类 似 于 Kiefer - Wolfowitz 算法 的 更 新 方程 式 (10. 6. 15) ， 可 以 写 出 
OKk+1) = 6(k) + pyk +1) 
新 的 参数 估计 旧 的 参数 估计 校正 向 量 
OK+D — Wk + DOCK) (10.7.1) 
新 的 测量 值 基于 最 后 一 个 参数 
估计 的 预报 值 
其 中 ， 校正 向 量 的 加 权 因 子 写成 B(K +1)， 这 就 导出 了 最 小 均 方 算法 ( Haykin and Widrow, 
2003), CHAS B 可 解释 为 学 习 速 率 。 对 于 Kiefer - Wolfowitz 算法 ， REKT p(k +1) FHT 
间 步 数 大 来 操控 ， 而 学 习 速 率 有 被 表示 成 测量 数据 的 函数 。 
在 没有 噪声 的 情况 下 ， 该 算法 应 一 步 采 样 就 能 收敛 到 真 值 。 因 此 ， 在 参数 估计 更 新 为 
Ô(k +1) 时 ， 模 型 输出 应 与 测量 值 匹配 ， 即 有 
ykK+D)=Y E+ Dor+1) (10.7.2) 
将 式 (10.7.1) 和 式 (10.7.2) 合并 ， 得 到 理想 的 一 步 预报 值 为 
vk +1) = Hk + (Ok) + pylk + DOV +D- Wk + DOW) 
1 (10.7.3) 
wrk + Dyk +I) 
因此 ， 学 习 速 率 应 该 处 在 如 下 区 间 内 


0<B< 














eo p= 


1 
wrk + Dyk +1) 
最 小 均 方 算法 很 大 的 缺点 是 ， 每 步 实际 的 偏差 减少 量 都 是 变化 的 。 为 此 ， 对 算法 进行 归 一 化 
处 理 ， 更 新 为 





(10.7.4) 








x op B pt % 
k+ D= eO + ape ED ME +) yk + 1)6(k)) (10.7.5) 


参见 文献 (Brown and Harris ，1994) 。 这 种 归 一 化 算法 在 例 10.1 中 使 用 过 ， 见 图 10.7。 可 
以 看 出 ,收敛 性 相对 于 KW 算法 没有 明显 改进 。 这 种 算法 还 存在 一 个 问题 ， 算 法 更 新 时 要 除 
以 (RE+1T)UCE+1L)， 而 它 可 能 为 零 。 文 献 (Goodwin and Sin, 1984) 给 出 了 两 种 补救 措 
施 : 一 种 想法 是 将 向 量 yy(k) 扩 展 ， 在 向 量 的 末尾 添加 常数 “1”， 这 样 做 还 同时 可 以 估计 与 
工作 点 有 关 的 直流 分 量 ; 另 一 种 想法 是 改 成 除 以 因子 p (E+1)w(k+1) te, Rc BH 
数 ， 且 c >0。 






































10.8 小 结 








本 章 讨 论 了 最 小 二 乘法 的 改进 和 符 代 方法 。 改 进 最 小 二 乘 经 典 方法 的 目的 是 为 了 消除 偶 
差 ， 如 果 最 小 二 乘法 用 于 辨识 的 线性 动态 离散 时 间 系 统 ， 其 输出 具有 较 大 的 噪声 ， 就 会 存在 
这 个 偏差 。 对 噪声 信和 号 模型 做 不 同 的 假设 ， 如 假设 为 AR、MA 或 ARMA 模型 ,估计 质量 对 
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噪声 的 假设 有 很 强 的 依赖 性 。 由 于 RELS 算法 应 用 简单 ， 所 以 广泛 被 使 用 ， 其 他 方法 容许 偏 
差 存在 ， 在 估计 完成 之 后 再 设法 校正 偏差 。 总 体 最 小 二 乘法 不 同 于 前 面 的 方法 ， 它 可 以 同时 
处 理 输 入 和 输出 含有 噪声 的 情况 。 

本 章 中 还 介绍 了 辅助 变量 法 ， 这 是 男 一 种 有 价值 的 参数 估计 方法 ， 因 为 它 可 以 给 出 无 偏 
估计 。 但 是 ， 这 种 方法 的 收敛 性 严重 依赖 于 辅助 变量 的 选择 。 如 果 将 这 种 方法 用 于 闭环 参数 
估计 可 能 会 有 问题 ， 见 第 13 前。 本 章 也 讨论 了 辅助 变量 的 选择 。 

本 章 最 后 介绍 了 随机 通 近 法 ， 这 是 一 种 易于 实现 的 方法 ， 它 是 基于 梯度 优化 的 方法 ， 见 
第 19 章 。 随 机 逼 近 法 可 视 作 一 种 非常 简化 的 RLS 参数 估计 方法 。 在 实际 应 用 中 ， 随 机 通 近 
法 并 不 常用 ， 因 为 即使 RLS 算法 的 计算 量 偏 高 ， 但 如 今 在 多 数 应 用 中 已 不 再 是 问题 。 












































习题 


10.1 GIS, ELS 与 TLS 

广义 最 小 二 乘 、 增 广 最 小 二 乘 和 总 体 最 小 二 乘 这 三 种 方法 对 噪声 模型 的 假设 是 什么 ? 

10.2 辅助 变量 法 I 

什么 是 辅助 变量 ? 为 给 出 无 偏 估计 ， 需 要 满足 什么 条 件 ? 通常 采用 什么 方法 来 选择 辅助 
变量 ? 

10.3 ”辅助 变量 法 II 

如 果 记 录 了 相同 测试 信号 下 的 几 组 实验 结果 ， 在 这 种 情况 下 ， 应 如 何 选择 辅助 变量 ? 

10.4 Robbins - Monro 和 Kiefer — Wolfowitz 算法 

对 一 维 的 情况 ,估计 参数 0 要 用 什么 方程 ”两 种 算法 中 的 哪 一 种 可 以 用 来 确定 函数 的 极 
值 点 ?用 自己 的 语言 解释 ， 为 什么 RLS 算法 一 般 比 Kiefer- Wolfowitz 算法 收敛 快 。 
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第 AL ae 
贝 叶 斯 方法 和 极 大 似 然 法 





到 目前 为 止 讨论 的 参数 估计 方法 都 假设 参数 9 和 输出 y 的 观测 值 为 确定 值 ， 现 在 从 随机 
的 角度 ， 将 参数 自身 和 /或 输出 视 作 一 系列 的 随机 变量 。 在 贝 叶 斯 估计 中 ， 参 数 向 量具 有 概 
率 密 度 函 数 p(0) ， 输 出 可 用 条 件 概率 密度 函数 p(y | 0) 来 描述 。 那 么 ， 可 以 基于 这 个 统计 信 
息 导 出 参数 估计 间 题 的 解 。 由 于 实际 问题 中 关于 参数 概率 密度 函数 p(0) 的 特别 信息 几乎 不 
可 能 得 到 ， 随 后 便 导 出 极 大 似 然 估计， 它 是 基于 观测 输出 概率 密度 函数 p(y | 9) 的 。 














11.1 贝 叶 斯 方法 

对 给 定 的 测量 y 的 集合 ， 可 以 根据 条 件 概率 密度 函数 p(0 |y) 来 推断 参数 。 这 个 条 件 概 
率 密度 函数 只 有 在 实验 完成 之 后 才能 确定 ， 因 为 它 明显 依赖 于 测量 值 。 因 此 ， 它 是 一 种 后 验 
概率 密度 函数 。 现 在 ， 基 于 这 个 后 验 概率 密度 函数 来 寻找 “最 优 ” 的 参数 估计 6。 为 了 评判 
最 优 性 ， 必 须 再 次 引入 最 优 准则 W(6,0) ， 然 后 对 如 下 的 代价 函数 进行 最 小 化 


min | W(0,0)p(O|y)a"0 (11.1.1) 
0 m 














并 求 极 小 值 
0 从 m 


其 中 ,| 是 对 9 所 有 分 量 db ,db ,dg, 的 严重 积分 。 例 如 ， 最 优 淮 则 可 取 如 下 的 二 次 型 函数 


w = (ô — 0)" (ô — 0) (11.1.3) 
在 一 维 情况 下 ， 将 式 (11.1.1) 写成 
min f ê- 0)? (Oly yao (11.1.4) 
取 一 阶 导数 以 求 最 优 值 6， 得 到 
ô = | epiolya (11.1.5) 


它 就 是 参数 0 关于 给 定 的 概率 密度 函数 p(9 |y) 的 期 望 值 。 
男 一 种 方法 是 选取 由 概率 密度 函数 指出 的 最 可 能 的 值 ， 也 就 是 选取 概率 密度 函数 的 极 大 
值 作为 估计 值 
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@ = arg max p(O |y) (11.1.6) 
这 种 情况 下 的 PDF 称 作 似 然 函 数 。 
两 种 方法 的 关键 都 是 要 确定 条 件 概率 密度 函数 p(0 |y)， 它 可 以 利用 如 下 的 贝 叶 斯 法 则 
(Papoulis，1962) 来 确定 














P(O,y) = ply) p(y) (11.1.7) 
EF, p(0,y) HKE PDF; p(y) 为 后 验 PDF， 它 是 根据 实验 中 获得 的 测量 值得 到 的 ， 进 
而 有 





P(9.y) = p(y) p@) (11.1.8) 
因此 ， 根 据 式 (11.1.7) ， 可 得 

p@ly) = a (11.1.9) 
由 式 (11.1.8), 有 

poly) = ma (11. 1. 10) 





JEP, 0) PDF 必须 事先 已 知 。 这 样 情况 下 ， 就 可 以 直接 求解 式 (11.1.2). 
类 似 地 ， 利 用 上 述 结果 , A (11.1.6) 可 写成 























6 = arg max p(y10)p(0) (11.1.11) 
如 果 无 法 对 9 做 任何 假设 ,那么 就 假设 在 参数 空间 内 它 是 均匀 分 布 的 ， 则 
6 = arg max p(y10) (11. 1.12) 





获得 的 结果 就 是 极 大 似 然 估计 ， 这 在 第 8.5 节 中 已 讲 过 了 。 在 先 验 PDF 对 估计 结果 的 影响 
可 以 忽略 的 情况 下 ， 极 大 后 验 估计 也 就 接近 于 极 大 似 然 估计 (Ljung, 1999), 

这 种 方法 的 主要 缺点 是 ， 贝 叶 斯 估计 需要 参数 0 概率 密度 函数 的 知识 ， 而 条 件 概 率 密度 
函数 要 付出 更 高 的 数学 代价 才能 获得 。 因 此 ， 贝 叶 斯 估计 几乎 无 法 用 于 系统 辨识 领域 的 实际 
应 用 。 然 而 ， 可 以 把 它 看 作 最 为 综合 的 参数 估计 技术 ， 它 可 以 作为 研究 其 他 许多 算法 的 起 
点 ， 比 如 下 一 节 讨 论 的 极 大 似 然 佑 计 ， 可 以 视 作 是 贝 叶 斯 估计 的 一 个 特例 。 在 某 些 噪声 假设 
下 ， 极 大 似 然 估 计 又 可 以 看 作 与 最 小 二 乘 估 计 有 关系 (JIsermann，1992) ， 见 图 11. 1。 进 一 
步 的 信息 可 参阅 文献 (Lee，1964; Nahi, 1969; Eykhoff, 1974; Peterka, 1981; Ljung， 
1999) 。 贝 叶 斯 法 则 也 经 常 应 用 于 分 类 问题 (Isermann 2006) 。 

关于 贝 叶 斯 方法 在 参数 估计 中 应 用 的 文献 很 少 ， 主 要 原因 可 能 是 确定 条 件 概率 密度 函数 
时 的 计算 问题 ， 而 且 参 数 的 概率 密度 函数 通常 是 未 知 的 。 因 此 ， 贝 叶 斯 估计 主要 在 于 理论 价 
值 ， 可 以 把 它 看 作 是 一 种 最 一 般 、 最 综合 的 估计 方法 ， 其 他 的 基本 估计 方法 可 以 此 为 起 点 ， 
通过 某 些 假设 或 某 种 限定 导出 。 

这 种 估计 方法 之 间 的 关系 如 图 11.1 所 示 。 在 参数 均匀 分 布 的 假设 下 ， 即 p(0,) = 和 常数， 


































































































贝 叶 斯 估计 式 (11.1.11) 变 成 极 大 似 然 估 计 式 (11.1.12)。 在 下 面 对 动 态 系统 进行 极 大 似 
然 佑 计 的 推导 中 ， 用 方程 误差 e 代替 测量 信号 y， 以 方便 于 处 理 ， 即 
@ = arg max p(e|P) (11. 1.13) 





























如 果 进 一 步 假设 误差 e 是 统计 不 相关 的 ， 并 服从 高 斯 分 布 ， 且 了 lje} =0， 又 有 误差 协 方差 阵 
R=Elee | ， 那 么 
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假设 

















0: 随机 变量 ， 
已 知 P(O) 
max p(¥10) p(0) 
0: A 
极 大 似 然 法 max P(elO) 
e 正 态 分 布 ， 
统计 不 相关 


加 权 最 小 二 乘法 CPR WM PR'y 
(Markov 估计 ) 


R: R=E {ee'}=o,1 





最 小 二 乘法 HFP Fy 


图 11.1 由 贝 叶 斯 方法 ,通过 具体 的 假设 ,而 导出 不 同 的 参数 估计 方法 


















































1 l Tp- 
p(e|®) = Eee 人 R e) (11. 1. 14) 
在 第 11. 2 节 中 ， 将 详细 推导 这 个 结果 。 由 此 ， 有 
In p(e|@) = ze’ Re + const (11.1.15) 
HA 
2 (e|0)= 9 TRe =0 (11.1.16) 
TET i 


因此 ， 必 须 极 小 化 二 次 型 代价 函数 式 〈11.1.15) ， 其 中 误差 以 其 协 方差 阵 的 逆 加 权 。 对 有 照 
式 (9.5.6) 和 式 (9.5.4)， 这 就 是 一 种 加 权 最 小 二 乘法 ， 具 有 参数 估计 的 最 小 方差 





6 = (WTR Y) YTR y (11.1.17) 
参数 估计 方差 达到 最 小 ， 因 此 也 就 成 为 Markov 估计 。 对 于 不 相关 的 误差 ， 有 
R=021 (11.1.18) 
使 得 式 (11.1.17) 变 成 最 小 二 乘 估计 
6 = (wy) yTy (11.1.19) 























如 果 假 设 e EHI, HERR, MAE 11. 2 节 讨 论 的 极 大 似 然 法 就 可 以 被 视 
作 一 种 最 小 二 乘法 。 由 于 误差 e 和 噪声 成 形 滤波 器 多 项 式 D(z” ) 的 系数 成 非 线 性 关系 ， 所 
以 估计 方程 必须 从 代 进行 求解 。 





11.2 RAMA (ML) 


下 面 ， 先 推导 针对 线性 动态 离散 时 间 系 统 的 极 大 似 然 佑 计 的 非 递 推 形式 ， 然 后 说 明 在 某 
些 简 化 假设 下 ， 可 以 构成 递 推 形式 。 
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11.2.1 非 递 推 的 极 大 似 然 法 


在 第 8. 5 节 中 已 经 介绍 过 针对 稳 态 系统 的 极 大 似 然 法 ， 这 里 将 其 应 用 于 离散 时 间 线 性 动 
态 系统 。 过 程 的 模型 为 








A(z) y(z) — BC )u(z) = Delz) (11.2.1) 
其 中 
A(Z!) =1+az™! +--+ amz” (11.2.2) 
BEI) = biz ™ +- + bmz™” (11.2.3) 
Dz) =1+ dz pdn" (11.2.4) 





























式 中 ，e(%) 是 服从 高 斯 分 布 (0,o,) 且 是 统计 不 相关 的 信号 ，D(z” ) 的 所 有 根 都 位 于 单位 圆 
内 。 对 照 第 9. 1 节 所 讲 的 最 小 二 乘法 ,， 式 (11.2.1) 的 模型 利用 滤波 器 1/D (27!) 对 方程 误 
# e(k) 进行 滤波 ， 即 
elz) = D(z Ve(z) & elz) = Tae Be? (11.2.5) 
因此 ,假设 方程 误差 (hk) 是 相关 信号 ， 通 过 滤波 器 转化 成 不 相关 误差 e(k) ， 见 图 11.2, 
为 了 推导 出 极 大 似 然 估 计算 法 (也 见 第 8.5 ; : 
节 ) ， 必 须 考虑 受 干 扰 被 测 输出 的 概率 密度 函数 。 
下 面 ， 假 设 测量 输出 y 服从 高 斯 分 布 ， 这 样 
就 可 以 对 结果 方程 进行 解析 处 理 。 
给 定 输入 信号 |u(k)} ， 观 测 信 号 样本 
条 件 概 率 密度 函数 对 于 给 定 的 过 程 参数 
0 = (ai + Aml|bı bmldi wee dm) 
































y(k)} 











(11.2.6) 
可 以 写成 
D(ty(k)}|{u(k)}, 0) = p lu, 0) 
(11.2.7) 
而 且 是 已 知 的 ， 见 图 11.3。 现 在 ， 将 测量 值 y Ch) 图 11.2 动态 系统 极 大 似 然 法 示意 图 
Fu (KRAER, AMER A 
P(yp|up, 0) (11.2.8) 
它 的 分 析 依 赖 于 未 知 参数 0,， 见 图 11.4, 
N DN. 
图 11.3 观测 信号 yh) 的 条 件 概率 密度 函数 图 11.4 单个 参数 0 的 似 然 函 数 











由 于 参数 0, 是 常数 ， 故 而 不 是 随机 变量 ， 所 以 似 然 函数 不 是 参数 的 概率 密度 函数 。 
大 似 然 估 计 的 内 在 原理 是 ， 对 未 知 参 数 0 的 最 优 估计 ， 使 得 以 最 大 的 可 能 性 〈 或 似 然 ) 和 
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到 观测 结果 。 从 数学 上 看 ， 就 是 寻找 0 的 值 ， 以 极 大 化 似 然 函数 。 因 此 ， 参 数 9 可 通过 寻 
找 似 然 函 数 的 极 大 值 或 者 相应 地 求 一 阶 导 数 ， 并 令 其 为 零 来 求 得 


8 
99 PH) „vo (11. 2.9) 
=0 


由 于 单个 测量 值 y() 不 是 统计 不 相关 的 ， 所 以 概率 密度 了 数 难以 计算 。 因 此 ， 下 面 的 推导 
将 基于 误差 e(k) ,假设 其 服从 高 斯 分 布 ， 且 是 统计 不 相关 的 。 在 这 种 情况 下 ,考虑 似 然 


























plelu, 0) (11.2.10) 
并 利用 下 式 求 其 估计 值 
_=0 (11.2.11) 
H FEI elk) 是 统计 不 相关 的 ， SDL AT DLS EERIE ORL pe | uO) 写成 
plelu,0) = N ple(k)|u, 0) (11.2.12) 
=1 











RB TIRZE elk) IRAR, Pr PAIS RRR RENAA, BA 


; 1 N „eo 
L =] 2 we 


= Lem - Nino noe 
k=1 
可 见 ， 关 于 参数 9， 极 大 化 对 数 似 然 函 ai (更 准确 地 ， 应 称 自然 对 数 似 然 函 数 ) ， 等 价 于 极 
小 化 误差 平方 和 








(11.2.13) 


N 
v=% ek) (11.2.14) 











因此 ， 对 于 图 11.2 所 示 的 系统 结构 ， 当 误差 c(h) 服从 高 斯 分 布 时 ， 极 大 似 然 和 最 小 二 乘 佑 
计 得 到 的 结果 是 相同 的 。 

这 种 解 只 能 迭代 进行 ， 因 为 代价 函数 关于 4(z" ) 和 B(z”) 的 参数 是 线性 的 ， 但 关于 
D(z!) 的 参数 却 是 非 线性 的 。 文 献 (Åström and Bohlin, 1965) 采用 Newton - Raphson 算法 
来 求解 这 个 优化 问题 。 en (Hesse 矩阵 ) 分 别 记 作 











T av av ƏV av 
es A 11.2.1 
Yo W) = (=) - 00, 002 390， ( a) 
和 
3V av 
a pv aa ae an 
Bol) ng = : : (11. 2. 16) 
3V 3V 
00,30, 90,00, 
对 应 的 偏 导数 为 
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N 
Vz Denn (11.2.17) 
k=1 





























30; 30 
V 2a = d2e(k) 
mag T 2 ye LOFTET) (11.2.18) 
ee ne 
D(z on - y(k)z’ (11.2.19) 
D(z -Da - —u(k)z7 (11.2. 20) 
De ach - Sei (11.2.21) 
D(z = < = ne (11. 2. 22) 
pee) SE a - mn (11.2.23) 
elk) _; deck) 42,41 elk) 
D(z Idad; = —2z a az st Wa, (11.2.24) 
其 中 ， 引 入 了 时 移 算 子 z， 定义 如 下 
y(k)z = y(k-D (11.2.25) 
进一步 有 
2 
pe) =0 (11.2. 26) 
J 
Dey = (11. 2.27) 
pe ee =0 (11.2. 28) 
i0Dj 


由 于 优化 算法 的 更 新 方程 写成 


3V \-1 oV 
DNS (vers) Peery are (11.2. 29) 
= 0 (k) — Voo (O(k)) Vo (0 (K)) 
这 种 情况 下 ，D(z” ) 项 就 消去 了 。 

对 于 极 大 似 然 估计 的 收敛 性 ， 其 先决 条 件 是 选择 合适 的 初始 值 。 建 议 在 首次 迭代 时 ， 取 
D(z')=1, Md,=0, 使 之 成 为 普通 的 最 小 二 乘法 ， 利 用 最 小 二 乘 问题 的 直接 解 ， 以 获得 
(有 偏 的 ) 初始 值 。 

定理 11.1 ( 极 大 似 然 估计 的 收敛 性 ) 

对 于 图 11.2 的 ARMAX 过 程 ， 极 大 似 然 估 计 给 出 一 致 渐 近 有 效 的 参数 估计， 达到 
Cramér -Rao 下界 (Åström and Bohlin, 1965; van der Waerden, 1969; Deutsch, 1965), ， 如 
果 满 足 如 下 条 件 : 

eu(k) =U(k) - Ui 准确 已 知 。 
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e YY MEME A, HS Vw 相对 应 。 

© e( k) 的 元 素 统计 不 相关 ， 且 服从 高 斯 分 布 。 
e D(z) =0 的 根 都 位 于 单位 圆 内 。 

e 选择 已 知 的 合适 初始 值 9(0) 。 





对 于 很 多 其 他 的 噪声 分 布 ， 


近 有 效 的 。 





























这 里 讨论 的 估计 方法 也 是 收敛 的 ， 但 在 多 数 情 况 下 不 再 是 渐 


在 文献 (Raol et al, 2004) 中 ， 对 动态 系统 的 极 大 似 然 估 计 做 了 概述 ， 那 里 将 极 大 似 然 


估计 用 于 输出 误差 模型 ， 代 价 据 





数 关 于 参数 的 偏 导数 是 通过 有 限 差 分 和 相应 的 参数 摄 动 求 得 





的 。 专 著 (van den Bos, 2007) 还 讨论 了 极 大 似 然 估 计 与 非 线 性 优化 算法 的 结合 问题 。 根 据 
文献 (Ljung, 1999) 的 论述 ， 极 大 似 然 估计 也 可 解释 为 极 大 炉 或 极 小 信息 距离 佑 计 。 


11.2.2 递 推 极 大 似 然 法 (RML) 

















通过 对 非 递 推 方 法 的 偏 导 数 进行 近似 ， 可 以 推导 出 递 推 的 极 大 似 然 法 (Söderström, 








1973; Fuhrt and Carapic，1975 ) 。 为 了 这 个 推导 ， 首 先 要 将 过 程 模型 式 (11.2.1) 表达 成 











y(k) = w'(k)0 + v(k) (11.2. 30) 
其 中 
工 =e p = eee 一 = = — ... = == 
VE) = (—y(k - 1) y(k —m)|u(k — d — 1) ++ u(k — d — m)| TERT 
v(k —1)--- v(k —m)) 
07 = (a, +++ dm|b1 +++ bm|di +++ dm) (11. 2. 32) 
又 将 代价 函数 写成 
Vik +1,6) = vk, ô) + De? +1,0) (11.2.33) 
然后 ， 将 其 一 阶 导数 和 二 阶 导数 写成 
x A de(0,k 
VoG.k +D = VOD te kt NAOT TO) nah 
0 
和 
A de(O,k +1 ðe(0,k +1 
Voo (ô, k + 1) = Vos (dk) + ( S n paal S = Ys 
、 ae(0,k +1 
+eb.k + 1)( a N (11.2.35) 
~0 
式 中 ， 所 标注 出 的 项 近似 为 零 (Siderstrim，1973 ) 。 这 些 式 子 就 构成 了 估计 算法 
6(k +1) = O(k) + y(k)e(k + 1) (11. 2. 36) 
式 中 
a 局 P(k)p(k +1) 
VEN IE Dre (11.2.37) 
P(k) = Vig (Ok — 1), k) (11.2.38) 
Pk+1D)=(T-y(k)p'(k + D)P (k) (11.2.39) 
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_de(O(k),k +1) 






































p(k+1)= T u (11. 2. 40) 
elk +1) = y(k + 1) -y+ DO(K) (11.2.41) 
O(k +1) = ek +1) (11.2. 42) 
因此 ， 由 式 (11.2.31), y 近似 为 
pT = _ 一 ... — 一 一 一 eee 一 一 
wkt+)=(-yk-) y(k —m)|u(k — d — 1) --- u(k — d — m)| (11.2.43) 
e(k — 1) --- e(k —m)) 
向 量 (+1) 中 的 元 素 可 确定 为 
T __f9ek+) dek+1) dek+1) deik+1) 
IT ( Ray ais aby Ohm ads 
ne RET) ee) 
dd, ddm 
ZUR, e(k) =0(k), RIER (11.2.1), A 
de) _ | il) 37h 6) 
zn, Bey) y (zz (11.2. 45) 
de) _ 1 See ee Ged 
Zz Db, 一 bey 2° =—u'(z)z zZ (11.2.46) 
delz) _ __ 1 Slip ash) 
Jd; pe e (z)z (11.2.47) 
其 中 ,i=1,…,m。 这 些 元 素 可 理解 为 滤波 后 的 信号 
aT = / ee ape Up She Mass 
ĝ'(k +1) =(-y'(k-1) y'(k —m)|u'(k -d — 1) (11.2.48) 
u'(k — d — m)|e'(k — 1) :-- e'(k —m)) 
它们 可 由 差分 方程 生成 
y'(k) = yk) dy kD) dmy’(k - m) (11.2. 49) 
ul(k —d) = u(k —d) — dk -d -1)—---—daw(k-—d—m) (11.2.50) 
e'(k) = e(k) — dye'(k — 1) —--» —dme’(k —m) (11. 2.51) 














式 中 d, 就 用 当前 的 估计 值 4,(%)。 由 于 在 推导 开始 时 就 做 了 简化 近似 ， 因 而 得 到 的 只 是 非 
递 推 极 大 似 然 法 的 近似 解 。 
初始 值 可 选 











6(0) =0, P(0)=al, p(0) =0 (11.2.52) 
算法 的 收敛 性 准则 与 非 递 推 极 大 似 然 估计 相同 。 特 别 是 ，D(z) =0 所 有 的 根 都 必须 在 单位 圆 
内 ， 以 使 得 式 (11.2.49) ~ 式 (11.2.51) 是 稳定 的 。 











11.2.3 Cramér -Rao 界 与 最 大 精度 
对 于 线性 动态 系统 的 极 大 似 然 估计 ， 还 可 求 得 Cramer - Rao 界 (Eykhoff，1974) ， 其 含 
义 见 式 (8. 5. 14)。 在 多 参数 的 情况 下 ，Cramér - Rao 界 表示 为 
cov AO = E{(6 — 00)(6 — 0o)"} > J7! (11. 2.53) 


aL \ (aL \" 3L 
reala) | Ele] (11.2.54) 


这 里 ，0, 表示 真实 参数 。 对 于 服从 高 斯 分 布 的 误差 e(k) ， 可 得 

















aL 1 av 
和 02 30 (11.2.55) 
因此 
T 2 
J= a(S.) (元 ) \ = =" secant} (11.2. 56) 
由 此 ， 参 数 估计 的 协 方差 阵 可 表示 成 
cov Ad > Biva) (11. 2.57) 


这 个 结果 表明 ， 在 给 定 的 假设 条 件 下 ， 没 有 其 他 的 无 偏 估计 与 极 大 似 然 估 计 相 比 能 获得 更 小 
的 方差 。 因 此 ， 极 大 似 然 估计 是 渐 近 有 效 的 。 
如 果 将 Cramer - Rao 界 用 于 最 小 二 乘 参数 估计 的 基本 方程 式 (9. 1. 12) 

















y=Wb +e (11. 2.58) 
则 对 数 似 然 函数 可 写成 
1 T 
L(0) = er. e + const (11.2.59) 
信息 矩阵 为 
1 
J= gn) (11.2. 60) 
因此 ， 对 照 式 (9.1.24), A 
cov AÊ > o2h{ (vty) | (11.2. 61) 





可 见 ， 该 下 界 与 式 (9.1.69) 相同 。 进 一 步 与 式 (9.5.7) 比较 发 现 ， 在 不 相关 误差 信号 和 
模型 分 别 为 式 (9.1.12) 或 式 (11.2.58) 的 情况 下 ， 利 用 最 小 二 乘法 、Markov 估计 法 和 极 
大 似 然 法 ， 得 到 的 参数 估计 都 将 达到 最 小 可 能 的 方差 。 文 献 (van den Boom, 1982) 用 仿真 
结果 ， 对 Cramer - Rao 界 进行 了 比较 ， 结 果 表 明 最 优 的 参数 估计 方法 一 定 具 有 很 好 的 匹配 
度 。 文 献 (Ninness, 2009) 针对 有 限 的 (特别 是 短 的 ) 数据 序列 ， 讨 论 了 估计 误差 的 量化 


问题 。 








11.3 小 结 














本 章 介 绍 了 贝 叶 斯 估计 器 和 极 大 似 然 估计 带 ， 这 里 的 讨论 只 限于 离散 时 间 线 性 动态 系统 
的 辨识 。 贝 叶 斯 估计 器 将 参数 视 为 随机 变量 ， 并 将 其 概率 密度 函数 的 信息 引入 到 参数 估计 问 
题 的 求解 中 。 然 而 ， 由 于 在 实际 应 用 中 这 个 信息 几乎 无 法 获得 ， 所 以 对 于 利用 实验 数据 进行 
参数 估计 而 言 ， 贝 叶 斯 估计 咒 的 应 用 是 很 有 限 的 。 不 过 已 经 表明 ， 极 大 似 然 估 计 器 和 最 小 二 
乘 估计 器 都 可 以 根据 贝 叶 斯 估计 器 导出 ， 见 图 11. 1。 

极 大 似 然 佑 计 基 于 对 测量 信号 的 随机 人 处理， 其 参数 估计 是 利用 观测 数据 的 概率 密度 函数 
求 得 的 。 对 于 ARMAX 模型 结构 和 服从 正 态 分 布 、 统 计 独立 的 误差 信号 ， 用 于 线性 动态 离散 
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时 间 系 统 的 极 大 似 然 估计 法 ， 可 利用 非 线 性 优化 算法 求解 得 到 。 做 某 些 简化 近似 之 后 ， 也 就 
构成 了 递 推 的 极 大 似 然 佑 计 。 虽 然 极 大 似 然 估计 的 计算 量 比较 大 ， 不 过 已 经 证 明 它 是 渐 近 有 
效 的 ， 也 就 是 能 达到 Cramer -Rao 下 界 ， 在 特定 条 件 下 是 可 能 的 最 小 方差 估计 。 极 大 似 然 估 
计 方 法 还 可 用 于 许多 其 他 的 场合 ， 比 如 频 域 辨识 (McKelvey, 2000), 








习题 


11.1 贝 叶 斯 估计 
对 给 定 的 观测 数据 集 ， 如 何 利 用 贝 叶 斯 法 则 求 参 数 的 条 件 概率 密度 函数 p(0 |y)? 
1.2 贝 叶 斯 估计 、 极 大 似 然 估计 和 最 小 二 乘 估计 
这 些 参数 估计 方法 之 间 是 怎么 相互 联系 的 ? 从 一 种 估计 器 到 另 一 种 估计 器 的 假设 条 件 是 
什么 ? 
11.3 Cramer -Rao 下 界 
对 于 一 个 参数 0,， 推 导 Cramer - Rao 不 等 式 (答案 见 文献 (Isermann, 1992) 第 14 
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第 12 Mi 
时 变 过 程 的 参数 估计 








对 于 许多 实际 过 程 ， 文 配 线性 差分 方程 的 参数 并 非常 数 ， 由 于 受到 内 部 或 外 部 的 影 
响 ， 这 些 参数 可 能 随 着 时 间 变 化 。 另 外 ， 通 常 非 线性 过 程 只 能 在 当前 工作 点 附近 的 小 区 
间 内 进行 线性 化 ， 如 果 工 作 点 变 了 ， 这 种 情况 下 线性 化 的 动态 特性 也 变 了 。 对 于 工作 点 
的 缓慢 变化 ， 利 用 具有 时 变 参 数 的 线性 差分 方程 可 得 到 比较 好 的 描述 。 弟 推 最 小 二 乘法 
( 见 第 9 章 ) 还 可 用 于 辨识 时 变 参 数 。 下 面 介绍 利用 最 小 二 乘法 来 跟踪 时 变 参 数 变化 的 不 
同方 法 。 





12.1 恒定 遗志 因子 的 指数 遗志 


联系 到 加 权 最 小 二 乘法 ， 第 9. 6 节 中 建议 了 一 种 方法 ， 通 过 选择 如 下 的 权重 w(k)， 可 
以 用 来 辨识 缓慢 的 时 变 过 程 








w(k) = AN’-* (12. 1.1) 
通过 选择 w(k) ， 以 控制 对 误差 的 加 权 ， 这 种 特定 的 方式 称 作 指 数 遗 忘 。 
针对 指数 遗忘 的 加 权 最 小 二 乘法 ， 递 推 估计 式 (9.6.11) ~ 式 (9.6.13) 如 下 











Ö(k +1) = ÔK) + y (K (y(k +1) -y+ DO)) (12.1.2) 
1 
y(k) = RE propan TAT OH + 1) (12. 1.3) 
P(k + 1) = (I — y(k)y "(k + DPO (12.1.4) 
遗忘 因子 A 对 算法 的 影响 从 协 方差 阵 式 (9.6.6) 的 逆 可 以 直接 看 出 来 
PU(k+1) =AP Nk) + Wk + DY +1) (12. 1.5) 
P'S (11.2.60) 的 信息 矩阵 了 成 正比 
J= EV) = EP") (12.1.6) 


见 文献 (Eykhoff, 1974; Isermann, 1992), 
通过 取 A <1， 使 得 上 一 步 的 信息 减少 ， 或 者 相应 的 协 方差 增加 ， 这 意味 着 假如 估计 的 
质量 不 好 ， 就 要 加 大 新 测量 值 的 权重 。 
A= 1 时 ， 有 
im HPO) =0 (12. 1.7) 
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„im Ety()} = lim EPK+DYKT+D =0 (12. 1.8) 
对 大 的 时 间 kk， 实际 上 测量 值 对 Ok +1) 没 有 影响 。 这 样式 (12.1.5) P (+1) 的 元 素 将 
趋 于 无 穷 。 
然而 ， 如 果 使 用 遗忘 因子 入 <1， 则 根据 式 (12.1.5)， 有 




















k 
PT! (k) = APO) + NM WOW (12. 1.9) 
i=0 
EURIE PO) = o 中 的 a HERR, A (12.1.9) 的 第 一 项 接近 于 零 ， 因 为 对 于 入 < 
1， 有 


k k-1 
Hy Ose = 2 < 00 (12.1. 10) 
(为 正 数 收敛 序列 ) ， 因 此 P-'(%) 不 趋向 于 无 穷 而 收敛 于 固定 值 
„im BEP) = P™! (00) (12.1.11) 
因此 
„im E{P()} = P(oo) (12. 1. 12) 
以 及 
„im Eir) = y(oo) (12.1.13) 





它们 是 有 限 且 非 零 的 。 这 样 ， 在 大 大 时 ， 新 的 测量 值得 到 恒定 的 权重 ， 而 估计 值 关 于 参数 变 
化 仍然 是 敏感 的 ， 并 且 能 跟 上 过 程 的 缓慢 变化 。 这 与 A <1 的 情况 不 同 ， 其 新 测量 值 的 权重 
或 影响 随 着 的 增加 变 得 越 来 越 小 。 在 指数 遗忘 情况 下 ， 由 于 有 效 的 平均 时 间 小 了 ， 品 声 的 
影响 增加 了 ， 方 差 也 增加 了 。 
例 12.1 (利用 恒定 遗忘 因子 的 参数 估计 ) 
给 定 一 个 二 阶 系统 ， 其 传递 函数 为 
K 
G(s) = ahaa eB (12. 1.14) 
其 中 , K=1, T,=0.75s, T, o =0.5s, Œ t=50s 时 刻 ， 系 统 参数 发 生变 化 ， 第 二 个 时 间 常 
数 变 为 也 ,=0.25s。 系 统 由 PRBS 信号 激励 ， 幅 值 c =1， 时 钟 时 间 7=0. 25 s。 对 系统 进行 
离散 化 ， 采样 时 间 取 7, =0. 25 s， 得 到 离散 时 间 的 传递 函数 为 
ee OE + 0.04807 
22 一 1.323z + 0.4346 























(12.1.15) 


和 
0.1091z + 0.07004 
Ci) = 31.0842 + 0.2636 
AS iat Bin (0, 0.0045) 的 高 斯 白 噪 声 。 
现在 ， 首 先 以 人 = 0.9 对 系统 进行 辨识 ， 见 图 12.1。 然 后 以 人 =0.99 HTAR, IL 
图 12.2。 可 见 ， 对 于 小 的 入 值 ， 可 以 更 快 地 跟踪 系统 参数 的 变化 ， 但 是 同时 系统 参数 具有 
更 大 的 方差 。 





(12. 1. 16) 
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u(t) [-] 








bi) [-] a(t) H] a(t) H] 


bO [-] 


60 80 





100 120 140 


z [s] 
图 12.1 二 阶 系统 的 参数 估计 ， 系 统 的 参数 是 变化 的 ， 取 入 =0. 9， 





点 划 线 表示 真实 的 参数 














遗忘 因子 A 必须 这 样 来 选择 : 














© 如 果 参 数 变 化 速率 很 大 ,和 取 小 (如 入 =0.90) ， 则 只 允许 有 小 的 噪声 。 
© 如 果 参 数 变化 速率 很 小 , A BOR (ANA =0.98), ， 则 噪声 可 以 大 一 些 。 

















文献 (Goodwin and Sin, 1984) 建议 引入 一 个 死 








区 ， 在 校正 向 量 超过 一 定 阔 值 后 才 对 参数 佑 


计 进 行 更 新 ， 这 样 能 有 效 地 消除 小 的 参数 变化 。 否 则 ， 若 为 了 能 足够 快 地 跟踪 时 变 过 程 ， 要 


选择 小 的 遗忘 因子 ， 就 会 出 现 小 的 参数 波动 。 





由 于 e(k) =v(k) 未 知 而 造成 RML 和 RELS 法 在 初始 阶段 收敛 得 比较 慢 ， 所 以 在 算法 开 





始 运 行 阶段 ， 要 采用 较 小 的 权重 ,以 加 速 收 敛 。 


文献 (Söderström et al, 1974) 建议 采用 下 面 的 方式 选择 时 变 的 遗忘 因子 


Mk) = AoAlk 








ieee ker rr (12.1.17) 


Hp, A, <1, A (0) <1, 文献 (Mikleg and Fikar, 2007) 提出 ， 初 始 条 件 可 选择 为 


10) = ào = 0. 








95- - -0.99 (12.1.18) 


遗忘 因子 逐渐 趋向 于 1， 因 此 过 去 的 数据 随 着 时 间 渐 渐 被 遗忘 掉 。 
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b DR = 2 A = 
OH a, H] a] AH u) H 


bO [A] 





60 80 100 120 140 
t [s] 


图 12.2 二 阶 系 统 的 参数 估计 ， 系 统 参数 是 变化 的 ， 取 和 A =0. 99， 











点 划 线 表示 真实 的 参数 








也 可 以 将 这 种 启动 方式 和 采用 可 变 和 A 的 指数 遗忘 结合 起 来 使 用 


Alk + 1) = AoA (k) + A to) (12.1.19) 
比照 参数 Au 和 个 ， 初 始 阶段 的 权 值 比 较 小 ， 然 后 随 着 天 的 增 大 ， 逐 渐 成 为 通常 的 指数 遗忘 
im Ak +1) =A (12. 1.20) 








采用 恒定 遗忘 因子 的 参数 估计 算法 适合 用 于 参数 变化 比较 小 ， 且 输入 为 持续 激励 的 过 
程 。 男 外 ， 如 果 过 程 参 数 是 不 变 的 ， 而 且 品 声 的 记忆 长 度 M=1/(1 -入 ) 不 太 长 ?， 那 么 可 以 
获得 很 好 的 辨识 结果 。 但 是 ， 如 果 在 恒定 遗忘 因子 和 A <1, 输入 又 不 是 充分 激励 的 情况 下 ， 
就 会 有 问题 。 这 时 ， 因 为 (+1) ~0, PRE Po! (hk +1) fee), WR (12.1.5), 或 者 
P(k+1) 的 元 素 持续 增加 ( 协 方差 阵 增 大 )。 由 于 校正 问 量 为 

y(k) = P(E+DYE+1) (12.1.21) 
所 以 估计 值 会 变 得 越 来 越 敏感 。 那 么 ， 很 小 的 干扰 或 者 数值 计算 误差 就 可 能 足够 产生 大 的 、 


















































O 译 者 注 : 噪声 的 记忆 长 度 越 得 ， 其 特性 越 接近 白 噪 声 。 
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突然 的 参数 估计 变化 ， 使 估计 值 变 得 不 稳定 。 这 种 情况 在 自 适应 控制 系统 中 可 以 观察 到 。 
此 ， 必 须 对 输入 激励 进行 监视 ,或 者 采用 时 变 的 遗忘 因子 。 


12.2 可 变 遗 饼 因 子 的 指数 遗志 


为 了 使 遗忘 因子 和 与 当前 的 状况 相 匹 配 ， 可 以 将 遗忘 因子 A 作为 估计 质量 的 函数 进行 
监控 ， 比 如 通过 监测 后 验 误差 来 控制 。 如 果 eo(%) 很 小 ， 则 要 么 是 估计 模型 与 过 程 匹配 得 很 
好 ， 要 么 是 过 程 没 有 被 激励 。 在 这 两 种 情况 下 ， 应 该 选择 和 A(k) 1。 男 一 方面 ， 如 果 误 差 很 
大 ， 则 应 该 减 小 入 (k) ， 以 适应 模型 系数 的 快速 变化 ， 以 便 跟踪 过 程 特性 。 

还 可 以 使 用 如 下 的 后 验 误差 加 权 和 来 控制 遗忘 因子 (Fortescue et al, 1981) 

D(k) = A(k) DL (k -— 1) + (1 —wiik)y(k— 1))e7(k) (12.2.1) 
这 里 ， 通 过 和 (5) 的 选择 ， 使 后 验 误差 的 加 权 和 保持 恒定 ， 即 0kE) =3(k-1) =3,, BE A (k) 
可 选择 为 





























Ak) = 1- —(1- wk D)e 222) 
0 
文献 (Isermann et al, 1992) 讨论 了 3 的 选择 问题 ， 建 议 选 择 
Do = 02No (i223) 
其 中 ，o 为 噪声 方差 ， 且 
1 
N= (12.2.4) 


小 的 和 V, 值 会 导致 敏感 的 估计 (Ao 小)， 因 此 可 以 快速 适应 参数 变化 ， 反 之 亦 然 。 此 外 ， 对 遗 
忘 因子 要 定义 一 个 下 界 Anno 

例 12.2 (利用 时 变 遗 忘 因子 的 参数 估计 ) 

再 次 使 用 与 例 12. 1 相同 的 过 程 ， 用 以 说 明 时 变 遗 忘 因子 的 应 用 效果 。 图 12. 3 给 出 实现 
的 结果 ， 并 解释 在 系统 参数 变化 的 过 程 中 是 如 何 调整 时 变 遗 忘 因子 的 ， 其 中 遗忘 因子 在 
0.4<A(k) <1 之 间 调 整 。 

马 的 选择 是 个 很 实际 的 问题 ， 如 果 选 得 太 小 ， 即 使 参数 没有 发 生变 化 ，A (k) 也 会 变化 
很 大 。 另 一 个 缺点 是 ， 即 使 过 程 参 数 不 变 ，A (上 及) 也 会 根据 噪声 方差 o 而 变化 ， 而 且 随 着 
EM, ACK) AR, R5 A Ce) 对 噪声 的 有 益 适 应 方向 是 矛盾 的 。 

























































































如 果 能 估计 出 方差 o;， 则 可 以 用 来 提升 算法 的 性 能 〈Siegel，1985) 。 例 如 ， 可 以 通过 
下 面 的 递 推 式 子 来 实现 
ô? (k) = kô? (k — 1) + (1—K)e?(k), k < 1 (12.2.5) 
如 果 超 过 下 面 的 国 值 
67 (k) > oh (12. 2.6) 
|62 (k) — ô? (k - 1)| > Ao? (12.2.7) 
则 假设 参数 发 生 了 变化 ， 这 时 可 选择 小 的 N,, ， 使 得 
Xo = 67 No (12. 2. 8) 
如 果 o* (hk) AA BE, WS SHAR, S 
Xo = 67 Noi (12.2.9) 


其 中 ， No > No (如 No =10N.)o 
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45 0 6 5 0 85 





y j : | 
45 50 55 60 65 70 75 80 85 








图 12.3 二 阶 系统 的 参数 估计 ， 系 统 参 数 是 变化 的 ， 采 用 可 变 遗 忘 因 子 A( 且 ) ， 
点 划 线 表示 真实 参数 














12.3 协 方差 矩阵 的 调整 


基于 调整 遗忘 因子 A 的 佑 计 方 法 只 对 缓慢 的 参数 变化 过 程 非常 适用 ， 因 为 校正 向 量 


yk) 依赖 于 只 是 缓慢 (指数 ) 变化 的 协 方差 阵 P(F) ， 见 式 (12.1.2) ~ 式 (12.1.5)。 而 
对 于 参数 快速 变化 的 情况 ，y(k) 和 P(E) 也 必须 快速 变化 ， 这 可 以 通过 为 P(E) 增加 一 个 矩 
阵 R(E) 来 实现 











PE +D = 7-70W + DPO) + RW (12.3.1) 


KHT A E R EAA n A ES BE ER, MRAR IERA, BER 
P(0) 初 始 值 那样 ， 那 么 当 超过 式 (12.2.6) 和 式 (12.2.7) ARAMA, aA 


2(k 
Ri) = Be 














I (12.3.2) 
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iv) FEAT, 设 定 R(k) =0。 

缺点 是 Pk) 的 对 角 线 元 素 都 增 大 相同 的 值 ， 为 此 可 以 考虑 引入 如 下 关系 : 

R(k) = gP (k) (12. 3.3) 

与 P(E) 的 当前 变化 值 相关 联 。 应 该 选择 a>, Wa, =100，…，1000。 每 种 情况 可 以 视 为 
一 种 重启 。 

例 12.3 (利用 调整 协 方 差 阵 的 时 变 过 程 参数 估计 ) 

再 次 考虑 例 12. 1 的 过 程 ， 图 12. 4 给 出 利用 调整 协 方差 阵 来 控制 适应 速度 。 由 于 在 超过 
国 值 Ao? (k) >0. 0002 (根据 式 (12. 2.7) ， 为 干扰 或 误差 信号 估计 方差 的 梯度 ) 后 ， 协 方 
差 增 加 了 ， 增 加 到 as = 100 倍 。 因 此 ， 适 应 速率 更 快 了 ， 但 方差 也 变 大 了 。 





























uO [=] 





60 80 100 120 140 


bO] a(t) [-] a) [-] OE 


b(t) [-] 





60 80 100 120 140 
t [s] 


图 12.4 二 阶 系统 的 参数 估计 ， 系 统 参 数 是 变化 的 ， 利 用 调整 协 方差 阵 ， 在 超过 阔 值 
Ao? (k) >0. 0002 后 ， 协 方差 增加 到 ap = 100 倍 ， 点 划 线 表示 真实 的 参数 


12.4 递 推 参数 估计 方法 的 收敛 性 


参数 估计 的 收敛 性 有 过 全 面 透彻 的 研究 ， 文 献 (Lai and Wei, 1982) 给 出 了 经 典 的 结 
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论 ， 近 期 文献 (Hu and Ljung, 2008) 对 此 再 度 作 了 讨论 ,文献 (Isermann, 1992) 和 
(Isermann et al, 1992) 对 收敛 性 的 经 典 分 析 也 作 了 深入 的 概述 ， 在 此 不 再 重复 。 然 而 ， 如 
果 将 参数 估计 O 解释 为 状态 变量 ， 那 么 离散 时 间 状 态 反馈 和 状态 观测 器 的 特性 也 可 以 转移 
用 到 递 推 参数 估计 上 ， 如 文献 (Kofahl, 1988) 和 (Isermann, 1992) 所 论述 的 。 下 面 做 一 
概要 介绍 。 


12.4.1 观测 如 形式 的 参数 估计 


对 于 利用 状态 空间 模型 式 (2. 2. 24) 和 式 (2. 2.25) 表示 的 过 程 ， 这 种 SISO 系统 的 状 
态 观测 器 的 方程 可 写成 











&(k + 1) = A&(k) + bu(k) + h(y(k) — eT E(k)) (12. 4.1) 
状态 估计 的 误差 为 
¥(k) = x(k) —£(k) (12. 4.2) 
可 用 下 面 的 差分 方程 表示 
E(k +1) = (A —he")¥(k) (12. 4.3) 
为 了 使 kon 时 误差 KK) NA, BAT 
‚im (Kk) =0 (12. 4.4) 
方程 式 (12.4.3) 必须 是 渐 近 稳定 的 。 因 此 ， 观 测 器 的 特征 方程 
det(zI — A —he") = (z — z1)(z - 22): (Z — Zm) (12. 4.5) 


的 零点 都 只 能 是 |z | <1，i=1，2，…，m。 如 果 将 过 程 的 时 变 参 数 9 解释 为 状态 变量 ， 屠 
么 可 以 导出 参数 状态 模型 





O(k +1) = 10(k) + n(k) (12.4.6) 
y(k +1) = W'(k + 1)0(k) + n(k +1) (12. 4.7) 
CP, (kh) zn (确定 的 ) 参数 变化 。 得 到 的 方块 图 如 图 12.5 所 示 。 
mk) n(k+1) 














(k+l) 
递 推 参数 估计 
PL) 

















图 12.5 在 状态 空间 框架 下 ， 利 用 最 小 二 乘法 进行 递 推 参数 估计 的 方块 图 





根据 式 (9.4. 17) ， 递 推 最 小 二 乘 参数 估计 算法 为 
6(k +1) = O(k) + y(k)e(k + 1) (12.4.8) 
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elk +1) = y(k +1) y+ DOK) (12.4.9) 
其 中 
wk +1) = (-y(k) «+» —y(k -m + Dluk -d) --- u(àk -d -m+ 1)) (12. 4. 10) 
这 个 估计 过 程 如 图 12.5 下 半 部 分 所 示 。 图 12. 5 方块 图 与 状态 观测 器 方程 式 (12.4.1) 是 对 
MÉI, PERMANE (8 =0) ， 且 有 如 下 等 价 的 项 
A >I, ho yk), c>y'k+]) (12.4. 11) 
这 个 参数 — KAS MAM SAA NY EY Bz a ay k) 和 时 变 的 输出 向 量 妙 (5 +1) 。 对 于 参数 估 
计 误 差 ， 利 用 式 (12.4.6)、 式 (12.4.8) FIÈ (12.4.9)， 可 以 得 到 
eg(k +1) = 0(k +1)-O(k +1) 
= (I —ytk)w'(k + D)eo(k + 1) + n(k) — y(k)n(k + 1) 
这 与 状态 观测 器 的 齐 次 向 量 差 分 方程 式 (12.4.3) 是 对 应 的 ， 区 别 在 于 y Al ap" 是 时 变 的 ， 
ARPES Ub, Fa (kh) Al y(k)n(k +1) fF FAR, WEN ASHE, A 
n(k) =0, 它们 就 消失 了 。 
为 了 使 式 (12.4. 12) 中 的 参数 误差 不 发 散 ， 差 分 方程 的 齐 次 部 分 必须 是 渐 近 稳定 的 。 
但 这 部 分 包含 有 时 变 的 项 ， 这 与 经 典 的 状态 观测 器 是 不 同 的 。 假 设 这 些 时 变 参 数 固定 不 变 ， 
就 可 以 用 类 似 于 式 (12.45) 的 方式 ， 求 得 特征 方程 
det(zI — I + y(k)w'(k + 1)) =0 (12.4. 13) 
类 比 于 观测 器 ， 可 以 由 这 个 方程 确定 特征 值 。 根 据 文献 (Kofahl, 1988), Æ y(k) =y 
Al "(hk +1) =o" 作为 常量 处 理 时 ， 可 得 到 
det(zT — I + yw") = det((zT - DA + (1-1) yy")) 
= det(zI — I) det(I + (z1 -I)' yy") 
引入 关系 式 det(4 +uv') =detA(1 +v'A7'w) (Gröbner, 1966), ALLAH 
det(zI - I) det(1)(1 + wl! (zl — 1) y) 
=(z-1)"(1+ ¥'(z-1)'y) (12. 4. 15) 
=(z-1)""!(z-1+y'y) 











(12. 4. 12) 

















(12. 4. 14) 


然后 ， 求 得 特征 值 为 





Zi 一 1 一 1 ,1 一 1 (12.4. 16) 
zn = 1—- oT (kh + Dy(k +1) (12. 4.17) 
被 假设 为 常数 的 特征 值 z, 依赖 于 时 变量 y(k) 和 (hk+1)， 故 它 也 是 时 变 的 ， 把 它 称 作 参 
数 佑 计 式 的 “时 变 特征 值 ”。 
由 此 ， 有 如 下 定理 ， 另 可 参见 文献 (Isermann et al, 1992); 
定理 12.1 ( 递 推 参数 估计 的 动态 特性 ) 
最 小 二 乘 的 递 推 方法 具有 n 个 参数 . 
e(n-1) 个 常数 特征 值 

















zi=1,i=0,1,...,n-1 (12. 4. 18) 
“时 变 特征 值 ” 





Zn = 1—wi(k + Dyk) 


= (A twi(k + DP (ky (k + D) (12.4.19) 
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而 且 
0 <zn(k) <A (12. 4. 20) 
AP, st (12.419) 右边 由 式 (9.4.18) 得 到 。 
正如 文献 (Kofahl, 1988) 所 讨论 的 ， 对 罕 发 的 激励 ,“ 时 变 特征 值 ”趋向 于 




















Zn(k) 一 0 (12.4. 21) 
在 没有 激励 的 情况 下 ， 这 个 特征 值 趋向 于 
‚im Zn(k) 一 从 (12. 4. 22) 


在 下 面 的 例子 中 ， 可 以 看 到 这 个 特性 。 

例 12.4 ( 递 推 参数 估计 的 特征 值 ) 

图 12.6 给 出 了 和 A =0.95 和 入 =1 时 参数 估计 的 “时 变 特征 值 ”z, (5) 。 在 突 发 激励 的 情 
况 下 ， 特 征 值 变 小 ， 在 激励 很 小 或 者 没有 的 阶段 ， 它 分 别 趋向 于 所 选 的 A=0.95 和 入 =1。 























%, [rad/s] 


=0.95) 


2,(k) [J] (4 


=0.99) 


z P] (4 





t [s] 














图 12.6 对 于 利用 PRBS 信号 激励 的 三 质量 振荡 器 的 参数 估计 ， 其 “时 变 特 征 值 ”的 变化 








7 
a 
+ 
N 
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因此 ,“ 特 征 值 ”z, (k) 是 激励 大 小 的 一 个 度量 ， 可 以 用 来 控制 或 监督 时 变 参数 估计 ， 
例如 用 于 自 适 应 控制 (Kofahl, 1988) 。 


12.5 小 结 


针对 时 变 过 程 的 参数 估计 ， 需 要 分 清 部 分 相对 的 不 同情 况 ， 见 表 12. 1。 参 数 的 变化 速 
率 可 分 为 或 快 、 或 慢 、 或 者 两 者 兼 有 (变化 的 ) ， 信 噪 比 可 分 为 或 小 、 或 大 、 或 两 者 兼 有 
(变化 的 ) 。 在 所 有 这 些 情况 下 ， 必 须 对 选用 的 参数 估计 算法 在 下 面 的 两 种 能 力 之 间 进 行 
权衡 : 

o 快速 地 跟踪 参数 变化 。 

e 很 好 地 消除 干扰 。 
最 简单 的 情况 是 ， 参 数 变 化 缓慢 ， 干 扰 又 比较 小 ; 最 困难 的 情况 是 ， 参 数 变 化 较 快 , 干扰 又 
比较 大 。 

表 12.1 时 变 过 程 估计 的 不 同情 况 





参数 变化 速率 
干扰 /噪声 
慢 快 可 变 
小 A C B 
(> A1) (一 和 = f(02)) 
A 
大 Gis sii - = 
可 变 _ > 


(一 人 = fop) (>A = f(02,k)) 

方法 A: 恒定 的 遗忘 因子 入 

方法 B: 可 变 的 遗忘 因子 A (k) 

方法 C: 协 方 差 阵 校正 P(E) 

对 于 缓慢 的 参数 变化 ， 无 论 干 扰 大 小 ， 都 可 以 利用 恒定 遗忘 因子 A 的 递 推 参数 估计 方 
法 。 对 于 较 快 的 参数 变化 和 小 的 干扰 水 平 ， 应 该 采用 协 方差 阵 校正 的 方法 。 如 果 参 数 变化 的 
速率 是 可 变 的 ， 且 噪声 水 平 比较 小 和 /或 是 可 变 的 ， 那 么 算法 的 遗忘 因子 也 应 该 是 可 变 的 。 

另 一 种 方法 是 ， 对 参数 时 变 的 特性 进行 建 模 (Isermann, 1992; Young, 2009) 。 




















习题 


12.1 恒定 遗忘 因子 的 指数 遗忘 I 

选择 入 时 要 做 哪些 权衡 ? 如 果品 声 比较 大 ， 应 该 如 何 选 择 A? 

12.2 恒定 遗忘 因子 的 指数 遗忘 I 

在 算法 的 初始 阶段 ， 为 什么 降低 遗忘 因子 A 是 有 益 的 ? 

12.3 可 变 遗 忘 因子 的 指数 遗忘 

为 什么 必须 控制 遗忘 因子 ? 

12.4” 协 方差 阵 的 调整 

为 什么 必须 调整 协 方差 阵 ? 用 自己 的 语言 解释 ， 为 何 这 样 可 以 跟踪 参数 变化 。 
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12.5 无 激励 
如 果 输 入 激励 趋向 于 零 ， 时 变 过 程 的 参数 估计 会 出 现 什么 情况 ? 
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13 Fi 





闭环 参数 估计 


在 某 些 应 用 中 ， 过 程 只 能 在 闭环 下 进行 辨识 。 例 如 ， 在 生物 和 经 济 系统 中 ， 控 制 句 与 系 





统 是 集成 在 一 起 的 ， 而 且 是 不 可 分 割 的 一 部 分 。 对 于 工程 技术 系统 来 说 ， 如 在 自 适 应 控制 系 
统领 域 ， 过 程 模型 也 必须 是 系统 处 于 闭环 控制 下 才能 更 新 。 此 外 ， 具 有 积分 作用 的 过 程 通 党 


只 有 


在 闭环 控制 下 才 是 可 靠 运 行 的 ， 以 抑制 作用 在 系统 上 的 干扰 造成 的 影响 ， 避 人 免 系统 出 现 


漂移 。 为 外 ， 对 于 许多 安全 侯 关 的 系统 ， 断 开 控 制 占 可 能 是 极其 危险 的 。 为 一 方面 ， 在 生产 
系统 中 ， 没 有 闭环 控制 ， 就 不 可 能 维持 所 需 的 产品 质量 。 


如 ， 
性 。 





对 于 前 面 所 述 的 辨识 方法 ， 首 先 必须 检查 其 收敛 准则 是 否 适用 于 闭环 运行 的 情况 。 例 
对 相关 分 析 法 ， 要 求 输入 ul(%) 和 干扰 n() 是 不 相关 的 ， 然 而 反馈 回路 会 造成 这 种 相关 
另外 ， 对 于 最 小 二 乘法 ， 要 求 误差 e( hk) 与 数据 向 量 p (%) 不 相关 ， 因 而 需要 检查 反馈 











回路 是 否 会 造成 这 种 相关 性 。 


讨论 


关于 闭环 辨识 ， 一 般 可 以 分 为 两 种 情况 ， 参 见 图 13. 1 和 图 13. 2: 

。 情 况 a， 间 接 过 程 辨 识 ， 辨 识 闭环 过 程 模型 ， 控 制 器 模型 必须 已 知 ， 根 据 闭环 模型 导 
出 过 程 模型 。 

。 情 况 b， 直 接 过 程 辩 识 : 直接 辩 识 过 程 模型 ， 不 需要 辨识 闭环 异型 的 中 间 步 又， 因此 
控制 器 模型 无 需 已 知 。 

另外 ， 还 有 一 些 可 以 辨识 的 问题 : 

。 情 况 c， 只 测量 输出 y). 

BR a, HA uC) 和 输出 y( 有 都 测量 。 

。 情 况 e， 不 加 额外 的 测试 信号 。 

。 情况 f， 加 额外 的 测试 信号 usk) (可 测 或 不 可 测 ) 。 

。 情 况 g， 可 测 的 额外 测试 信号 u PORE, 

下 面 讨论 的 可 能 是 几 种 情况 的 组 合 。 第 13. 1 节 讨论 a+c +e 情况 , 第 13.2 和 13.3 节 
a+g 情 况 和 b+d+f 情 况 。 














13.1 无 额外 测试 信号 的 过 程 辨 识 
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根据 图 13. 1， 线 性 时 不 变 过 程 的 传递 函数 为 
_ Il) BED gag bz tetom" a 
”MG AGN Daz bee + dmz 








(13. 1.1) 


噪声 成 形 滤波 器 为 











_ nl) _ pc 
Gy(z) = C CC (13.1.2) 
对 其 在 闭环 运行 下 进行 辨识 。 假 设 描述 噪声 的 成 形 滤 波 器 C(t) =4(z…) ， 无 额外 测试 信 
号 下 的 辨识 问题 就 大 大 简化 了 。 这 样 ， 成 形 滤波 器 写成 
_n(z) DGD) 1+dz lt +dmgz7™ 
DOS OT AED Tae tt an me a 
控制 器 的 传递 函数 为 
_ ¥@) QED gtg 十 :十 oz (13.1.4) 





ew(z) PR) 1 pest se py 
另外 ， 输 出 和 控制 偏差 写成 

y(Z) = YuZ) + n(z) 

ew(Z) = w(Z) — y(Z) 
一 般 情况 下 , 假设 w(z) =0, Bley (2) = -y(z); v(z) 为 不 可 测 ， 且 Eiv(k)| =0, FHA 
o, 的 统计 独立 噪声 。 





图 13.1 无 额外 测试 信号 的 闭环 过 程 辨 识 方块 图 


13.1.1 间接 过 程 辨识 (情况 a +c +e) 
闭环 过 程 干扰 通 道 的 传递 函数 为 
y@) _ Gv(z) DEP) 
v(z) 1+ Ge(z)Gp(z) A(z!) P(g) + B(z1)z-4 (271) 
1+pz +--+ 827% BED 
az paz AZT!) 
因此 ， 输 出 y(p) 是 一 个 ARMA WEEE, PEPE HELA RA PIE ER , A ATH y) 由 
统计 独立 噪声 v(k) 生 成 ， 生 成 多 项 式 的 阶 次 为 











(13.1.5) 








l = max(mg + ,mp +v +d) (13.1.6) 
7 一 md 十 人 (13. 1.7) 

如 果 只 分 析 控制 器 的 输出 Ck), ABA ARMA 过 程 的 参数 估计 值 可 以 确定 为 
Oz g = (&ı +++ Obi Br) (13. 1.8) 


例如 ， 只 要 A(z-!) 所 有 的 极点 都 在 单位 圆 内 ， 量 多 项 式 D(z!) 和 。(z-) 没 有 共同 的 根 ， 则 
可 以 使 用 第 10. 2 节 所 讲 的 ELS WEHRT, 
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间接 辨识 法 下 一 步 的 任务 是 利用 估计 参数 & 和 Â, 来 确定 未 知 的 过 程 参数 
by «++ br |d1 dma) (13.1.9) 
为 了 保证 参数 可 以 明确 无 误 地 确定 ,需要 满足 一 定 的 可 辨识 性 条 件 。 

闭环 可 辨识 性 条 件 

如 果 利用 适当 的 参数 佑 计 方法 ， 获 得 的 过 程 参 数 估计 是 一 致 的 ， 那 么 称 该 过 程 是 参数 可 
辨识 的 。 下 面 讨论 可 辨识 性 条 件 ， 只 有 输出 可 测 时 ， 这 些 条 件 必须 满足 。 

可 辨识 性 条 件 1 

为 了 紧缩 记 法 ,根据 式 (13. 1.5)， 控 制 回路 的 输入 /输出 关系 写成 





O° = (â; wy, 














(1+5%5)»= Dv (13. 1. 10) 
通过 加 和 减 多 项 式 8(z-1) ， 可 将 上 述 方程 改写 成 
(4+5+52-5)y=D» (13.1.11) 
P 
(44+5+(8-5s)2)y =p» (13. 1.12) 
(oa +5) + (0B - Ps)2)y = on» (13. 1.13) 
(4° +85)» = D*v (13.1.14) 


与 式 (13.1.10) 比较 ， 具 有 
B* BO-PS D* DO 
A* AQ+SO A* AQ+SO 
及 控制 器 为 0/P 的 控制 回路 与 原来 考虑 的 控制 回路 式 (13.1.5) 具有 相同 的 输入 /输出 特 
性 。 由 于 5 是 任意 的 ， 即 使 控制 句 O/P 准确 已 知 ， 过 程 也 不 能 根据 输入 /输出 关系 y/o 准确 





(13.1.15) 





无 误 地 进行 辨识 ， 除 非 多 项 式 B(z-)z 和 4(z) 的 阶 次 也 准确 已 知 (Bohlin，1971)。 
此 ， 可 辨识 性 条 件 1 为 : 模型 阶 次 必须 先 验 已 知 。 
可 辨识 性 条 件 2 


根据 式 (13.1.5), m, +m, 个 未 知 参数 4, Alb, 必须 利用 1/ 个 参数 &; 来 确定 。 如 果 多 项 
式 D 和 六 没有 共同 的 根 ， 那 么 为 了 能 准确 无 误 地 求 得 过 程 参 数 ， 需 要 1 =m, +m 或 


max(ma + p,m, +V +d) > Ma +mp (13.1.16) 
max(u — mp, v +d — ma) = 0 (13.1.17) 
因此 ， 可 辨识 性 条 件 2 为 : 控制 器 阶 次 必需 足够 高 ， 且 满足 
若 v>u-d+m -m>v>ma-d (13.1.18) 
或 
v<u-d+m -m>u>my (13.1.19) 

















在 d=0 WRF, ERRU vem, NA u>m,. WRd>0, WMA vem, -d NH u 
>m,» BIE d 存在 于 过 程 中 还 是 控制 器 中 无 所 谓 ， 因 此 可 辨识 性 条 件 也 可 以 为 : Pe tl a 
有 迟延 CL=m,， 且 阶 次 v=0, 人 =0。 

如 果 r2=m, 或 者 
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n=O (13.1.20) 


IÈ (13.1.3) 的 参数 d, 可 以 通过 式 (13.1.5) 的 参数 6, 准确 求 得 。 因 此 ， 参 数 4 的 估计 可 
以 由 任意 的 控制 器 得 到 ， 只 要 D(z ) 入 没有 共同 的 根 。 

如 果 D(z-…) 和 有 PP 个 共同 的 根 ， 那 么 它们 就 不 能 辨识 ， 只 有 1 -PP 个 参数 w Flr -p 
个 参数 b 是 可 以 辨识 的 。 因 此 ， 过 程 参数 2 Alb, 的 可 辨识 性 条 件 2 为 

max(u —mp,v +d —mg) È p (13. 1.21) 

需要 说 明 一 点 ， 只 有 D(z” ) 和风 的 共同 根 对 此 会 有 影响 ， 叶 和 内 的 共同 根 对 此 不 会 有 影 
响 ， 因 为 8=DP， 而 P 是 已 知 的 。 
如 果 控 制 器 阶 次 不 是 足够 高 ， 则 可 以 利用 两 组 不 同 的 控制 器 参数 进行 闭环 辨识 
(Gustavsson et al, 1974; Kurz and Isermann, 1975; Gustavsson et al, 1977), 

例 13.1 ( 带 有 外 部 干扰 的 闭环 辨识 ) 

Xfm, =m, =m=1 的 一 阶 过 程 


























II 


y(k) +ay(k - 1) = bu(k - 1) + v(k) + dv(k - 1) (13.1. 22) 
在 闭环 下 进行 参数 辨识 。 为 此 ， 考 虑 不 同 的 控制 器 。 


(1) 一 个 P 控 制 器 : ulk) = -qoy(k) (v =0,u =0) 
利用 这 个 控制 器 ， 得 到 ARMA 过 程 方程 


y(k) + (a + bqo)y(k — 1) = v(k) + dv(k — 1) (13. 1.23) 
yk) +ay(k — 1) = v({k) + Pv(k-1) (13. 1.24) 
令 系 数 相等 ， 得 
â = â + bgo (13.1.25) 
B=d (13.1.26) 





可 见 ， 无 法 确定 & 和 5 的 唯一 解 。 这 与 式 (13.1.19) 的 条 件 是 一 致 的 ， 因 为 v=1 或 =1 
的 条 件 明显 不 满足 。 

(2) 一 个 PD 控制 右 : ulk) = -qoy(k) —qy(k-1) (v=0,u=0) 

现在 的 ARMA 过 程 方程 是 二 阶 的 ， 写 成 




















y(k) + (a + bgo)y(k — 1) + bar y(k — 2) = v(k) + dv(k - 1) (13. 1.27) 
y(k) + ary(k — 1) +a2y(k — 2) = v(k) + Pv(k — 1) (13. 1. 28) 
令 系 数 相 等 ， 得 到 
â = & + hao (13. 1.29) 
b= ön/gı (13. 1.30) 
d= B (13. 1.31) 





因此 过 程 参 数 是 可 辨识 的 。 
(3) 两 个 P 控 制 器 : ulk) = -goy(k),u(k) = -gwy(k) 
利用 这 两 个 控制 器 得 到 两 个 ARMA 过 程 方程 ， 令 系数 相等 ， 得 到 
âi = â + Éqoi (13. 1.32) 
ân = â + bau (13. 1.33) 
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由 此 得 到 


A A 
Q11 一 ,,0%12 
pec (13. 1.34) 
~ qo 
R 1 ， 
b = —(ün-ä) (13. 1.35) 
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因此 ， 过 程 参数 是 可 辨识 的 > 只 要 dor 7 qoo [ 





在 一 般 情况 下 ， 从 ARMA 模型 的 参数 a, ,…,&, 中 ， 通 过 令 其 与 式 (13.1.3) 中 的 系数 
相等 ， 并 检查 以 上 所 述 的 可 辨识 性 条 件 ， 就 可 以 获得 过 程 参 数 9。 如 果 d =0,m,=m,, HH 
HENK =m, usm, WA l=2m, HIE (13.1.19) 的 条 件 ， 那 么 在 p,=1 时 ， 有 



































a +b1g0 一 al 一 Di 
apı +a +bıgı +b2qo = 2 — p2 
(13. 1.36) 
aıpj-ı +42 pj-2 +++ +4mPj-m +bıgj-ı +b29j-2 «+++ bmg j-m = Qj — Pj 
这 组 方程 可 以 写成 矩阵 形式 
和 aa ~ — pı 
Pi 1 .0499qo… O a2 02 — p2 
"pm Olgo qi = 
Pu 1 qo = ` 
am = On Pu 
0 Pu P1|dm 91 Bi ou (13. 1.37) 
00 om by Eai 
a i puls 3 : : ; 
0 0- 0O O0 ++: gm bin 2m 
a Os —— 
S 9 a* 
由 于 矩阵 S 是 方 阵 ， 可 以 利用 下 式 来 确定 过 程 参数 
§ = Sat (13. 1.38) 


这 再 次 说 明 ， 为 了 能 使 式 (13.1.37) 得 到 明确 的 解 ， 和 矩阵 5 必须 具有 =2m 的 秩 ， 因 此 有 
v=m 或 有 =m。 如 果 v>m 或 4 >m， 则 需要 借助 伪 逆 方法 来 求解 超 定 方程 组 。 正 如 第 13.3 
节 将 要 讨论 的 ,在 恒定 的 控制 器 参数 下 ， 间 接 辨识 的 过 程 参 数 收敛 速度 很 慢 。 另 外 一 个 缺点 
是 ， 在 一 些 实际 应 用 中 ， 控 制 器 不 一 定 是 线性 的 ， 即 使 是 标准 的 工业 PID 控制 器 ， 也 可 能 带 
有 限 幅 器 、 抗 饱和 及 死 区 等 其 他 非 线性 环节 ， 使 得 如 果 不 能 保持 在 线性 工作 区 域内 ， 那 么 不 
能 使 用 间接 辨识 方法 (Forssell and Ljung, 1999) 。 


13.1.2 直接 过 程 辨识 (情况 b+d +e) 


在 上 一 节 中 ， 假 设 输 出 y(8) 是 可 测 的 ， 控 制 器 是 已 知 的， 然后 利用 控制 器 方程 可 以 计 
算得 到 过 程 的 输入 u(k) ， 因 此 理论 上 输入 ulk) 的 测量 值 并 不 提供 任何 关于 过 程 的 新 信息 。 
然而 ， 如 果 输 入 wu(%) 是 可 以 测量 的 ， 那么 过 程 就 可 以 直接 辨识 ， 不 需要 辨识 闭环 动态 特性 
的 中 间 步 又 ， 而 且 控 制 占 的 知识 也 不 再 需要 。 

如 果 利 用 非 参 数 模 型 的 辨识 方法 ， 比 如 根据 图 13. 1 和 被 测 信号 wk) 和 y(k)， 对 控制 
回路 进行 相关 分 析 ， 那 么 由 于 
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u(z) -Gc(z)G,(z) 





v(z) u ] 十 Gc(z)Gp(z) ca 人 
和 
y@) ___ Ev) 
WD  1+4Gc@)Gr(z) nn. 
可 以 辨识 具有 如 下 传递 函数 的 过 程 
y(Z%) _ y@)/v@)_ 1 (13.1.41) 





u(z) u@/v@) Gek) 
它 是 控制 器 传递 函数 的 负 倒数 。 对 于 辨识 来 说 ， 应 该 采用 有 用 的 信号 y,(k) =y(k) -n(k), 
因为 有 





W) yE) RE) _ Av) —n@)/v@) 
u(Z) u(z) u(z)/v(z) 
EEE DAHER NEE RI ROL UIE n(k)/u (k) 必须 已 知 ， 因 此 使 用 式 
(13.1.1) 和 式 (13.1.3) 的 过 程 模 型 ， 可 得 
A(z) y(z) = TD ulz) + ÂT) (13.1.43) 
这 个 过 程 模型 也 包含 干扰 的 成 形 滤波 器 。 
如 图 13. 1 所 示 ， 过 程 工作 在 闭环 状态 下 ， 其 中 
u(z) _ QED 
ew(z) PED 
将 控制 律 代入 式 (13. 1.43 ) ， 得 
A(z) P(z)y(z) - BETHI PET uz) = D(z") P(e wz) (13.1.45) 
消去 P(z ) 之 后 ， 可 见 它 与 过 程式 (13.1.43) 的 开 环 模型 是 一 样 的 。 与 过 程 的 开 环 状态 唯 
一 的 区 别 是 ， 输 入 wu(%) 不 能 自由 选择 ， 而 且 根 据 式 (13. 1.44) 的 控制 律 ， 它 依赖 于 输出 
y(k) 。 

可 辨识 性 条 件 可 以 由 代价 函数 VV 具有 唯一 极 小 值 的 要 求 推 导出 来 。 可 以 看 出 ,在 
elk) =v(k) 收敛 的 情况 下 ， 具 有 相同 的 可 辨识 性 条 件 ， 这 在 上 一 节 讨论 间接 过 程 辨 识 时 已 
经 讲 过 (Isermann，1992)。 

最 后 ， 要 研究 是 否 可 以 使 用 与 直接 参数 估计 相同 的 方法 ， 这 些 方法 已 在 开 环 辨识 中 成 功 
应 用 。 

最 小 二 乘法 和 增 广 最 小 二 乘法 都 是 基于 误差 





= Gp(z) (13. 1.42) 





& OzT')y(z) = -P(z’')u(z) (13. 1.44) 






































elk) = y(k) — S(klk — 1) = y(k) — W(K)OK — 1) (13. 1. 46) 
Tithe EMO ARE, ek) p 的 元 素 是 统计 独立 的 。 对 于 最 小 二 乘法 ， 必 须 保 证 
YK) = (-y(k-1) ---Ju(k -d -1)---) (13. 1.47) 
对 于 增 广 最 小 二 乘法 ， 必 须 保 证 
PK) = (-yk-1) .uk -d -1) ++ ôk- 1) +) (13. 1.48) 





与 e(k) 是 统计 独立 的 。 至 于 收敛 性 ， 可 以 假设 e(k) =v(k), All, BF o(k) 只 影响 y(k) , 
y(k+1),…， 而 这 些 值 并 不 出 现在 交 (4) 中 。 由 此 可 知 ，e() 与 汪 () 的 各 元 素 是 统计 独 

立 的 。 
如 果 引 入 反馈 回路 ， 基 本 上 不 会 发 生 什么 变化 。 在 闭环 下 ,误差 e(k) 也 不 依赖 于 
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wi(k) 的 元 素 。 因 此 ， 所 有 基于 式 (13.1.46) 预报 误差 e() 的 方法 也 都 可 以 在 闭环 下 使 用 
获得 一 致 估计 ， 只 要 前 面 所 述 的 可 辨识 性 条 件 满足 。 因 此 这 些 方法 可 以 应 用 于 信号 w(k) 和 
Yy(F) ， 无 论 反 馈 回 路 是 否 存在 。 其 他 参数 辨识 方法 的 可 用 性 可 参见 第 13.3 节 。 

对 于 线性 、 时 不 变 、 无 噪声 的 控制 器 ， 且 不 外 加 测试 信号 的 闭环 辨识 ， 一 些 重要 的 结论 
归纳 如 下 : 

D 为 了 用 参数 估计 方法 进行 间接 过 程 辨 识 (只 有 y(k) 测 量 值 ) 和 直接 过 程 辨识 ， 第 
13.1.1 节 中 的 可 辨识 性 条 件 1 和 2 必须 满足 。 

O 因为 对 于 间接 辨识 ， 信 号 过 程 分 母 有 lem, +m, 个 参数 、 分 子 有 r = my +u 个 参数 ， 
而 对 于 直接 辨识 ， 过 程 分 母 有 m 个 参数 、 分 子 有 m 个 参数 ， 所 以 如 果 能 使 用 直接 辨识 
法 ， 可 望 获得 更 好 的 结果 ， 特 别 是 过 程 具有 较 高 的 阶 次 时 候 。 

© 对 于 闭环 下 的 直接 辨识 方法 ， 可 以 使 用 基于 预报 误差 的 开 环 方法 ， 只 要 可 辨识 性 条 
件 满足 。 

D 如 果 由 于 控制 器 的 阶 次 太 低 ， 控 制 器 不 满足 可 辨识 性 条 件 2， 那 么 利用 下 面 的 办 法 也 
可 以 获得 可 辨识 性 : 

a) 在 具有 不 同 参数 的 两 个 控制 句 之 间 切 换 (Gustavsson et al, 1977; Kurz, 1977), 

b) 在 反馈 回路 中 引入 迟延 d>m,-v+Ppo 

c) 使 用 非 线性 或 时 变 控 制 器 。 

O 隐 合 着 系统 不 需要 是 稳定 的 (Forssell and Ljung，1999)。 

















13.2 利用 额外 测试 信号 的 过 程 辨识 


现在 ， 将 一 个 外 部 测试 信号 加 到 本 章 开头 介绍 的 控制 回路 中 ， 见 图 13. 2。 在 这 种 情况 
下 ， 过 程 的 输入 uk) 为 





u(k) = uc(k) + us(k) (13.2.1) 
其 中 
ok ,9 
uel) = — Rey) 13,35) 
额外 的 信号 us(k) 可 由 信号 s(%) 经 过 一 个 特殊 的 滤波 咒 生 成 ， 即 
us(z) = Gs(z)s(z) (13. 2.3) 





这 种 结构 可 以 用 来 同时 处 理 不 同 的 实验 设置 : 如 果 Cs(z) = Ge(z)。， 则 s(k) =w(%) 成 为 设 
定 值 。s() 也 可 以 是 控制 器 引起 的 干扰 ， 例 如 在 非 正 常 技术 的 控制 右 情 况 下 。 最 后 ， 如 果 测 
试 信号 直接 加 到 过 程 的 输入 , M Gs(z) =1, As(k) =u,(k). 

us(k) 可 以 用 不 同 的 方法 生成 。 然 而 ， 为 了 下 面 的 推导 ， 必 须 保 证 作用 于 控制 回路 上 的 
外 部 信号 us(%) 与 干扰 v(%) 是 不 相关 的 。 额 外 信号 s (k) 一 般 不 需要 是 可 测 的 。 

同样 ， 该 过 程 还 可 以 基于 测量 值 y(%) 间接 辨识 ,或 者 基于 测量 值 w(%) Al yk) 直接 辩 
识 。 下 面 的 推导 只 限于 直接 辨识 ， 因 为 间接 辨识 不 提供 其 他 任何 好 处 。 
































O 译 者 注 : 原文 分 母 误 为 Rz  )， 且 假设 设 定 值 w =0。 
O 译 者 注 : 原文 等 式 右边 误 为 Gr (z) 。 
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ut OC") c a 365.5; y 
控制 器 = 
图 13. 2 ”有 额外 测试 信号 的 闭环 过 程 辨识 方块 图 
闭环 传递 函数 写成 
DP Bz-dP 
= 13.2.4 
y(Z) AP + Beg’ AP gO (13.2.4) 
由 此 可 得 
(AP + Bz~4Q)y(z) = DP v(z) + Bz~4 Pus(z) (13.2.5) 


考虑 式 (13.2.1), 有 
A(z) P(z”')y(z) — Bz!) 8 P(g Dul) = DIPTI) (13.2.6) 
消去 多 项 式 P(z” ) 后 ， 得 到 与 开 环 相同 的 关系 式 ， 即 
A(z )y(z) — BED u) = DEW) (13.2.7) 
与 式 (13.1.43) 不 同 ,u(%) 不 仅 由 控制 器 生成 ， 而 且 根 据 式 〈13. 2. 1) ， 还 有 外 部 测试 信 
号 内 (z) 的 作用 。 因 此 ， 差 分 方程 写成 











u(k —d — 1) = — pyu(k —d — 2) — --- — pulk — p — d — 1) 
qoy(k -d -1)—-:--—qvy(k -v-d - 1) 
+us(k —d —1)—---— pyus(k —d —2) a 


+ puus(k — pp —d —1) 

这 里 考虑 了 式 (13.2.1) MR (13.2.2), W u (CK) 40, 那么 对 任何 的 阶 次 jw Mo, 
u(k—-1) 5p (%) 都 不 会 线性 相关 。 因 此 ， 根 据 式 (13.2.7)， 该 过 程 是 直接 可 辨识 的 ， 只 
要 外 部 信号 ws (k) 对 感 兴 趣 的 过 程 动 态 特 性 进行 了 充分 激励 。 需 要 注意 的 是 ， 并 未 假设 额外 
的 测试 信号 us(z) 是 可 测 的 。 对 于 外 部 测试 信号 us(%) ， 与 上 一 节 讨 论 的 可 辨识 性 条 件 2 就 
没有 关系 了 ， 但 可 辨识 性 条 件 1 仍然 必须 满足 。 

如 果 有 外 部 测试 信号 us(%) 加 到 控制 回路 中 ， 那 么 和 上 一 节 一 样 ， 同 样 可 将 基于 预报 误 
差 e(%) 的 开 环 辨识 方法 应 用 于 闭环 辨识 。 控 制 器 不 必 已 知 ， 额 外 的 信号 us 也 不 必 可 测 。 对 
任意 的 噪声 成 形 滤波 器 D(z )ZC(z 一 ) ， 这 些 结论 也 都 是 成 立 的 。 

为 了 辨识 获得 非 参 数 的 传递 函数 模型 ， 文 献 (Schoukens et al, 2009) 提出 一 种 简单 的 
方法 。 建 议 利用 下 式 来 辨识 传递 函数 GC(iw,) 


























Guy wk) 
Ĝwu Gog) 
其 中 ，w(iw) 代 表 设 定 值 ，G, (iw,) 为 w(iw) 到 y(iw) 的 传递 函数 估计 。 式 中 的 两 个 中 间 传 
弟 函 数 表 明 ， 测量 误差 只 产生 在 “输出 ”上 ， 因 此 可 以 采用 适当 的 方法 来 辨识 频率 响应 ， 
获得 渐进 无 偏 估 计 。 


G(i@r) = (13. 2.9) 
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13.3 ”闭环 辨识 方法 


本 节 对 闭环 过 程 在 线 辨 识 的 应 用 性 做 些 结论 的 说 明 。 对 于 应 用 来 说 ， 首 先 必须 检查 第 
13.1 节 和 第 13. 2 节 所 论述 的 可 辨识 性 条 件 。 


13. 3.1 无 额外 测试 信号 的 间接 过 程 辨识 


如 果 对 过 程 进行 间接 辨识 ， 也 就 是 只 利用 输出 y(%) 的 测量 值 ， 且 如 果 没 有 额外 的 信号 
加 到 控制 回路 中 ， 那 么 就 可 以 用 第 9.4.2 节 中 针对 随机 信号 的 RLS 法 来 确定 式 (13.1.5) 
ARMA 过 程 的 参数 a, 和 6,。 第 二 步 ， 如 果 可 辨识 性 条 件 满足 ， 利 用 式 (13. 1.38) ， 可 以 确定 
式 (13.1.37) 中 的 过 程 参 数 a, 和 4b,。 男 一 种 方法 也 可 以 采用 相关 一 最 小 二 乘法 (RCOR - LS) 
(Kurz and Isermann, 1975), 

这 种 情况 参数 估计 收敛 很 乙 ， 原 因 可 能 是 待 估计 的 参数 个 数 1+r 比较 多 ， 且 输入 信和 号 
v( 有 ) 未 知 ， 也 需要 估计 。 如 果 过 程 输入 uk) 是 可 测 的 ， 那么 更 倾向 于 使 用 直接 辨识 方法 ， 
如 下 一 节 所 述 。 


13.3.2 ”有 额外 测试 信号 的 间接 过 程 辨识 


如 果 控 制 器 是 完全 未 知 的 ， 理 论 上 也 有 可 能 对 设 定 值 w(5) 到 输出 y(%) 的 模型 进行 辩 
识 ， 然 后 根据 辨识 出 来 的 整个 闭环 过 程 传递 函数 和 控制 器 传递 函数 的 知识 来 确定 对 象 的 传递 
函数 。 由 于 w(k) 和 y(k) 是 相关 的 ， 这 种 情况 下 所 有 的 开 环 系统 辨识 方法 都 可 以 运用 ( Fors- 
sell and Ljung，1999 ) 。 


13. 3.3 无 额外 测试 信号 的 直接 过 程 辨识 


第 13. 1 节 已 经 说 明 ， 原 理 上 基于 预报 误差 e( 有 ) 的 参数 辨识 方法 也 适用 于 闭环 辨识 ， 特 
别 是 RLS、RELS、RML 等 方法 都 是 适用 的 。 如 果 可 辨识 性 条 件 1 和 2 都 满足 ， 那 么 可 以 将 
这 些 方 法 用 在 信号 w(k) 和 y(k) 上， 就 像 开 环 情 况 一 样 。 如 果 使 用 RLS 的 情况 下 ， 噪 声 成 形 
滤波 带 具 有 1/4 形式 ,使 用 RELS 和 RML 情况 下 ， 噪 声 成 形 滤波 器 具有 D/A ÉR, WAE 
们 都 获得 无 偏 一 致 估计 。 

为 了 使 用 RIV 法 得 到 无 偏 估 计 ， 式 (10.5.9) 辅助 变量 向 量 w'(%) 不 能 与 误差 e(k) 相 
关 因 而 与 干扰 n(k) 相 关 。 然 而 ， 由 于 存在 反馈 回路 ， 过 程 输入 u(k - 7) fe 70 时 与 n(k) 相 
关 ， 因 此 在 闭环 状态 下 RIV 法 得 到 的 是 有 偏 估 计 。 如 果品 声 成 形 滤 波 器 具有 1/4 ÉN, He 
(&) 是 不 相关 的 信号 ， 那 么 当 r>=1 时 wu(k -7) 与 e(k) 的 相关 性 才 会 消失 。 一 些 文献 对 辅助 
变量 法 在 闭环 辨识 中 的 应 用 做 过 特殊 的 改进 ， 如 (Gilson and van den Hof, 2005; Gilson 
et al, 2009) , 














































































































13.3.4 ”有 额外 测试 信号 的 直接 过 程 辨识 


如 果 有 外 部 信号 加 到 控制 回路 中 ， 如 第 13. 2 节 所 述 ， 那么 只 需 检查 可 辨识 性 条 件 1, 
而 不 需要 考虑 可 辨识 性 条 件 2。 如 果 只 用 wu(k) 和 y(k)， 不 用 额外 的 信号 usk), IATA 
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使 用 RLS, RELS, RML 法 来 进行 参数 估计 。 如 果 额 外 的 信号 us (k) 是 可 测 的 ， 那么 可 以 利 
用 它 来 构造 辅助 变量 ， 然 后 采用 RIV 法 进行 参数 估计 ， 该 方法 可 用 于 与 开 环 情况 相同 的 噪 
声 成 形 滤波 器 上 。 

文献 (Kurz and Isermann, 1975) 描述 了 将 RCOR -LS 法 用 于 本 章 所 考虑 的 三 种 闭环 情 
况 。 如 果 不 是 每 步 采集 样本 之 后 都 要 进行 参数 估计 ， 而 只 需 在 较 大 的 时 间 间 隔 内 进行 ， 那 么 
这 种 方法 是 适用 的 。 




















13.4 小 结 


闭环 过 程 辨 识 甚至 在 没有 额外 的 外 部 测试 信号 下 就 可 以 完成 。 间 接 辨 识 方法 只 测量 输出 
信号 y(k) ， 估 计 出 闭环 过 程 的 中 间 ARMA 模型 ， 然 后 根据 中 间 模 型 确定 开 环 过 程 的 参数 。 
直接 辨识 方法 同时 利用 输入 w(%) 和 输出 y(#) 测 量 数据 ， 与 开 环 辨 识 一样 ， 能 直接 估计 过 程 
模型 。 对 于 这 两 种 情况 ， 在 两 个 可 辨识 性 条 件 下 ， 过 程 才 是 可 辨识 的 ， 这 两 个 条 件 见 第 
13.1.1 节 。 控 制 器 和 过 程 的 阶 次 必须 准确 已 知 ， 反 馈 模型 必须 具有 足够 高 的 阶 次 。 如 果 用 
一 个 固定 的 控制 器 不 能 满足 可 辨识 性 条 件 2， 那 么 利用 两 个 不 同 控制 器 的 相互 切换 或 者 利用 
具有 两 组 不 同 参数 集 的 相同 控制 器 的 相互 切换 ， 闭 环 系统 也 是 可 以 辨识 的 。 文 献 (Kurz, 
1977) 指出 ， 如 果 控制 器 的 切换 时 间 减 小 到 (5 ~ 10) 7,， 那 么 参数 估计 的 方差 可 以 减 小 。 
关于 辨识 零 极点 方差 误差 的 定量 指标 ， 可 参见 文献 (Mårtensson and Hjalmarsson, ，2009) ， 该 
文献 也 讨论 了 闭环 辨识 。 通 常 ， 闭环 辨 识 之 后 ,通过 随后 设计 改进 〈 自 适应 ) 的 控制 器 ， 
可 以 提高 闭环 控制 系统 的 质量 。 不 过 ， 这 会 引出 一 些 不 同 的 问题 ， 在 文献 ( Hjalmarsson , 
2005) 中 有 所 讨论 。 

对 于 利用 额外 外 部 测试 信号 进行 辨识 时 ， 第 二 个 可 辨识 性 条 件 就 不 再 需要 考虑 了 。 由 于 
间接 辨识 法 收敛 很 慢 ， 所 以 一 般 倾向 于 用 直接 辨识 法 ， 前 面 各 章 讨论 的 典型 开 环 方法 在 这 里 
都 可 以 运用 。 至 于 子 空间 方法 (第 16 章 ) ， 需 要 提醒 注意 ,通常 子 空间 方法 用 于 闭环 辨识 
只 能 得 到 有 偏 估计 (Ljung, 1999) 。 
























































习题 


13.1 间接 过 程 辨识 

给 定 一 个 阶 次 n=2、d =1 的 过 程 。 对 于 闭环 间接 过 程 辩 识 ， 线 性 控制 器 所 需要 的 阶 次 
是 多 少 ? 

13.2 ”直接 过 程 状 识 

为 什么 只 要 有 可 能 就 应 该 利用 输入 wu(%) 和 输出 y(%) 的 信息 ? 

13.3 ”直接 过 程 辨识 

有 同事 建议 利用 输入 wh) 和 输出 y(k) 测 量 数据 ， 并 通过 确定 过 程 传递 函数 C(iw) = 
y(iw)/Au(iw), 以 此 来 辨识 没有 无 外 部 测试 信号 的 闭环 系统 。 这 样 做 为 什么 无 法 得 到 期 望 的 
结果 ? 如 果 能 够 增加 一 个 外 部 测试 信号 ， 该 方法 可 行 吗 ? 
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第 入 部 分 参数 模型 辨识 
一 一 连续 时 间 信 号 


第 14 章 
频率 响应 的 参数 估计 





本 章 论述 以 非 参 数 频率 响应 函数 作为 中 间 模 型 的 参数 佑 计 方 法 。 利 用 这 种 中 间 模 型 有 很 
多 好 处 : 即使 在 很 差 〈 噪 声 ) 的 条 件 下 ， 也 能 利用 诸如 正 交 相关 分 析 法 来 测定 频率 响应 函 
数 。 另 外 ， 运 用 参数 估计 方法 之 前 ， 在 多 数 情 况 下 通过 对 频率 响应 函数 的 平滑 可 以 使 实验 数 
得 更 加 精炼 。 此 外 ， 非 参数 频率 响应 函数 能 为 模型 阶 次 的 选择 ， 以 及 判断 是 否 存在 迟延 

和 谐振 等 提供 帮助 。 文 献 (Juang, 1994) 还 指出 ， 比 如 在 模 态 分 析 中 ， 与 随 着 时 间 变 化 的 
测量 数据 图 相 比 ， 频 率 响应 是 一 种 更 好 的 表达 方式 ， 更 为 测试 工程 师 所 熟悉 。 








14.1 引言 


假设 利用 频率 响应 的 直接 测量 方法 ( 见 第 4 章 和 第 5 章 )， 频 率 响应 函数 的 N+1 个 测 

量 点 可 以 确定 为 
G(iwy) = |G(iw,) |e? = Re{G(ia,)} + Im{G(ia,)} (14. 1.1) 

这 种 以 非 参 数 形 式 给 出 、 ARE 现在 用 参数 传递 函数 近似 表达 为 
bo + biiw +--+ + bmo)” 
这 种 近似 表示 过 去 通常 采用 图 形 的 方法 获得 ， ma 文献 (Strolbel, 1968) 的 综述 ， 而 如 今 
主要 采用 解析 的 方法 获取 ， 参见 文献 (Isermann, 1992; Pintelon and Schoukens, 2001) 。 

下 面 将 论述 根据 频率 响应 获取 参数 模型 的 方法 ， 其 中 有 些 方法 只 lesan 两 个 分 量 
中 间 的 一 个 ， 即 幅 值 或 相位 或 者 实 部 或 虚 部 ， 因 为 这 两 个 分 量 在 一 定 前 提 下 是 成 对 出 现 的 。 
它们 之 间 存 在 如 下 的 依存 关系 : 

一 个 稳定 、 可 实现 (msn) 系统 的 实 部 和 虚 部 ， 它 们 的 依存 关系 可 用 Hilbert 变换 
ely) =S(f(x)) 表示 ， 参 见 文献 (Unbenhauen, 2008; Kammeyer and Kroschel, 2009), ， 即 有 


G(iw) = (14. 1.2) 























eo) =S(f00) Aa (14.1.3) 

因为 
Ro) =+ f J du + Roo) (14. 1.4) 
Ko) = 一 T ROD ay (14.1.5) 


因此 ， 如 果 给 定 频率 响应 的 虚 部 ， 那 么 在 上 述 前 提 下 可 以 确定 实 部 ， 反 之 亦 然 。 顺 便 提 
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一 下 ， 对 系统 的 因果 性 ， 满 足 Hilbert 变换 是 必要 条 件 ， 也 是 充分 条 件 。 
对 幅 值 和 相位 来 说 ， 可 以 给 出 类 似 的 关系 





In |G(io)| — In |G(ioo)| = -1 f Er (14.1.6) 
oe ER len N y (14.1.7) 


若 给 定 一 个 幅 值 | G(iw) |, BATRA META, ZIR. REN ET 
频率 响应 幅 值 的 方法 ， 必 须 保 证 系统 不 含 迟延 ， 而 且 系统 不 是 全 通 的 。 如 果 存 在 迟延 ， 则 应 
该 先 通过 盘 近 频率 响应 的 幅 值 以 确定 传递 冰 数 的 有 理 部 分 ， 然 后 根据 相位 差 来 确定 迟延 。 











14.2 频率 响应 的 最 小 二 乘 逼 近 法 (FR-LS) 


通常 情况 下 ， 与 待 辩 识 传递 函数 的 参数 个 数 相 比 ， 频 率 啊 应 函数 的 测量 点 数量 要 多 得 
多 。 在 这 种 情况 下 ， 可 以 用 参数 估计 方法 来 最 小 化 测量 的 频率 响应 函数 与 模型 之 间 的 误差 。 
给 定 如 下 过 程 





G(iw) = R(w) +irow) (14.2.1) 
和 模型 
Cael a (14.2.2) 
现在 的 任务 是 根据 N+1 个 测量 点 
Gon) = Ron) + il(@n), n = 0,1,°°°,N (14. 2.3) 
来 确定 参数 & 和 6,。 为 此 ， 要 用 图 1.8 所 示 的 输出 误差 ， 并 定义 为 
2 : = B(io,) 
e(i®,) = G(iw,) Alan) (14.2.4) 
则 代价 函数 写成 
|G(iwg) -Cok,b)|2 
= eee (14.2.5) 


其 中 ， 引 入 测量 误差 作为 单个 误差 的 权重 (Pintelon and Schoukens, 2001), 

输出 误差 又 是 关于 参数 非 线 性 的 ， 因 此 必须 采用 迭代 优化 算法 ， 见 第 19 章 。 这 里 ， 
G(iw,) 的 辨识 可 由 输出 y(iw,) 和 输入 u(iw,) 的 DFT 相 除 得 到 。 在 大 多 数 应 用 中 ， 采 样 是 足 
人 够 快 的 ， 而 且 传递 函数 在 高 频段 会 呈现 充分 的 幅 值 衰减 ， 为 此 C(iw' ) 是 可 以 充分 地 逼近 连 
续 时 间 传 递 函数 G(s) 。 在 其 他 情况 下 ， 必 须 采 用 如 文献 ( Gillberg and Ljung, 2010) 中 所 描 
述 的 方法 。 

AÈ (14.2.5) 乘 以 V(s) ， 可 得 到 代价 函数 








N 
V =), Yao) - ¥ Gor, 0)? (14.2.6) 
k=1 


这 仍然 会 导致 非 线 性 优化 问题 (Pintelon and Schoukens, 2001). 
也 可 以 使 用 广义 的 方程 误差 ， 这 种 情况 下 写成 
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elion) = A(i@n)e(ian) = A(i@n)G(i@n) — iwn) 


(14.2.7) 


见 文 献 (Levy, 1959; Sawaragiet al, 1981; Pintelon and Schoukens ，2001) 。 现 在 采用 加 权 误 


差 平方 和 作为 代价 函数 
N 
V = > wnletion))? 


n=0 
HP, w, 是 加 权 因 子 。 代 入 式 (14.2.3) 和 式 (14.2.7), ， 可 得 到 
e(iw) = A(iw)e(iw) =(R(w)Ar(®) — rodo)- 房 (io)) 
+ (Ro) Arlo) + Io) Ar(@) — Bı(io)) 





由 此 有 
Y = Yo (walt diatom) = Hoon) Buon) 
+ un (Rom) Avy) + Hop) Äron) - Bi(n))’) 
= Y wn (12 + M2) 
其 中 多 项 式 为 


Arlw) = 1 — a2W? 十 d4o4 一 0a6o5 + --- 





Aw) = aiw 一 azo Faso? msan 
Br(@) = bo = bow? + byw* = bew! 十 …: 
Bi(w) = biw = b30? + bw” za 


(14.2.8) 


(14.2.9) 


(14. 2. 10) 


(14. 2.11) 
(14. 2. 12) 
(14. 2. 13) 
(14. 2. 14) 


DEREN RA m A SO BE, A dE, H FRA ew BE (14. 2. 10) 
包含 每 个 频率 w, HPAP A, JT DS A Ti] EP BE TR w, 都 有 两 行 。 对 








某 个 频率 ， 代 价 函 数 子 的 附加 项 AV(w,) 写 成 


AV (on) = WnEr(@n)” F Wet (On)? 


因此 
ER (On 
ar eee 
误差 的 实 部 可 以 写成 
erl@n) = R(@n) — a207 R(@n) + aao R(@n) 一 … 
— 410, I (Wp) + 430, Ion) — +++ — bo + b20} — bawn — ++ 
虚 部 写成 


csI(wn) = I(@n) ae 450 (on) T asof Ion) Fre: 


+ 41@, R(@n) — 430; R(@n) +++: — bion + b3w; 


这 些 等 式 分 列 成 数据 矩阵 





n +n R(@n) —@2 Ion) —03 R(@n) OA lon) +++ 0 -on 0 oa ++ 


En R(@n) 
peo) 


和 输出 向 量 


gt e —02 R(@n) @ Ion) Of Rlon) 1 0 @2 0 2) 


(14.2.15) 


(14. 2. 16) 


(14. 2.17) 


(14. 2. 18) 


(14. 2. 19) 


(14. 2. 20) 
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对 这 种 构成 情况 ， 参 数 向 量 表示 为 





oT = (ai a2 43 d4 ` -- bo by bz bs by +++) (14. 2.21) 
而 且 权 和 矩阵 写成 
_ (won) 0 
w=( 0 eon (14. 2. 22) 
根据 这 些 表达 形式 可 以 构造 
9 
yi 
w= ; (14. 2. 23) 
VN 
All 
Yo 
yı 
y= ; (14.2.24) 
YN 
以 及 
W 0 0 
0 Wi 0 
W = 2 (14.2.25) 
00 Wn 
并 用 加 权 最 小 二 乘法 求解 这 个 问题 ， 见 式 (9. 5. 4) ， 可 得 
6 = (v'ww) viWy (14. 2. 26) 
对 于 加 权 因 子 w, 的 选择 ， 采 用 如 下 相对 误差 加 权 形 式 ， 可 以 顾及 频率 响应 测量 的 精度 
_ , |G(i@n)|? 


其 中 , | AG(iw, ) | 是 给 定 的 绝对 误差 值 。 这 种 加 权 方 式 通常 是 很 有 吸引 力 的 ， 因 为 相对 误差 
随 着 频率 的 增加 而 增 大 。 高 频段 测量 值 的 精度 通常 比较 低 ， 通 过 选择 倒数 关系 ， 使 较 大 的 相 
对 误差 具有 较 小 的 权重 。 此 外 ， 正 如 文献 (Pintelon et al, 1994) 指出 , 式 (14.2.7) 所 给 
的 广义 误差 是 o, 的 多 项 式 ， 因 而 测量 误差 由 w2” 加 权 。 所 以 ， 代 价 函 数 中 每 个 单项 的 权重 
随 着 o, 的 增加 而 减 小 。 

列 出 式 (14.2.7) 的 方程 误差 ， 从 数学 的 角度 看 ， 是 以 A(iw, ) 来 加 权 输 出 误差 e(iw, ) 
的 。 此 加 权 可 以 利用 下 式 得 到 








1 
Atom)? 
由 于 4(iw, ) 几 乎 很 少 事先 已 知 ， 因 此 通常 要 用 迭代 的 方法 来 求解 这 种 参数 估计 问题 。 
文献 (Strobel, 1968, 1975) 提出 一 种 最 小 二 乘 的 改进 方法 ， 以 加 权 频 率 响 应 误差 构成 
代价 函数 





(14. 2. 28) 





AG AG(liwn) 让 
G Glion) ) 


Gion) = 6Gon)|” 


a (14. 2. 29) 


N 
= Yun 
n=0 





N 
V = 2 ih 
n= 
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其 中 
AG(io,) = Gion) — G (ian) (14. 2. 30) 
上 式 为 频率 响应 测量 值 与 估计 值 之 差 。 
例 14.1 (根据 频率 响应 辨识 三 质量 振荡 器 的 离散 时 间 动 态 模 型 ) 
将 这 种 方法 用 于 三 质量 振荡 器 系统 ， 并 利用 正 交 相关 分 析 法 ( 见 第 5.5.2 节 ) 测定 的 
频率 响应 数据 来 估计 系统 的 传递 函数 。 从 图 14. 1 可 以 看 到 ， 参 数 估计 方法 与 非 参 数 佑 计 方 
法 所 获得 的 结果 相当 吻合 。 
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图 14.1 根据 频率 响应 测量 数据 ， 估 计 三 质量 振荡 器 的 传递 函数 ; 频率 响应 是 利用 正 交 
相关 分 析 法 获得 的 ， 数 据点 个 数 N =68， 频 域 范围 为 0. 1 rad/s <w <40 rad/s 
































如 果 对 输入 uk) 与 输出 yh) 独立 进行 传 里 叶 变换 得 到 频 域 数据 ， 则 与 上 面 的 方程 误差 
类 似 ， 可 以 构成 代价 函数 


N 
V = 》 |ior, 0Y lior) — Bhor, OU Gog) |? (14. 2. 31) 




















k=1 
该 函数 形式 也 是 关于 参数 线性 的 ， 可 利用 批 处 理 或 递 推 的 最 小 二 乘法 求解 ( Pintelon and 
Schoukens, 2001; Ljung, 1999), 
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14.3 小 结 





本 章 论述 了 如 何 根 据 作为 中 间 模 型 直接 测量 的 频率 响应 来 估计 传递 函数 的 参数 。 在 估计 
传递 函数 参数 之 前 ， 先 确定 频率 响应 ， 以 此 作为 非 参 数 模型 ， 这 样 做 有 几 点 好 处 : 首先， 频 
率 响 应 可 以 利用 比如 正 交 相 关 分 析 法 来 确定 ， 它 可 以 处 理 大 噪声 的 信号 。 其 次 ， 由 于 这 种 情 
况 下 频率 响应 函数 是 非 参 数 模 型 ， 在 导出 人 参数 模型 之 前 ， 可 以 用 来 检验 模型 阶 次 和 人 迟延 的 假 
设 是 否 合适 。 男 外 ,传递 函数 可 以 很 容易 转换 成 一 组 常 微分 方程 ， 用 它 可 以 控制 连续 过 程 的 
动态 特性 。 如 第 15 章 指 出 ， 常 微分 方程 的 参数 通常 很 容易 地 转换 为 过 程 系 数 。 文 献 (Pinte- 
lon et al, 1994) 还 强调 ,通过 简单 地 忽略 未 被 激励 或 激励 很 弱 的 ， 特 别 是 噪声 频率 ， 以 及 
尽 可 能 地 合并 不 同 实验 的 数据 ， 可 以 降低 噪声 。 因 此 ， 这 些 参数 比 离散 模型 更 易 求 得 。 其 他 
基于 不 同 噪声 假设 的 佑 计 器 ， 比 如 极 大 似 然 佑 计 器 ， 也 可 以 用 于 频 域 辩 识 ( Pintelon and 
Schoukens, 1997; Mckelvey，2000) 。 然 而 ， 它 们 通常 只 能 采用 迭代 优化 的 算法 求解 ， 因 而 
计算 开销 比较 大 。 


= 
































习题 


14.1 利用 频率 响应 的 辨识 

说 出 三 个 利用 非 参 数 频 率 响应 函数 作为 中 间 模 型 的 好 处 。 你 知道 有 哪些 获取 频率 响应 的 
方法 ? 

14.2 ”最 小 相位 系统 

对 于 最 小 相位 系统 ， 为 什么 利用 非 参 数 频率 响应 的 实 部 就 足以 匹配 参数 传递 函数 ? 

14.3 具有 附加 迟延 的 最 小 相位 系统 

给 定 一 个 具有 由 测量 装置 引起 未 知 迟 延 的 最 小 相位 系统 ， 若 不 考虑 迟延 ， 为 什么 基于 频 
率 响应 函数 的 幅 值 就 可 以 辨识 这 个 系统 ? 推导 一 个 基于 频率 响应 函数 幅 值 的 代价 函数 ， 用 于 
辨识 参数 传递 函数 。 如 何 辨 识 由 测量 装置 引起 的 迟延 ? 
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第 1S & 
微分 方程 和 连续 时 间 过 程 的 参数 估计 








动态 过 程 的 参数 估计 方法 最 初 是 结合 数字 控制 系统 ， 应 用 于 离散 时 间 过 程 模型 的 。 然 
而 ， 在 一 些 应 用 中 ， 如 理论 模型 的 验证 或 故障 诊断 ， 需 要 连续 时 间 信 和 号 模型 的 参数 估计 
方法 。 

此 外 ， 连 续 时 间 模 型 通常 更 好 解释 ， 因 为 在 很 多 情况 下 模型 参数 可 以 转换 成 物理 参数 。 
文献 (Rao and Garnier, 2002) 对 用 于 辨识 连续 时 间 模 型 的 离散 时 间 方 法 和 连续 时 间 方 法 进 
行 了 比较 。 文 献 (Garnier and Wang, 2008; Rao and Unbenhauen, 2006) 建议 将 连续 时 间 模 
型 辨识 分 成 两 种 本 质 上 不 同 的 方法 。 对 于 直接 方法 ， 直 接 建 立 与 连续 时 间 模 型 有 相同 参数 特 
性 的 离散 时 间 模 型 ， 对 于 间接 方法 ， 则 先 辨识 离散 时 间 模 型 ， 然 后 再 转换 成 连续 时 间 模 型 。 
这 两 种 方法 本 章 都 会 进行 讨论 。 首 先 讨论 如 何 利 用 直接 方法 辨识 连续 时 间 参 数 模型 ， 包 括 多 
种 确定 导数 的 方法 ; 然后 再 讨论 将 离散 时 间 模 型 转换 成 连续 时 间 参 数 的 方法 。 有 关 这 方面 的 
第 一 篇 综述 文章 是 Young 于 1981 年 发 表 的 (Young，1981)， 近 期 的 综述 文章 可 参见 文献 
(Rao and Unbenhauen，2006)。 专 著 (Garnier and Wang, 2008) 对 这 个 领域 不 同时 期 的 发 展 
作 了 概述 。 














15.1 最 小 二 乘 方法 


15.1.1 基本 方程 
考虑 一 个 集中 参数 的 稳定 过 程 ， 可 以 用 线性 时 不 变 微 分 方程 描述 为 
any P(O) + any DO + ay PO + yut) 


(15.1.1) 
= bu (t) + bm u Pe) +--+ bu (t) + boult) 
其 中 , men. 假设 输出 信号 的 导数 
diy) ， 
DA= = E 


和 输入 信和 号 w(t) WER U (4), j=1,2, ‚m 均 存 在 。u(t) 和 y(t) 是 实际 信号 U(t) 和 Y(t) 
与 工作 点 Uw 和 7, 的 偏差 量 ， 即 
u(t) = U(t) — Uoo 
y(t) = Y(t) — Yoo 
对 应 于 常 微分 方程 式 (15.1.1) 的 传递 函数 为 
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(15. 1.3) 


Gp(s) yals) B(s)  bo+bis+t + bm-18”7! + bms” 
y u(s) A(s) 1 +ais 4 + an-18”7! + ans” 











(15.1.4) 


见 图 15. 1 。 
可 测 信号 y(t) 包含 附加 的 干扰 信号 n(t)， 即 
y(t) = yt) +t) (15. 1.5) 
将 式 (15.1.5) RAR (15. 1.1)， 并 引入 方程 误差 e(1) ， 类 似 
于 第 9.1 节 ， 有 








y(t) = YO +el?) (15. 1.6) 
W(t) = (—yPO yO DN) uC) (15. 1.7) 线性 过 程 
0 = (a1 an|bo = bm)” (15. 1.8) 


本 章 讨论 的 所 有 方法 都 是 采用 方程 误差 的 ， 如 果 想 用 输出 误差 ， 也 就 是 仿真 误差 ， 可 参考 第 
19 章 讨论 的 方法 。 
若 采 用 适当 的 和 68， 也 可 建立 如 下 模型 (Young, 1981) 
y(t) = WO + et) (15.1.9) 
对 于 假设 只 有 模型 输出 含有 噪声 的 辨识 方法 ， 如 果 试 图 选择 噪声 最 大 的 变量 作为 模型 输出 
y， 那 么 最 小 二 乘法 是 一 种 不 错 的 选择 。 当 然 也 可 以 选择 其 他 的 方法 ， 比 如 总 体 最 小 二 乘法 ， 
见 第 10.4 节 ， 这 种 方法 假设 噪声 不 仅 存 在 于 模型 输出 上 ， 也 存在 于 回归 变量 中 。 
现在 ， 在 离散 采样 点 1=k7,(k=0,1,2,…,N) 上 测 得 输入 和 输出 信号 ，7, 为 采样 时 间 ， 
并 且 确 定 它 们 的 导数 。 基 于 这 些 数据 ， 可 以 写 出 和 N+1 个 方程 
y(k) = YR)0 + elk), k=1,2,:::,N (15.1. 10) 
这 个 方程 组 可 以 写成 矩阵 形式 























y=W0+e (15. 1.11) 
其 中 
y" =(y(0) yD --- y(N)) (15.1.12) 
—y® (0) ae —y (0) u(0) => u™ (0) 
—yMq) + =y ua) uD 1) 
y = . : : (15.1. 13) 


—yM(N) … -y®(N)\ud) ++ uN) 
文献 (Ljung and Wills, 2008; Larsson and Söderström, 2002) 均 指 出 ， 连 续 时 间 模 型 更 
容易 适应 于 不 规则 采样 的 情况 。 如 果 导 数 可 以 直接 测量 ,那么 显然 任何 时 间 ;的 微分 方程 都 
可 以 计算 。 和 否则 ， 用 于 计算 测量 信号 导数 的 数值 算法 必须 能 适应 变化 的 采样 时 间 ， 见 文献 
(Larsson and Söderström, 2002) 。 
正如 第 9. 1 节 所 述 ， 通 过 最 小 化 代价 函数 
































N 
V =e"e =) e*(k) (15.1. 14) 
k=0 


可 得 到 dV/d 6 =0 FO =0。 利 用 最 小 二 乘法 得 到 的 参数 估计 向 量 ; 
6 = (ww) wy (15. 1.15) 
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上 式 存在 唯一 解 的 条 件 是 下 (NN) 多 (NN) 非 奇异 。 可 以 看 出 ， 这 种 方法 与 离散 模型 的 最 小 二 





R 


法 非常 相似 。 因 此 ， 离 散 模型 的 许多 推导 都 可 以 直接 沿用 ， 比 如 第 22 章 中 的 递 推 形式 及 数 
如 收敛 性 和 所 





值 计算 的 改进 形式 。 然 而 ， 连 续 时 间 模 型 的 辨识 也 有 它 自 映 的 一 些 特殊 问题 ， 


需 信和 号 导数 的 计算 。 
15.1.2 ”收敛 性 


现在 ， 假 设 输出 受到 平稳 随机 信号 na 的 干扰 ， 类 似 于 第 9. 1. 2 节 的 推 


参数 估计 的 期 望 值 。 
将 下 式 代 入 式 (15. 1. 15) 
y(k) = W(k)8o + e(k) 
即 假设 模型 参数 9 与 真实 参数 9, 结构 上 匹配 ， 可 得 到 期 望 值 
E{0} = 00 +E{( TW) ye 
其 中 
b=E{(WTW) wre} 
是 估计 偏差 。 要 消除 这 个 偏差 ， 要求 





Ef{w'e}=0 
由 式 (15.1.5) 可 知 ， 只 
Ryne = Rie 
才能 得 到 无 偏 估计 ， 而 且 因 为 e(t) 和 w(t) 不 相关 ， 如 果 
Run.) -Ê o (0) «+» — R,m.(0) 





E = 07 
0 
则 估计 才 是 无 偏 的 。 这 就 给 出 微分 方程 
elt) = ann dt) ++ aın (t) + n(t) 
使 得 干扰 信号 n(i) 由 方程 误差 e(1) 通 过 如 下 的 成 形 滤波 器 产生 


n(s) _ 1 
G 二 一 
y= els) L+ais +++ + ans” 


式 (15.1.22) Bn? (:-z) 相 乘 后 ， 并 取 数学 期 望 ， 得 到 
Run.) = an Rx. m (T) 十 … + a, Ra), (T) + an R on (T) 
现在 ， 可 将 上 式 写 成 








Rue Rd = 和 opine +o) 
假设 e(1) 是 高 斯 白 品 声 ， 方 差 为 

















Reelt) = Ad(t) 
则 成 形 滤 波 器 的 互相 关 函 数 为 
Rne(z) = gr(T) = £! {Ge(s)} 
Ast (15.1.21) 中 的 各 元 素 为 
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导 ， 可 以 确定 


(15.1. 16) 


(15. 


(15. 


(15. 
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(15. 
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(15. 


(15. 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


1. 


17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


24) 


25) 


26) 


27) 


R o0) = lim (s! Gr(s) 一 S7 gr(0+) 一 si~ g® (0+) See sg? (04) 
jede 
#0, j=n-I,n 
(15.1.28) 
因此 ,  (15.1.21) 是 不 成 立 的 ， 所 以 得 到 的 是 有 偏 估计 。 与 离散 时 间 动 态 系统 的 最 小 二 
乘法 不 同 ， 即 使 e(b) 为 高 斯 白 品 声 ， 也 不 能 获得 无 偏 估 计 。 为 此 ， 对 于 连续 时 间 系 统 ， 只 
有 当 信 噪 比 非常 好 的 情况 下 才能 使 用 最 小 二 乘法 。 

















15.2 ”导数 的 确定 ” 


如 果 所 需 的 信号 导数 是 直接 可 测 的 (如 车 辆 的 应 用 ) ， 则 导数 数据 能 直接 进入 数据 矩阵 
P, ME PIRE 罗 玩 /A(N+1) 也 是 容易 计算 的 。 相 反 地 ， 如 果 导 数 是 不 可 测 的， 就 
必须 根据 测量 信号 w(t) 和 y(i) 来 确定 。 对 此 ， 一般 有 两 种 选择 ， 数值 微分 或 状态 变量 滤波 。 
利用 有 限 脉 冲 响应 滤波 器 来 确定 导数 是 一 种 便捷 的 方法 ， 但 其 计算 量 可 能 要 超过 状态 变量 滤 
波 右 ， 尤 其 是 在 需要 确定 大 量 的 导数 情况 下 。 

15.2.1 数值 微分 

由 于 干扰 信号 的 存在 ， 对 确定 高 阶 的 导数 ,数值 微分 和 插值 方法 (如 样 条 函数 ) 的 组 
合 通常 不 能 抑制 噪声 的 影响 ， 使 得 这 种 方法 只 能 限于 用 在 最 高 二 阶 或 三 阶 导数 的 计算 。 然 
而 ， 在 很 多 情况 下 ， 只 有 一 阶 导 数 的 计算 才 是 可 靠 的 。 文 献 (Söderström and Mossberg, 
2000) 论述 了 一 些 利 用 插值 函数 确定 导数 的 方法 。 

通常 情况 下 ， 可 以 采用 下 面 的 方法 来 确定 导数 

tas x(k +1)- x(k) 














向 前 微分 商 : x(k) 7 (15.2.1) 
0 

向 后 微分 商 : iD = 22t (15.2.2) 
0 

中 心 微分 商 : im- ee (15.2.3) 


这 几 种 方法 都 有 各 自 的 优 缺 点 ， 向 前 微分 商 和 中 心 微 分 商 要 依赖 于 将 来 的 数值 ， 向 后 微分 商 
会 导致 半 个 采样 周期 的 迟延 。 
15.2.2 状态 变量 滤波 器 

状态 变量 滤波 需 的 原理 是 利用 低 通 滤 波 需 将 高 频 噪 声 滤 掉 ， 并 转换 成 状态 空间 表达 形 
式 ， 因 此 滤波 器 的 输出 是 状态 信号 ， 也 就 是 滤波 后 信号 的 各 阶 导 数 。 滤 波 器 被 设计 成 可 滤 除 
高 于 截止 频率 >f.) 的 任意 噪声 。 

状态 变量 滤波 器 (ILEI 15. 2) 











© JAE: 基于 学 位 论文 (Michael Vogt，1998)。 
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yr(s) fo 

C0) Tot fist + fos 
已 被 证 实用 于 连续 时 间 系 统 辨识 具有 良好 的 效果 。 状 态 变 量 滤波 器 是 一 种 具有 符 定 的 拓 朴 结 
构 的 模拟 滤波 右 ， 经 离散 化 后 在 计算 机 上 实现 。 输 入 信号 u(t) 和 输出 y(t) 必须 采用 相同 的 
状态 变量 滤波 融 进 行 滤波 ， 见 图 15.5, ES ALS, 的 选择 相对 比较 自由 。 关 于 离散 化 可 
以 采用 不 同 的 逼近 方法 ， 更 多 细节 可 参考 文献 (Vogt，1998 ) 。 


BO) ye") yO ye 


(15.2.4) 














yd > 





OS /| 








图 15.2 用 于 滤波 且 确 定 信 号 导数 的 状态 变量 滤波 器 











根据 文献 (Young，1998) ， 滤 波 器 的 系数 可 以 选择 为 上 = &,， 得 到 的 是 一 个 自 适应 低 通 
渡 波 器 。 然 而 ， 也 可 以 采用 固定 参数 的 滤波 器 。 对 于 线性 系统 ， 可 选择 Butterworth 低 通 滤波 
人 兢 ， 或 任何 其 他 类 型 的 低 通 滤波 右 ， 比 如 Bessel WEY AR Al Chebyshev 滤波 需 等 ( Kammeyer 
and Kroschel, 2009; Hamming, 2007; Tietz et al, 2010), 。 对 于 非 线性 过 程 ， 应 该 选用 非 
Butterworth 的 其 他 形式 滤波 器 ， 如 Bessel 滤波 器 ， 因 为 这 种 滤波 器 在 时 域 不 会 发 生 振荡 。 

Butterworth 滤波 器 的 设计 思想 是 使 其 传递 函数 在 通 频带 上 的 幅度 尽 可 能 为 常数 。 规 范 
化 的 Butterworth 滤波 器 (wu =1) 的 传递 函数 可 以 写成 


























K K 
Gr(s) = 5 == 
[[@ +ois + Bis?) 86) (15. 2.5) 
i 
其 参数 为 
© 当 阶 次 n 为 偶数 时 ， 
(2i—1)n 
aj = 2cos a(n 
pi =1 lisi, "9 (15. 2.6) 
o 当 阶 次 为 奇数 时 ， 
ol = l; oj = 2cos SVE . n+1 
fı =0; Bj = 1 an 2 eee) 








R 15.1 给 出 了 阶 次 n 较 低 时 的 Butterworth 滤波 器 参数 ， 图 15. 3 是 对 应 的 频 域 响应 。 如 果 滤 
波 器 的 截止 频率 we 设计 为 任意 值 ， 则 传递 函数 写成 
Gr(s) = 


Hite +) (15.2.8) 


L 


式 中 ， 通 常 选取 KK=1。 传递 函数 中 的 连 乘 展开 后 ， 有 








1 
GF(S) = 一 一 一 2, 
F(s) 1 十 a1s 十 … 十 dns” (15. 2.9) 


315.1 规范 化 的 Butterworth 滤波 器 的 多 项 式 B(s) 





MR n Butterworth 滤波 器 的 多 项 式 B(s) 

n=1 3 十 1 

n=2 s? + 1.41429 +1 

n=3 s3 +297 +2941 

n=4 s* + 2.61315? + 3.41425? + 2.613194 1 

n=5 s5 十 3.2361s4 + 5.23615? 十 5.236182 + 3.23615 + 1 

n=6 s6 十 3.863785 十 7.4641s4 十 9.1416s3 十 7.4641s? + 3.86375 + 1 


[Gi(io)| [dB] 





10" 10° 10' 


2G,(ia) [°] 





10" 10° 10' 
æ [rad/s] 


Al 15.3 tT ELAR AY BS BCI ASE UK AB 





现在 ， 将 这 种 滤波 顺 转 换 成 状态 空间 模型 形式 的 可 挖 规范 型 





0 1 0 … 0 0 
ä 0 0 1 0 0 
qth = T xe +] : O 
0 0 0 es 1 0 (15.2.10) 
1 aı _ a an—1 alL 
an an an an an 





A 
OFS THe, AAR ASE RE UB ae RAS SG A is At, SP 15. 2 
中 的 结构 比较 后 ， 可 知 
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(15.2.11) 








这 种 滤波 器 要 利用 数字 计算 机 来 实现 ， 因 此 必须 先进 行 离散 化 。 为 此 ， 需 要 推导 离散 时 
间 的 状态 空间 表达 ， 即 (参见 式 (2.2.24) 与 式 (2.2.25)) 
x(k +1) = Aax(k) + bau(k) (15. 2. 12) 
y(k) = cax(k) + dau(k) (15. 2. 13) 
其 中 ， 下 角 标 d 表示 离散 时 间 变 量 。 对 比 式 (2. 1.27) ， 利 用 如 下 关系 可 以 将 连续 时 间 系 统 
转换 为 离散 时 间 形 式 


























()To 
x(k) = e4™x(k —1) + | eAkTo-D pu(r)dr 
eu (15.2. 14) 
= eA y(k — 1) + | e4©bu(kTo 一 rdr 
(k-1)To 
可 以 明显 看 出 ， 所 得 到 的 离散 时 间 实 现 ， 其 状态 转移 矩阵 为 
oo 1 k 
Aq = ef" = 2 gn) (15.2.15) 


其 中 ， 无 限 求 和 可 以 用 较 低 阶 次 的 求 和 来 逼近 ， 或 者 可 以 采用 特殊 的 算法 来 计算 矩阵 指数 ， 
见 文献 (Moler and van Loan, 2003) 。 
职 分 区 间 ( -1)T) <7 < kT, 内 w(7) 的 形状 是 未 知 的 ， 因 为 信号 在 7, 整数 倍 时 刻 1 = KT, 
才 有 采样 值 。 下 面 ， 输 入 信和 号 u(t) 用 多 项 式 来 近似 ， 写 成 
ukTa- 9x pe) = ou =) (15.2. 16) 


i=0 


见 文献 (Wolfram and Vogt，2002) 。 将 上 述 近 似 形式 代入 式 (15.2.14), 453] 


& To i 
x(k) SeATox(k— 1)+ 》 f aoa) dr 
i=0 “0 0 








me (15.2. 17) 

Ko 

= AMy(kK-1) 47 : 

Kr 

式 中 ， T=(Y, Yro ss 7,) 各 列 可 以 由 下 面 的 等 式 确定 
yo = A (et - I)b (15.2. 18) 
Vi = A (ATs - Erim) = Late (15.2. 19) 
To 





确定 多 项 式 系数 k 的 一 种 方法 是 ， 让 多 项 式 和 信号 的 最 近 + +1 个 采样 点 相 匹 配 (Pe- 
ter，1982)， 即 
p(To) = u((k — DTo) J = 0 ,7 (15. 2. 20) 
由 此 得 到 方程 组 
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1 0 … 0 Ko u(kTo) 





= | al fu DT) 
feet wot (15.2. 21) 
ie o 7 Kr u((k — r)To) 
V 
这 个 方程 组 的 解 是 Vandermonde FE V 的 道 ， 参 见 文献 (Eisenberg and Fedele，2006)。 由 
B=rv- (15. 2. 22) 


可 推导 得 到 图 15. 4 的 结构 。 表 15.2 给 出 了 r+ = 1，2，3 时 的 V7。 








输入 
图 15.4 具有 插值 运算 的 离散 时 间 状 态 变 量 滤波 避 


表 15.2 低 阶 r Ay V T FEE 


= 10 0 
Lo =j 1 D 
0 

0 

1 

2 





ROSEN m 


1000 1 00 
11 3 1 
-u 3.3 1 1-10 
r=3 fs ae 1 12 
“ata Í Tai 
6 2 2 6 6 2 2 





对 更 高 的 阶 次 r， 多 项 式 啊 应 特性 会 出 现 波纹 。 另 一 种 确定 逼近 多 项 式 系数 的 方法 是 采 
用 Taylor 级 数 展 开 。 对 这 种 允 近 方法 ， 多 项 式 和 上 时刻 输入 系列 的 前 + 阶 导数 相等 ， 即 有 
pOO) = uO kT) ,= 0, ,7 (15. 2. 23) 
其 中 ， 等 式 两 边 导数 可 以 写成 
en (15.2. 24) 





diu(kTo — r) 
dt! 


这 样 就 导出 多 项 式 系数 为 


I 
~ L Alu(kTo) = a Diu((k —i)To) (15.2. 25) 
0 70 


i=0 


u® = 





t= 
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I i I i 
oD/ siete (=D 
> 7 (e-o E (15. 2. 26) 
或 者 写成 矩阵 形式 
k = Tu(kTo) (15. 2. 27) 
对 于 图 15. 4 WZ, FM B, 可 以 写成 
Ba=TT (15. 2. 28) 


表 15.2 给 出 了 r =1, 2, 3 时 的 矩阵 7。 

另 一 种 获得 离散 时 间 系 统 实 现 的 是 利用 双 线 性 变换 (Wolfram and Vogt，2002)。 这 里 ， 
利用 下 式 替 代 ， 

2z-1 .1 £%JTpz+1 
ie a oa (15. 2. 29) 

这 种 双 线 性 变换 可 以 用 来 转换 状态 方程 
sx(s) = Ax(s) + bu(s) (15. 2. 30) 
即 把 连续 时 间 系 统 的 拉 普 拉 斯 变换 转换 到 z 域 ， 便 于 随后 的 离散 时 间 处 理 。 经 双 线 性 变换 


给 出 























Daz 

To z+1 
为 了 将 上 式 变 成 一 般 的 状态 方程 形式 ， 需 要 引入 新 的 状态 变量 。 有 两 种 不 同 的 方法 可 以 用 来 
选择 新 的 状态 变量 ， 第 一 种 是 





x(k) = Ax(k) + bu(k) (15.2.31) 

















z 1 To 1 
E RL O E 
x =( 5 )* 5 bu (15. 2. 32) 
则 有 
T TN 
a= (I+ "4)(1 24) (15.2.33) 
2 2 
T, —1 
b= (1-2) b (15.2. 34) 
To \ T! 
T, Ton NTI 
a= (1-24) b (15. 2. 36) 





HP, C, Ald, 是 稠密 矩阵 。 
另 一 种 选择 状态 变量 xz 的 方法 会 导致 C, 为 单位 矩阵 ， 这 种 状态 变量 选择 为 








Zo To To 
&=x-2(1-2a)u (15.2.37) 
由 此 得 到 
一 1 
A= (1-24) (1+24) (15. 2. 38) 
2 2 
T _2 
bs = To(1- 2A) b (15. 2. 39) 
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G=I (15.2. 40) 
To To  \! 
a= (1-24) b (15.2.41) 
从 数值 计算 的 角度 看 ，b, 中 的 平方 项 是 复杂 的 。 如 果 不 需 要 所 有 的 导数 项 ， 则 可 以 略 掉 对 
应 行 的 计算 。 对 频 域 响应 的 研究 显示 ， 采 用 双 线 性 变换 的 另 一 个 好 处 是 ,在 7,/2 处 引入 了 
一 个 额外 的 极点 ， 更 有 利于 截止 频率 段 的 衰减 。 

由 于 具有 良好 的 衰减 特性 ， 所 以 一 般 推荐 采用 
双 线 性 变换 进行 离散 化 以 及 推导 状态 变量 滤波 器 。 
然而 ， 如 果 想 用 Taylor 级 数 或 多 项 式 逼 近 ， 则 应 该 
选择 Taylor 级 数 ， 它 可 以 避免 利用 多 项 式 插值 的 有 
关 问 题 ， 特 别 是 对 高 阶 导 数 而 言 (Wolfram and 
Vogt，2002 ) 。 

为 了 保证 参数 估计 的 结果 与 采用 原始 信号 一 
致 , 输入 和 输出 必须 使 用 相同 的 滤波 器 ， 见 
图 15.5。 这 样 ， 采 用 状态 变量 滤波 器 就 不 会 改变 需 图 15.5 用 于 参数 估计 的 状态 变量 滤波 器 
要 估计 的 线性 过 程 传递 函数 。 不 过 由 于 噪声 特性 变 
了 了， 估计 结果 还 是 会 受到 影响 的 (Liung，1999 ) 。 

15.2.3 ”有限 脉冲 响应 (FIR) 滤波 器 

由 于 状态 变量 滤波 右 是 无 限 脉冲 响应 (TIR) 滤波 器 ， 它 的 脉冲 响应 无 限 长 ， 因 此 很 难 

预测 干扰 对 滤波 信和 号 的 影响 。 另 外 ，IIR 滤波 器 理论 上 可 能 是 不 稳定 的 ， 因 此 还 要 考虑 稳定 


性 问题 。FIR 滤波 器 和 IR 滤波 器 在 其 他 方面 的 比较 见 表 15.3， 也 参见 文献 (Wolfram and 
Vogt，2002 ) 。 





















































表 15.3 FIR 滤波 器 和 UR 滤波 器 的 特性 









































IR (无 限 脉冲 响应 ) FIR (有 限 脉 冲 响应 ) 
脉冲 响应 具有 无 限 长 的 持续 时 间 脉冲 响应 具有 有 限 长 的 持续 时 间 
HE, Æ /一 时 才能 达到 稳 态 对 m 阶 滤波 器 , k=m+1 个 采样 点 后 ， 即 可 达到 稳 态 
如 果 在 计算 机 上 采用 有 限 字 长 来 实现 ， 滤 波 器 可 能 不 稳 滤波 融 不 会 不 稳定 或 陷入 极限 环 








定 或 者 陷入 极限 环 



































通常 只 能 采用 浮 点 运算 器 来 实现 可 以 采用 整数 型 运算 来 实现 
群 迟延 不 是 常数 ， 非 线性 相位 群 迟延 是 常数 ， 线 性 相位 
一 个 滤波 器 就 能 提供 所 有 的 导数 每 个 导数 需要 单独 的 滤波 器 
通常 滤波 器 的 阶 次 比较 低 滤波 融 的 阶 次 比较 高 








显然 采用 FIR 滤波 器 ， 也 就 是 脉冲 响应 具有 有 限 长 度 ， 可 以 避免 这 些 问题 。 为 了 确定 滤 
波 信号 的 导数 ， 需 要 对 低 通 滤波 器 脉冲 啊 应 导数 的 恰当 形式 和 信号 自身 作 卷 积 。 这 样 做 是 可 
能 的 ， 因 为 任意 信号 u(t) 和 终止 时 间 为 T, 的 FIR 滤波 器 作 卷 积 ， 其 时 间 导 数 可 以 确定 为 














dy(t) = af g(t —t)u(t)dt 
dt dt t—Tr 
S (15.2. 42) 
= | eur + EON - (Tule — Ti) 
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如 果 脉 冲 响 应 在 0 <t <T, 区 间 之 外 为 零 ， 它 对 时 间 的 导数 可 表示 为 


Tr 
wef &(t)u(t — t)dt (15. 2. 43) 


参见 文献 (Oppenheim and Schafer, 2009; Wolfram and Moseler, 2000; Wolfram and Vogt, 
2002) 。 然 而 ， 主 要 的 问题 是 FIR 滤波 器 的 设计 ， 似 乎 应 该 采用 高 阶 滤波 和 /或 快速 采样 。 
为 了 有 良好 的 衰减 特性 ， 采 用 高 阶 滤波 可 保证 有 良好 的 衰减 特性 ， 但 滤波 阶 次 过 高 会 导致 大 
的 相位 移 。 另外， 为 了 计算 每 阶 导 数 ， 需 要 分 别 设计 独立 的 滤波 带 ， 如 果 要 辨识 的 是 高 阶 模 
型 ， 这 个 缺点 尤为 突出 。 和 状态 变量 滤波 器 相 比 ， 通 常 FIR 滤波 器 的 计算 量 更 大 。 不 过 FIR 
滤波 需 不 是 递归 的 ， 因 此 不 会 失去 稳定 性 。 此 外 , 在 合理 的 设计 下 ， 它 的 相位 也 是 线性 的 。 
图 15.6 给 出 两 种 滤波 器 传递 函数 的 幅 值 特性 比较 ， 可 以 看 出 FIR 滤波 器 在 截止 频带 区 内 呈 
现 出 一 定 的 波纹 ， 而 且 在 拐角 频率 处 的 下 降 也 不 那么 明显 。 

利用 最 小 二 乘法 进行 连续 时 间 过 程 的 参数 估计 ， 最 后 还 得 采用 离散 时 间 算 法 ， 因 为 估计 
最 终 要 在 数字 计算 机 上 实现 ， 所 以 可 以 类 似 地 应 用 本 书 第 五 部 分 和 第 证 部 分 所 给 出 的 结 
特别 是 一 些 改进 和 扩展 ， 包 括 : 

© 估计 算法 的 递 推 实现 。 

© 时 变 过 程 。 

© 数值 改进 方法 。 

© 模型 阶 次 确定 。 

© 输入 信号 选择 。 









































|G(iw)| [dB] 


波 器 


T RUE ` a, a 
状态 变量 滤波 器 





æ [rad/s] 


到 15.6 RACHEN (Mn =4, HAAK fe =50 Hz, 采样 时 间 T, =1ms) 和 
FIR 滤波 器 ( 阶 次 m =24， 采样 时 间 7, =1ms) 的 比较 (Wolfram and Vogt, 2002) 




















例 15.1 (三 质量 振荡 器 连续 时 间 模 型 的 估计 ) 

将 本 方法 应 用 于 三 质量 振荡 器 ， 采 用 具有 Butterworth 特性 的 状态 变量 滤波 器 来 生成 输入 
和 输出 信号 导数 ， 滤 波 器 的 参数 . 截止 频率 f. =37.9 rad/s 和 阶 次 n =9， 佑 计 得 到 的 连续 时 
间 传 递 函数 模型 的 频率 响应 见 图 15.7。 图 15. 8 给 出 的 是 状态 变量 滤波 器 的 频率 响应 。 
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|GGic)| [dB] 








10" 10° 10' 
æ [rad/s] 


图 15.7 利用 连续 时 间 模 型 描述 的 三 质量 振荡 器 的 频率 响应 佑 计 








|CxGiw)| [dB] 





10" 10° 10' 10° 


I6;Go)| [dB] 





æ [rad/s] 
b) 


图 15.8 ”状态 变量 滤波 融 的 频率 响应 
a) 生成 滤波 输入 Cyp(t)) b) 生成 滤波 输入 的 一 阶 导数 ( yr (2)) 





ir 
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15.3 ”一致 参数 估计 方法 


15.3.1 辅助 变量 法 

对 于 好 的 信 噪 比 ， 上 面 讨 论 的 最 小 二 乘法 能 给 出 很 好 的 结果 。 对 于 较 大 的 噪声 ， 需 要 采 
用 一 致 估计 方法 ， 比 如 辅助 变量 法 ， 见 第 10.5 节 。 

如 前 所 述 ， 辅 助 变量 一 方面 要 与 有 用 的 信号 具有 强 的 相关 性 ， 另 一 方面 又 要 与 噪声 不 相 
关 。 类 似 于 图 10.4 中 的 结构 ， 可 以 用 自 适 应 模型 来 重 构 要 用 到 的 信号 














B(s) 
Ay" (15. 3.1) 
这 种 估计 系统 在 时 间 域 上 的 输出 7,(;s) 与 输入 信号 u(t)， 以 及 对 应 的 导数 一 起 用 于 构成 辅助 


变量 向 量 





Puls) = 











w(t) = (PO PC pO lue) --- u® ce) u(t) (15. 3.2) 
它 可 以 和 估计 方程 一 起 使 用 。 这 种 方法 的 最 大 优点 是 ， 对 噪声 不 作 任何 假设 ， 与 状态 变量 滤 
波 器 结合 使 用 来 确定 相应 的 导数 ， 可 以 获得 更 好 的 结果 (Young, 1981, 2002) 。 
15.3.2 扩展 Kalman 滤波 器 ， 极 大 似 然 法 


第 21 章 介绍 的 扩展 Kalman 滤波 器 可 以 用 于 系统 参数 估计 ， 而 且 对 连续 时 间 系 统 也 适 
用 。 还 可 以 采用 组 合 的 方法 ， 利 用 Kalman 滤波 器 生成 状态 信号 ， 利 用 参数 估计 方法 来 估计 
参数 (Raol et al, 2004; Ljung and Wills, 2008) 。 


15.3.3 ”相关 一 最 小 二 乘法 
先 利 用 相关 分 析 法 生成 非 参数 中 间 模 型 ， 再 运用 最 小 二 乘法 ， 这 两 种 方法 的 结合 也 能 
于 连续 时 间 模型 辨识 。 如 果 微 分 方程 式 〈15. 1.1) 乘 以 we - r) ， 并 求 各 项 乘积 的 数学 基 
望 ， 则 可 得 到 
an Raym (T) + dn-1 Rayo- (T) ++ aı Ry (T) + Ray (1) 




















= bm Ryan) (T) + bm-1 Rund (1) +-+- + bi Ryy (T) + bo Ryo (T) a) 

利用 
d/ Ryy(t) un di = di 
2 qe + r)u(t)} = Bart +t)u(t) 
r (15.3.4) 
=E Epe +D JO} = Ryo 

可 得 

es CAR 





利用 这 个 结果 ,， 式 (15.3.3) PY E ASE KRHIN TE 
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= (t) + z 
Gn Jgn Ruy(t A 


m-1 


d” d 
= bm — Ru (T) + bm- 197m-1 Rul) +: 


d 
1 Ruy(T) + +a, qc kw + Ruy(t) 


d (15. 3.6) 
+ by gfe F bo Ru(T) 





可 以 像 COR - LS 用 于 离散 时 间 模型 于 样 处 理 上 述 方程。 对 不 同 的 时 间 间 隔 7 =zro， 确 定 相 
应 的 相关 函数 及 其 导数 ， 其 中 7。 是 相关 函数 值 的 采样 时 间 。 引 入 方程 误差 ,可 得 到 如 下 信 














计 方 程 
Ruy(—P to) 
Ruy(—To) 
Ray (0) = 
Ruy(to) 
Ruy(M To) 
esse u 
@ 
RQ Pro) …: RY (= Pt) Rul- ae - REP (—P to) ， 
1 
ERO Gay oi: Re ENE RP x) , 
-RD = RPO) RaO) Ru (0) b 
-RS (m0) e REGo) Rulo) = REP Co) PN 
ROM): . LRO Mro) keai Om] ee 
ope 
S 
e(—Pt) 
e(—T) 
+ e(0) 
e(to) 
e(Mm) 
其 中 ， a HE PE, MARIEKE PT, <7 <M, 上 是 已 知 的 。 通 过 最 小 化 代 
价 函 数 了 =ere， 得 到 如 下 估计 


ô = (STS) SG 
这 样 ，COR -LS 法 可 按 下 面 的 步 又 完成 : 





(15.3.8) 


1) PARER EREINA, ARRA R, (7) ALR, (7), PT,<T<MT,, 
2) 利用 数值 计算 方法 ， 如 样 条 逼近 法 ， 确 定 相关 函数 的 导数 。 











3) 根据 式 〈15.3.8) ， 本 书 讲述 过 的 任何 一 种 求解 最 小 二 乘 问题 的 方法 ， 都 可 用 来 确定 


参数 估计。 








如 第 9. 3. 2 节 所 述 ， 如 果 相 关 函 数 是 收敛 的 话 ， 利 


用 这 种 方法 可 以 得 到 一 致 估计 。 这 种 
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方法 的 主要 优点 是 ， 不 必 确 定 原始 信号 的 导数 ， 只 需要 求 相应 的 相关 函数 的 导数 ， 这 样 可 以 
大 大 降低 噪声 的 影响 。 另 外 ， 不 仅仅 只 用 到 7 =0 的 相关 函数 (如同 在 最 小 二 乘法 )， 还 要 
用 到 多 个 不 同 7 值 的 相关 函数 。 还 有 其 他 一 些 优点 ， 如 由 于 处 理 的 矩 阵 维 数 变 小 (数据 量 
减 小 ) ， 模 型 阶 次 和 迟延 时 间 更 容易 确定 。 


15.3.4 离散 时 间 模 型 的 转换 


对 于 离散 时 间 过 程 模 型 ,已 经 有 很 多 参数 估计 方法 ,这 些 佑 计 方 法 也 有 几 个 现成 可 用 的 
软件 包 。 因 此 ,一 种 显而易见 的 方法 是 ， 先 在 离散 时 间 范 围 内 估计 模型 的 (无 偏 ) SAL, 
然后 再 利用 适当 的 转换 方法 确定 连续 时 间 模 型 的 参数 。 下 面 要 讨论 的 一 种 方法 ， 它 可 以 用 来 
根据 离散 时 间 模 型 的 参数 确定 连续 时 间 模 型 的 参数 。 连 续 时 间 模 型 为 























x(t) = Ax(t) + Bu(t) (15. 3.9) 
y(t) = Cx(t) (15.3. 10) 
离散 时 间 模 型 为 
x(k +1) = Fx(k) + Gu(k) (15.3. 11) 
y(k) = Cx(k) (15.3. 12) 


见 文献 (Sinha and Lastman，1982 ) 。 对 于 采样 点 之 间 输 入 信和 号 值 的 不 同 假设 ， 模 型 转换 方 
法 是 不 一 样 的 。 

下 述 方法 是 基于 式 (15.3.9) 的 积分 (Hung et al, 1980) 
k+1)T (kK+IT 


)To 0 
xoa + Bf u(t)dt (15.3. 13) 
kTo 








( 
rk +D=x0) +4 | 
kTo 
根据 梯形 规则 ， 它 可 近似 为 
x(k+1) = (0D+54 Tox +1) +x(b) +5 BTo(wlk +1) +ulk)) (15. 3. 14) 
如 果 输 入 和 状态 都 是 已 知 的 ， 可 以 利用 最 小 二 乘法 来 确定 参数 矩阵 A 和 B (Sinha and Last- 
man, 1982), 
从 离散 时 间 形 式 到 连续 时 间 形 式 的 模型 转换 可 能 需要 较 大 的 计算 量 ， 而 且 计算 过 程 可 能 
很 麻烦 ， 对 特殊 的 情况 通常 只 能 单独 处 理 。 因 此 ， 如 果 对 辨识 连续 时 间 系 统 的 模型 感 兴趣 ， 
选择 其 他 的 方法 可 能 更 好 。 




















uo 














15.4 物理 参数 的 估计 


在 一 些 任 务 中 ， 不 仅 对 确定 过 程 输入 /输出 模型 (如 微分 方程 ) 的 参数 0 感 兴趣 ， 对 确 
定 服从 物理 规则 且 具 有 物理 意义 的 参数 p 更 感 兴趣 ， 见 图 15.9。 这 些 物理 参数 称 作 过 程 系 
数 ， 以 便 区 别 于 输入 /输出 模型 参数 9。 对 控制 工程 的 许多 上 典型 任务 ， 比 如 固定 参数 控制 器 
或 自 适 应 控制 器 的 设计 ， 有 了 模型 参数 b 的 知识 就 足够 了 。 但 对 如 下 一 些 任务 ， 就 必须 还 要 
知道 过 程 系 数 p: 

© 在 各 种 自然 科学 领域 ,不 可 直接 测量 的 系数 确定 。 

o 技术 流程 规范 的 验证 。 

e 运行 中 的 故障 检测 和 诊断 。 
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。 生产 设备 的 质量 控制 。 























图 15.9 ”动态 过 程 模型 ， 其 中 0 为 模型 参数 ，p 为 过 程 物理 参数 


一 般 情 况 下 ， 根 据 过 程 系数 ， 利 用 一 些 代 数 关 系 式 ， 可 以 确定 模型 参数 
0 = f(p) (15.4.1) 
根据 理论 建 模 ， 这 些 非 线性 关系 通常 是 已 知 的 ， 见 第 1. 1 节 。 现 在 的 问题 是 ， 要 根据 输入 信 
号 u(t) 和 【( 受 干扰 的 ) 输出 信号 y(b 的 测量 值 ， 如 何 确定 过 程 系 数 p。 一 般 情况 下 ， 导 出 
的 是 误差 关于 参数 非 线 性 的 模型 ， 因 此 必须 采用 迭代 的 方法 ， 见 第 19 章 。 这 种 直接 估计 过 
程 系数 的 方法 属于 离线 的 解决 方案 。 
另 一 种 方法 是 ， 先 估计 模型 参数 0， 再 利用 逆向 关系 
p=/- (9) (15.4.2) 
来 确定 过 程 系数 p。 但 这 又 会 引出 如 下 一 些 问题 
e 过 程 系 数 p 能 人 否 唯一 确定 ? 
e 必须 采用 哪 种 测试 信号 ， 以 及 必须 测量 哪些 信号 ， 才 能 使 过 程 系数 p 可 辨识 ? 
e 能 否 利 用 先 验 知识 ， 如 先 验 已 知 的 过 程 系数 p, 或 模型 参数 9,， 用 以 改进 0 或 p 的 估计 
结果 ? 
解决 这 些 问题 的 方案 是 必须 将 理论 建 模 和 经 验 建 模 的 方法 结合 起 来 ， 最 重要 的 一 步 是 建 
立 平衡 方程 、 结 构 方 程 (物理 或 化 学 的 状态 方程 ) 、 现 象 方程 以 及 相应 的 关联 方程 ， 再 利用 
这 些 方程 得 到 以 方程 组 或 方块 图 表示 的 目标 过 程 模型 。 
假设 过 程 是 线性 的 ， 且 有 MM 个 可 测 信号 (1) 入 个 不 可 测 信号 名 (1) 。 对 具有 工 个 元 
素 的 过 程 ， 拉 普 拉 斯 变换 后 的 过 程 元 方程 可 写成 
























































M N 
X guno) =X hyg), i = 1,2,.…,L (15.4.3) 
j=1 j=1 
其 中 
gij € {0, 1, aij, 5%} (15. 4.4) 
hij € {0, £1, Bij, 5%} (15.4.5) 
k € {—1,0,1} (15.4.6) 
现在 ,将 具有 工 个 方程 的 方程 组 写成 向 量 / 算 阵 形式 
Gq = H£ (15.4.7) 
式 中 
7 = (m mm) (15.4.8) 
E=(&&: En) (15.4.9) 
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其 中 ,和 矩阵 G 是 工 xM 维 的 ， 矩阵 五 是 LxWN 维 的， 并 假设 各 个 过 程 元 方程 之 间 是 线性 独 
立 的 。 
参数 估计 需要 构建 一 个 模型 结构 ， 它 仅 包含 可 测 的 信号 。 为 了 消去 那些 不 可 测 的 信号 ， 
需 对 方程 组 (15. 4.7) 进行 变换 ， 使 得 豆 和 矩阵 成 为 上 三 角 和 矩阵 。 利 用 拉 普 拉 斯 道 变换 ， 可 
以 获得 描述 输入 /输出 特性 的 常 微分 方程 
a yO + H až yV O +asylt) = beu(t) + bu’ (le) + + piu (A) 




















(15. 4. 10) 
方程 中 的 所 有 变量 都 与 参数 相关 联 。 然 而 ， 对 于 参数 估计 ， 需 要 写成 如 下 的 模型 形式 
any P(N) + Hay OO + yO = boult) + UM OG ++ PmuM™D (15.4.11) 


AH, MAR “*” Wea, Mb, MAL 1/a, 。 
在 基本 方程 式 (15.4.7) 中 ， 每 个 过 程 系数 户 均 以 原始 且 单 独 的 方式 出 现 ， 因 此 G 和 
H 的 元 素 可 以 写成 
gij = Peijs“, hij = Prijs", K € (-1,0, 1) (15.4. 12) 
Fed b= Asia, RARA OR 7 a A/a BO, AE, BT 
式 为 


= €11 = Elt €21 „E22 E21 (15. i 13) 
=cip P2 Pr +CiaPı Px Pr 
= Eqt 


feb Cig p Ds? .， Pt 
ar, Bra, 以 简单 的 乘积 形式 包含 过 程 系数 ， 如 


ay = | | p (15.4. 14) 
v=1 
利用 
I 
za =| [p (15.4.15) 
v=1 
可 以 得 到 
q 
B=) cinzn (15.4. 16) 
从 一 1 








上 式 表 示 参 数 是 过 程 系数 的 代数 函数 ， 其 中 参数 z, 是 过 程 系数 请 , 户 ,…, 记 所 有 出 现 的 单个 
或 乘积 形式 的 简写 ， 其 指数 通常 为 e。 =1 或 .= -1。 
那么 ， 模 型 参数 和 过 程 系数 之 间 的 关系 写成 向 量 /和 矩阵 的 形式 








9 C11 *** Cig Z1 
02 C21 +++ C2q 22 
(15.4. 17) 
6, Cri +++ Crg Zq 





0 C z 
向 量 :包含 过 程 系数 的 乘积 和 过 程 系 数 本 身 ， 因 此 z 的 维 数 4 不 小 于 1。 
下 面 ， 假 设 参数 0, 已 经 通过 参数 估计 方法 获得 ， 现 在 感 兴趣 的 是 如 何 确定 过 程 系 数 p, o 
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因为 多 数 情况 下 关系 式 0 =f(p) 是 非 线 性 的 ， 因 此 上 述 问 题 没 有 一 般 的 解法 。 利 用 本 书 
论述 的 任何 参数 估计 方法 ， 一旦 确定 7 个 模型 参数 9,， 剩 下 的 问题 就 是 确定 /个 过 程 系 数 p,。 
对 未 知 的 过 程 系 数 p;,， 可 以 用 求解 非 线性 方程 组 0 = (pP) 的 方法 来 确定 它们 ， 即 求解 

p=f (0) (15. 4. 18) 
对 低 阶 的 模型 ， 也 就 是 一 阶 或 二 阶 模型 ， 上 面 的 方程 组 经 过 适当 的 努力 通常 是 可 以 求解 的 。 
但 是 ， 对 于 具有 更 多 参数 的 过 程 模型 ， 只 能 给 出 求解 的 基本 思路 。 
通常 ， 将 方程 组 改写 成 隐 式 方程 


















































qı 9ı C11 +++ Cig Z1 0 
92 9 C21 +++ C24 z2\) 0 
CE Rop Az : =. (15.4.19) 
qr 6, Cri +++ Crg Zq 0 
c a tal 
可 得 
q=0-Cz=0 (15. 4. 20) 
其 中 
z=g(p) (15.4.21) 
式 中 ， 需 要 求解 的 过 程 系数 为 
p=(pı P Pr)" (15.4.22) 
根据 隐 函 数 定理 ， 如 果 对 应 的 Jacobian 矩阵 有 
det Op £0 (15. 4.23) 





那么 对 于 含有 7 个 未 知 过 程 系数 p 的 非 线性 方程 组 在 po 的 邻 域内 是 可 解 的 ， 其 中 Jacobian 4E 
阵 写成 











CI 0 

dp1 Opi 071 

agt ae... Oe 
=, = dp2 9p2 dpa (15.4.24) 

U Mae Oe 

0g, 99 ðq, 


式 中 ，g 必须 是 连续 可 导 的 ， 且 r=71。 根据 这 点 可 以 导出 过 程 系 数 p 的 可 辨识 性 条 件 。 

根据 7 个 模型 参数 9,， 可 以 唯一 地 确定 1 个 过 程 参 数 p, 的 必要 条 件 是 ,+ =] AES pa 邻 
域内 Jacobian 矩阵 行列 式 (det@, ) 不 为 零 (Isermann, 1992), 

可 辨识 性 条 件 仅仅 陈述 在 一 般 情况 下 这 个 问题 是 否 可 解 ， 根 据 这 个 条 件 并 不 能 推导 出 特 
定 的 解 ， 仍 然 需 要 针对 未 知 过 程 参 数 ， 利 用 相应 的 方程 组 求解 方法 来 确定 未 知 的 过 程 系数 。 
对 此 ， 利 用 计算 机 代数 程序 可 帮助 求解 〈Schumann，1991 ) ， 也 可 参考 文献 (Isermann, 
1992) 中 的 一 些 范例 。 

另 一 种 不 同 的 方法 是 基于 相似 变换 的 方法 ， 见 式 (17.2.9) ~ 式 (17.2.11)。 这 种 方 
法 先 估计 用 状态 空间 表示 的 黑箱 模型 ， 然 后 利用 相似 变换 ， 将 模型 变换 成 与 物理 推导 的 状态 
空间 模型 相 匹 配 的 结构 ， 再 确定 模型 的 参数 (Parillo and Ljung, 2003; Xie and Ljung, 
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2002 ) 。 
$15.2 (根据 三 质量 振荡 器 连续 时 间 模 型 参数 来 确定 物理 过 程 系数 ) 





根据 传递 函数 的 估计 ， 用 符号 表示 的 传递 函数 ， 通 过 系数 对 比 ， 要 推 注 出 三 














的 物理 参数 是 不 可 能 的 ， 因 为 这 么 做 极为 复杂 ， 且 是 系统 物理 参数 的 非 线性 函数 。 
用 完全 的 状态 信息 ， 通 过 全 状态 矩阵 的 参数 化 ， 是 有 可 能 确定 物理 过 程 系数 的 。 











正如 第 17 u en 可 以 


é(t)= 2 7, e0- gi(t)) + n+ = Mult) 


011 012 013 


-d 
RO= F (Pu) — 2) + F O-O) + > Gal 


“Nm no —— 








621 022 023 


ba) = 2 (2) 90) + Gao 


031 032 
根据 模型 参数 估计 值 9,,…6,, 可 以 确定 物理 过 程 系 数 ， 分 别 如 下 : 


1 
Ji = — =12.2x10 kgm? 








013 
i N: 
6263 20087" i 
bee 交 N.m 


ĉi = 04, J1 = 2.4955 —— 
rad 





Fy = U =78 x 1073 kg.m? 
021 


Be oe te N. 
å, =; f =0.0017 E 
rad 


p A a N-m 
C2 = 622 Ja 二 1.9882 一 一 
rad 
fy = 2 =13.7 x 1073 kg.m? 
031 





S.N.m 
Tad 
本 例 中 估计 的 模型 参数 和 物理 过 程 系数 的 个 数 恰巧 相等 ， 但 这 并 不 是 必须 的 。 





da = = 63953 = = 0.0024 


15.5 ”部 分 参数 已 知 的 参数 估计 


现在 ,假设 参数 向 量 式 (15.1.1) 中 的 一 些 a, Ald, 是 已 知 的 
0 = (a) a2 Be by Dm)" 
这 些 已 知 的 参数 标记 为 a” Al bY 
这 样 ， 参 数 向 量 9 可 分 成 已 知 参数 向 量 9" 和 未 知 参 数 向 量 9， 记 作 
298 














质量 振荡 器 


然而 ， 利 
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25) 


26 ) 


27) 


28) 


29) 


.30) 


31) 


32) 


.33) 


.34) 


35) 














(15.5.1) 


= (pe) (15.5.2) 
在 相应 的 方程 组 中 ， 可 以 将 已 知 参 数 对 应 的 元 素 移 到 等 式 的 左 侧 


y(t) — PTD" = YTO O + e(t) (15.5.3) 

将 其 简 记 为 
F(t) =y- w(t) 0" (15.5.4) 

则 可 得 到 
F(t) = W'"(t)0'(t) + et) (15.5.5) 

及 其 向 量 形式 

y=W'0'+e (15. 5.6) 

由 此 可 导出 
6’ = (ww!) yT" (15.5.7) 





上 式 是 对 减少 的 参数 向 量 % ATL Va ES PC HE A BREW 以 及 增 广 的 输出 Y 运 用 参数 估计 方法 的 
结果 。 
文献 (Rentzsch, 1988) 利用 下 面 的 二 阶 过 程 
ary (t) 十 diy) 十 aoy( = bu (t) + boult) (15.5.8) 
研究 了 单个 先 验 已 知 的 参数 对 参数 佑 计 质 量 的 影响 ， 结 果 汇 总 如 下 ; 
o 一 个 参数 已 知 : 对 那些 估计 方差 相对 较 大 的 参数 ， 用 已 知 值 将 它 固定 住 ， 可 以 渐 近 地 
改善 参数 估计 ， 特 别 是 a, Mb, 的 先 验 知识 尤其 有 用 。 
e 多 个 参数 已 知 . 
- 与 前 面 所 述 的 只 有 一 个 参数 已 知 的 情况 相 比 ， 仅 当 a, Alb, 包括 在 已 知 的 参数 中 时 ， 
参数 的 渐 近 估计 质量 才能 得 到 改善 。 
- 已 知 的 参数 越 多 ， 收 敛 速度 越 快 。 
与 参数 完全 未 知 的 情况 相 比 ， 即 使 只 有 一 个 参数 的 先 验 信息 ， 参 数 估计 也 会 得 到 很 大 的 
改善 。 特 别 是 a, 的 先 验 信息 作用 很 大 。 对 于 更 多 参数 已 知 的 情况 ， 除 非 它们 的 精度 相对 较 
高 (如 上 面 考虑 的 例子 ,误差 小 于 5% ) ， 否 则 对 参数 估计 的 改善 不 大 。 



































15.6 小结 





对 于 连续 时 间 模 型 的 过 程 参数 估计 ， 一 般 可 以 采用 与 离散 时 间 系 统 模型 相同 的 方法 。 然 
而 ,问题 是 导数 的 计算 。 数 值 计算 方法 (比如 有 限 差分 法 ) 仅 能 用 于 低 阶 模型 ， 在 许多 情 
况 下 其 至 只 能 用 于 一 阶 模型 。 因 此 ， 可 以 使 用 本 章 介 绍 的 状态 变量 滤波 器 ， 用 作 确 定 ( 滤 
波 ) 信号 导数 的 工具 。 

状态 变量 滤波 器 的 传递 函数 必需 是 低 通 滤波 器 ， 如 Butterworth 滤波 器 。 截 止 频率 应 设置 
在 过 程 响应 最 高 频率 附近 ， 滤 波 器 的 阶 次 应 该 比 过 程 模 型 阶 次 高 两 阶 ， 同 时 也 是 确定 最 高 阶 
次 导数 的 需要 。 采 样 频率 应 该 接近 拐点 频率 的 约 20 售 。 需 要 注意 的 是 ， 滤 波 器 确定 的 是 滤 
波 后 信号 up(t). yp (i) 的 导数 ， 并 不 是 原始 信号 u(t), y(t) 的 导数 。 特 别 地 ， 大 的 噪声 会 
给 参数 估计 带 来 系统 误差 。 在 这 种 情况 下 ， 应 该 采用 一 致 的 参数 估计 方法 ， 如 辅助 变量 法 ， 
相关 分 析 法 和 和 迭代 优化 方法 等 。 在 文献 (Ljung, 2009) 中 通过 一 个 案例 研究 ， 对 不 同方 法 
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进行 了 比较 。 

一 种 有 效 的 备 选 方法 是 采用 并 联 模型 ， 并 通过 计算 输出 误差 y(1) -7y(1) 来 实现 ， 这 样 
可 以 避免 导数 的 计算 ， 但 必须 采用 迭代 优化 方法 ， 见 第 19 章 。 子 空间 方法 也 可 以 应 用 于 连 
续 时 间 系 统 ， 见 第 16 章 。 

还 可 利用 频 域 方法 来 确定 传递 函数 ， 然 后 再 获得 连续 时 间 微 分 方程 的 系数 ， 这 种 方法 也 
可 参见 专著 (Pintelon and Schoukens, 2001) 中 的 第 4 章 和 第 14 章 。 这 种 情况 下 。 获 得 参数 
传递 隐 数 的 同时 ， 还 能 获得 噪声 模型 估计 。 

最 后 ， 需 要 根据 模型 参数 导出 过 程 系 数 ， 通 常 这 需要 解 非 线性 方程 组 ， 本 章 给 出 求解 的 
指导 思想 和 必要 的 条 件 。 作 为 一 般 性 的 结论 ， 可 以 断言 ， 利 用 动态 特性 辨识 得 到 的 过 程 参数 
与 根据 稳 态 特性 辨识 得 到 的 过 程 参 数 相 比 要 多 得 多 。 另 外 ， 根 据 动 态 测 量 值 ， 过 程 系 数 是 否 
可 辨识 取决 于 过 程 输 入 和 输出 的 选择 与 利用 。 


























习题 


15.1 连续 时 间 模 型 I 

对 感 兴趣 的 辨识 问题 ， 采 用 连续 时 间 模 型 表示 的 理由 有 哪些 ? 

15.2 ”连续 时 间 模 型 I 

哪 种 方法 可 以 直接 用 于 辨识 连续 时 间 模 型 ? 

15.3 “导数 信息 

哪些 方法 能 为 本 章 所 讨论 的 参数 估计 方法 提供 导数 信息 ? 试 以 二 阶 微分 方程 为 例 ， 给 出 
相应 参数 估计 方法 所 需 的 导数 信息 。 

15.4 一 阶 系统 

针对 例 2. 1 中 的 温度 计 模 型 ， 先 估计 它 的 一 阶 离散 时 间 模 型 ， 再 转换 成 连续 时 间 模 型 ， 
试 确定 温度 计 模 型 的 增益 和 时 间 常 数 。 

15.5 一 阶 系统 

针对 例 2. 1 中 的 温度 计 模 型 ， 估 计 它 的 一 阶 连续 时 间 模 型 ， 再 与 它 的 时 间 响 应 直接 匹 
配 ， 试 确定 温度 计 模 型 的 增益 和 时 间 常 数 。 
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第 16 R 
于 空间 法 

















仅 当 输入 和 输出 信号 可 测量 时 ， 子 空间 法 才能 用 于 辨识 状态 空间 模型 。 因 为 状态 变量 不 
需要 测量 ， 辨 识 也 不 用 状态 变量 的 测量 值 ， 模 型 结构 不 可 能 是 唯一 的 ， 所 以 模型 要 经 过 了 
相似 变换 才能 确定 。 状 态 空间 辨识 有 一 些 特点 是 令 人 关注 的 ， 就 是 子 空间 辨识 在 辨识 过 程 中 
可 以 同时 确定 适当 的 模型 阶 次 ， 它 被 当 作 辨识 过 程 的 一 部 分 ; 另外 ， 这 种 方法 的 形成 从 一 开 
台 就 涵盖 了 多 输入 /多 输出 (MIMO) 系统 。 子 空间 法 的 发 展 简 史 可 参阅 文献 (Viberg and 
Stoica, 1996) 。 

引言 之 后 ， 将 介绍 两 种 不 同 的 子 空间 辨识 方法 。 首 先 ， 讨论 纯 确定 性 的 系统 ， 也 就 是 没 
有 噪声 作用 于 系统 的 情况 ,这 样 可 以 将 子 空间 辨识 的 概念 和 思路 讲 清楚 。 然 后 ， 再 讨论 更 为 
实际 的 情况 ， 也 就 是 测量 值 或 多 或 少 地 受到 噪声 的 影响 。 











16.1 引言 


为 了 推导 子 空间 辨识 方法 ， 首 先 回 顾 第 2 章 中 的 离散 时 间 状 态 空 间 方程 。 为 了 方便 起 
见 ， 将 方程 的 递 推 解 式 (2.2.32) MÈ (2.2.33) 重 写 如 下 . 











k-1 

x(k) = A'x(0) + X` A! Bu(i) (16.1.1) 
i=0 

y(k) = Cx(k) + Du(k) (16.1.2) 


基于 这 些 方程 ， 可 以 推导 出 关于 过 程 输入 /输出 特性 方程 ， 然 后 利用 这 些 方程 来 推导 辨识 方 
法 ， 以 便 获 得 仅 基于 输入 和 输出 测量 值 的 状态 空间 模型 。 
对 具有 上 大 个 采样 点 的 输入 序列 w， 对 应 的 输出 y 可 以 写 为 











y(0) C 
y(1) CA 
Wea CAR 

QBk 
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十 


D 0 0 
CB D 0 
D 


CAB 


Do ooo 


CA*-2B CA*-3B CAFB... 


u(0) 
u(1) 
u(2) 
(16. 1.3) 


u(k £ 1) 


ÍO ee 


Tk 


IOF, Æ D,CB,CAB, ---, CA'”B 称 作 Markov 参数 ( Juang, 1994; Juang and Phan, 


2006) 。 
时 移 a 个 采样 点 ， 上 面 的 方程 仍然 成 立 
y(d) u(d) 
y(d +1) u(d +1) 
= Omx(d) +T, . (16.1.4) 
yad k= TETEE 
ERDEP, EE Qu EKES A IPERE RE 
c 
CA 
Om =| CA’ (16. 1.5) 
ee 














假设 Qs 是 满 秩 的 ， 也 就 是 系统 是 可 观 的 。Qs 之 所 以 称 作 增 广 可 观 性 矩阵 ， 因 为 >n。 男 


外 ， 逆 向 增 广 可 控 性 矩阵 Qs 定义 为 
Os, = (A*'B AB --- AB B) 











同样 假设 它 是 满 秩 的 ， 意 味 着 系统 是 可 探 的。 最 后 ， 将 矩阵 史 
D 0 0 
CB D 0 


CB 
CA*-2B CA*-3B CAk-4B --- 
上 式 包含 系统 所 有 的 Markov 参数 ， 见 第 17 章 。 


写 
-0 
0 


为 了 简练 起 见 ， 将 输入 uC) MAh y) 分 成 两 组 ， 输 入 为 


uo u] U2 
ul U2 U3 
Uk—1 Uk 





Uk+1 …、 





j= 


( Uojk-1 
Ukl2k—1 


Uzk-ı U2k U2k+1 
输出 为 
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Uk Uk+ı Uk+2 °° 
Uk+1 Uk+2 Uk+3 °° 


(16. 1.6) 
成 
(16. 1.7) 
D 
uN-1 
uN 
AN (16.1.8) 
Uk+N-1 
Uk+N 
+++ U2k+N-2 





_/Y-\Y_/ Yok- 
7- (去 )= (ve) (16. 1.9) 
其 中 ， 下 标 “- ”表示 过 去 值 ， 下 标 “ + ”表示 将 来 值 。 这 种 特殊 结构 的 矩阵 称 作 Hankel 


矩阵， 党 着 (OR) 对 角 线 对 称 的 元 素 是 相同 的 (Golub and van Loan, 1996) 。 
上 述 关 系 和 定义 可 以 将 输入 u 和 输出 y 的 过 去 值 和 将 来 值 联系 起 来 ， 得 到 如 下 关系 : 





Y_ = OQpkX_ + RU (16. 1. 10) 
Y+ = QBpkX+ + KU+ (16. 1.11) 
其 中 , X RNMARKAEE 
X- = (x(0) x(1) --- x(k -1)) (16. 1.12) 
类 似 地 , X, 表示 将 来 状态 矩阵 
X+ = (x(k) x(k + 1) + x(2k)) (16.1.13) 
TRASTEME X_ MX, 的 关系 为 
X, = AFX_ + O5,U_ (16. 1. 14) 
如 下 假设 是 必需 的 : 
o X WEA n => 系统 被 充分 激励 ,并 记录 大 个 采样 数据 ,上 要 大 于 系统 状态 矩阵 的 维 
数 m。 
o U WIREX 2kn, k > n => 系统 被 2n 阶 持续 激励 。 





è spanX,NspanU, = 由 => X, 和 UU, 的 行 问 量 是 线性 无 关 的 ， 因 此 系统 必须 是 开 环 的 。 

这 种 方法 的 主要 缺点 是 不 适用 于 闭环 系统 辨识 ， 因 为 反馈 导致 输入 和 输出 之 间 的 相关 
性 。 类 似 于 第 13 章 中 的 描述 ， 这 时 可 以 采用 其 他 的 一 些 方法 。 第 一 种 方法 ， 忽 略 反 馈 回 路 
的 影响 ,并 且 希 望 由 于 输入 和 输出 之 间 可 能 的 相关 性 导致 的 辨识 误差 可 以 小 到 能 接受 的 地 
步 。 第 二 种 方法 ， 先 辨识 闭环 动态 特性 ， 然 后 利用 控制 器 的 传递 函数 来 确定 开 环 动态 特性 。 
最 后 一 种 方法 ， 也 可 以 采用 输入 -输出 联合 方法 (Katayama and Tanaka, 2007) 。 

此 外 ， 还 有 一 些 改进 的 子 空间 辨识 方法 可 用 于 闭环 系统 。 比 如 ， 文献 (Ljung and Me- 
Kelvey, 1996) 提出 一 种 思想 ， 它 是 基于 利用 高 维 的 中 间 ARX 模型 ; 文献 (Verhaegen, 
1993; Chou and Verhaegen, 1999; van Overshee and de Moor, 1997; Lin et al, 2005; Jansson, 
2005) 还 介绍 了 其 他 一 些 方法 ; 文献 (Chiuso and Picci, 2005) 探讨 了 闭环 系统 子 空间 辨识 
算法 的 一 致 性 。 

根据 式 (16.1.10), X 可以 确定 为 

X_ = Qk Y- - QB TU- (16.1.15) 





利用 式 〈16.1.14) ， 有 
X+ = (Qs At Om! Tr AF On!) a 


L- 


(16.1.16) 








W_ 
式 中 ， 过 去 的 输入 和 输出 结合 写成 
U_ 
w= (7) (16. 1. 17) 
类 似 地 ， 将 来 的 输入 和 输出 可 以 结合 写成 W, 。 
根据 式 (16.1.11),， 有 
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Y} = QBprX+ + FU+ = QprL_-W + F,U4 (16. 1. 18) 

这 样 就 可 以 确定 系统 的 状态 变量 数 。 状 态 和 矩阵 于 的 秩 为 n， 因 为 它 的 维 数 为 n xk(k>n)， 
T n xk 维和 矩阵 4 的 秩 最 多 取 m Fn 的 较 小 者 ， 即 rankA <min(m,n) 。 

不 幸 的 是 , X, 是 未 知 的 ， 只 有 UM YEE, WEU, UMAY, 中 消去 ， 则 通过 
对 了 , 秩 的 分 析 可 以 直接 推 peo 下 .的 秩 2， 因 为 假如 CREA m, A SEREF x m AE OC 矩阵 
的 乘积 满足 rankCA = rankA 。 结果 可 以 用 到 这 个 问题 上 。 由 于 假设 系统 是 可 观测 的 ， 所 
以 Os 是 满 秩 的 。 因 此 ， ee een ae SERA BA no 

现在 的 问题 是 ， 如 何 能 消去 U, X Y, 的 影响 ， 这 可 以 利用 所 谓 的 子 空间 法 来 实现 。 下 
面 简 单 介绍 子 空间 的 一 般 概 念 之 后 ， 将 介绍 这 种 子 空 间 法 。 











16.2 子 空间 


在 进一步 讨论 辨识 方法 之 前 ， 先 介绍 矩阵 子 空间 及 在 和 矩 阵子 空间 上 投影 的 概念 。m xm 
维 的 任意 实 和 矩阵 4 可 以 写成 


A= = (C1 C2 +++ Cn) (16.2.1) 


其 中 , fFer, eR”, Site, eR, BERITE E hT r, 张 成 ， 即 空间 的 所 有 
点 都 可 以 表示 成 行 向 量 r, 的 线性 组 合 ， FIREA EROI Z iA 由 列 向 量 c, 张 成 。 行 空间 和 列 空 
间 都 是 4 的 子 空间 。 

现在 ,介绍 在 矩阵 子 空间 上 的 正 交 投影 。 对 于 向 量 f 在 矩阵 4 行 空 间 上 的 投影 ， 就 是 用 
JERE A 和 向量 r, 的 线性 组 合 来 表示 f， 即 表示 成 


7 m 
= 2ur = 8A (16. 2.2) 


其 中 ,投影 后 的 变量 记 为 [。 这 个 投影 可 以 写成 
f/A=gA = fA'(AA") A (16. 2.3) 
从 问 量 了 的 投影 可 直接 推广 到 和 矩阵 的 投影 
人 投影 是 向 量 / 先 投影 到 4 AB KASN (joint space) 上 ， 然 后 仅 取 留 在 4 子 空间 中 
的 那 部 分 。 更 正式 的 说 法 是 ,向量 沿 着 如 行 空间 的 方向 在 4 行 空间 上 的 投影 。 这 个 投影 
可 以 写成 











S/BA = gA = f(A" 3) (Gar a 


AAT AB"\'(A 
= f(A BY) (Zar oa" ) (4 ) 


其 中 ， 零 矩阵 0 与 矩阵 如 是 同 维 的 ， 召 表示 删 去 这 一 项 ， 用 同 维 数 的 零 矩 阵 代 替 。 这 样 ， 


(16. 2.4) 





O FARE: SCRA X., 
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等 同 于 


BAT BB" 
其 中 ,A 是 mxn HAERE, IRRE, el ey Bb th YE Petey BIER I A He 0 


f/pA=gA=f(A" a)(( ae A (16.2.5) 
保留 前 m 列 








16.3 子 空 间 辨识 


如 果 输 入 和 输出 按 式 (16.1.8) 和 式 (16.1.9) 那样 进行 分 组 ， 那 么 对 ( 几乎) 没有 
噪声 的 情况 可 以 按 下 式 处 理 


r/o (7) = 2t- Y) = Omx+ =P (16.3.1) 


这 是 N4SID 算法 (状态 子 空间 辨识 数值 算法 ) 的 基本 实现 途径 (van Overshee and de Moor, 
1994) 。 
斜 投影 也 可 以 利用 QR 分 解 得 到 ， 记 作 


A Rı 0 0 r 
W- |=| Ra Ra 0 || a! (16.3.2) 
Y, R31 R32 R33 0, 


U_ 
P= rai. (¥ = R32 R}, W- (16. 3.3) 


这 是 MOESP (多 变量 输出 误差 状态 空间 ) 算法 的 基本 思想 (Verhaegen, 1994)。 

矩阵 了 包含 增 广 可 观 性 矩阵 Qs 和 状态 矩阵 对 ,的 所 有 信息 。 此 外 ， 还 可 以 利用 P 了 来 确 
定 状 态 的 个 数 n， 因 为 P 和 处 ,具有 相同 的 秩 。 这 些 信息 可 以 利用 对 和 矩阵 了 进行 SVD 分 解 
得 到 





其 解 可 以 写成 








T 
P = UZV" = (U, (7 © Gr). HNA i,j ALi > Loy (16.3.4) 
2 2 


其 中 ,5 AS, 是 对 角 和 矩阵 ， 且 3 对 角 线 上 的 元 素 远 大 于 马 对 角 线 上 的 元 素 。 无 噪声 的 情 
况 下 后 者 应 该 为 零 ， 即 马 =0， 有 噪声 的 情况 下 多 少 会 偏离 零 。 根 据 和 矩阵 X (n xn) 的 维 数 
可 以 确定 系统 的 状态 个 数 。 
将 奇异 值 0 按 降序 排列 ， 使 用 者 自行 选择 一 个 浆 值 ， 以 便 将 奇异 值 ci; 分 成 “ 较 大 ”和 
“ 较 小 ”的 两 类 ? 。 一 旦 选 定 阔 值 ， 系 统 状 态 的 个 数 也 就 确定 下 来 。 
下 面 ， 利 用 测量 数据 可 以 获得 增 广 可 观 性 矩阵 Qs 和 状态 矩阵 耳 , ， 它 们 可 以 写成 
Om =U, E177 (16.3.5) 
X, =T}. (16.3.6) 
其 中 ，7 为 相似 变换 矩阵 ， 而 且 它 是 存在 的 。 相 似 变换 矩阵 T 的 存在 可 以 容易 地 解释 为 : 



































x, 0 
O 译 者 注 : 原文 误 为 特征 值 o, MERRE O; 0; wu, 2 Joa 线 元 素 。 
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为 仅 根 据 输 入 和 输出 测量 数据 ， 所 以 只 能 获得 n 个 状态 的 信息 ， 但 不 能 确定 状态 与 输入 和 输 
出 存在 怎么 样 的 关系 。 

有 几 种 方法 可 以 用 来 确定 OaM X, 与 状态 空间 模型 的 系数 矩阵 4 BC AD 之 间 的 关 
系 。 下 面 介绍 其 中 的 两 种 ， 但 实际 上 决 不 仅仅 只 有 这 两 种 。 

观察 0w 的 结构 





C 
C4 
Om = | CA’ (16.3.7) 
a 1 
可 以 注意 到 Ou HIRT p ITEA C Oh 
€ C 
C4 C4 
Qn, = On A, Hp Op, = er , One = Fr (16.3.8) 
cari -CAL 
式 中 ， 妃 表示 删 掉 前 7 行 ，CA“-! 表 示 删 掉 后 + 行 。 这样， 矩阵 4 矩 就 可 确定 为 
A = Os} Qn, (16.3.9) 


矩阵 召 和 万 可 以 用 如 下 的 方法 确定 : 除了 在 列 空间 上 的 投影 外 ， 再 定义 在 正 交 列 空 间 上 的 
j 影 为 On. =1-Qy.(OnQn,)” Ons 由 此 可 推 导出 
Ov Yt = Onn = owth on) (16.3.10) 


利用 最 小 二 乘 方 法 ， 即 可 确定 B 和 DD。 
另 一 种 方法 是 基于 状态 方程 式 (16.1.1) MER (16. 1.2)， 对 某 个 采样 时 刻 ， 将 状态 方 
程 和 输出 方程 写成 











Xt=AX+BU (16.3.11) 
Y=CX+DU (16. 3. 12) 
其 中 
U = (uk Uk41 Uk+2  Ur+N-ı) (16. 3. 13) 
Y = (yk Yeti Yk+2 +++ Yk+N-1) (16. 3. 14) 
X = (Xk Xk41 Xk42 +++ X+N-1) (16. 3. 15) 
Xt = (Xk41 Xk42 X43 t Xk4n ) (16.3.16) 
唯一 未 知 的 是 在 上 +1 时 刻 的 状态 X, HF 
有 HHN = OpniX* — TN- Uk+ik+N (16.3. 17) 
可 以 得 到 
ATS Os.n-ı' Yk+ilk+N = QB n-i In-ıÜktılktNn (16.3.18) 


现在 ， 所 有 的 项 都 已 求 得 ， 可 以 利用 最 小 二 乘法 ， 求 解 如 下 方程 组 


($ )=(e5)(z) (16.3.19) 





308 


并 确定 状态 空间 模型 的 所 有 参数 矩阵 。 
在 存在 噪声 的 情况 下 ， 应 该 选择 带 有 噪声 的 增 广 状态 空间 模型 作为 基本 模型 结构 














x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + wk) (16. 3. 20) 
y(k) = Cx(k) + Duck) + v(k) (16. 3. 21) 
其 中 ， 噪 声 的 统计 特性 为 
上 (人 )(ar 用 = ( 8 p PO (16.3.2) 
第 一 种 方法 很 容易 理解 ， 但 是 有 偏 的 。 首 先 ， 采 用 斜 投影 来 确定 
Pk = Y+/u;W- (16. 3. 23) 
Pr+ı = Y} /uzWE (16. 3. 24) 





其 中 ， 上 标 “-” 和 “+” 表 示 和 抑 阵 在 相应 的 方向 上 减少 或 增加 一 行 。 因 此 ， 利 用 奇异 值 
Pr = USVT (16. 3.25) 
可 以 确定 

Om =U, 81T (16. 3. 26) 
QBN-!1 = QBpn (16. 3.27) 

并 以 此 确定 状态 序列 
Xn = Qen Pn (16.3.28) 
Xn4i = QBN- Pati (16.3.29) 


接 下 来 ， 可 以 确定 状态 空间 模型 的 参数 ， 首 先 求解 如 下 方程 : 


EHE) a 


其 中 ， 噪 声 模型 的 参数 可 以 利用 残 差 矩阵 4 求 得 


DROLE an 


式 中 ， 对 于 无 限 长 的 采样 ， 期 望 值 可 以 由 时 间 均 值 确定 。 该 算法 由 文献 (van Overshee and 
de Moor, 1994) 给 出 ， 不 过 多 数 情况 下 ， 它 是 有 偏 的 。 仪 当 采 样 时 间 趋 向 无 限 ， 且 系统 是 
完全 确定 性 的 〈 即 无 噪声 ) ， 或 输入 二 是 白 噪 声 时 才 是 无 偏 的 。 在 大 多 数 情 况 下 这 些 条 件 都 
不 能 得 到 保证 。 

文献 (van Overshee and de Moor，1996b) 也 论述 了 对 噪声 相对 不 敏感 的 其 他 一 些 算法 。 
下 面 将 概要 讨论 其 中 的 一 种 算法 。 如 果 把 将 来 的 输出 投影 在 过 去 的 输入 和 输出 以 及 将 来 的 输 
入 构成 的 空间 上 ， 可 得 到 









































zi = Ya/( o ) = OmX_ + RU: (16. 3. 32) 
对 下 一 时 刻 ， 也 有 同样 的 关系 
二 x 
Zk+ı = rr/( ie ) = Ipa-)Artı + K-ı UL (16. 3. 33) 





那么 状态 佑 计 可 以 利用 状态 观测 器 获得 ， 且 应 该 只 跟随 确定 性 部 分 的 动态 特性 ， 也 就 是 应 该 
遵循 如 下 的 差分 方程 : 
309 


Xrrı = AXk + BU; + ow (16. 3. 34) 


Y = CX; + DU + 0, (16. 3. 35) 

根据 式 (16.3.32) 和 式 (16. 3.33), AIG 
Xr = On (Ze — Ur) (16. 3. 36) 
Xrrı = Opa (Beri - -1 UF) (16. 3. 37) 


利用 式 (16. 3.34) 和 式 (16. 3.35), 443] 


(pent 2) = ie ) Or! Zy 


B| Qpa—1)' Tk-1) 一 en by (16. 3. 38) 
at (DW) -C Or Ty KEN G 


K 
利用 最 小 二 乘法 求解 这 个 方程 ， 可 以 得 到 4 .下 和 无 ， 其 中 噪声 ev 和 e 先 把 它们 看 作 当 前 
尚未 确定 的 残 差 。 根 据 多 的 信息 ， 可 以 确定 B 和 D。 最 后 一 步 再 确定 残 差 @w 和 0%.， 以 此 可 
求 得 噪声 协 方差 。 





16.4 利用 脉冲 响应 进行 辨识 


系统 的 脉冲 响应 总 是 可 以 测量 的 ， 尤 其 是 在 机 械 系 统 的 模 态 分 析 中 。 举 例 说 明 ， 用 重 锤 
击 打 机 械 系统 ， 然 后 测量 系统 不 同 结构 部 位 引起 的 加 速度 ， 就 可 以 得 到 脉冲 响应 序列 。 
Ho - Kalman 方法 (Ho and Kalman, 1966) 就 可 以 直接 利用 这 些 脉 冲 响 应 测量 值 ， 也 可 参阅 
文献 (Juang, 1994), 

E E on ee 可 以 表示 成 

ü= ,大 一 0 
wie 1B, k =1,2,- 

ME, Ver RN et (A A EAR AS 28 [a] I SR, HA, EE D 可 以 直接 由 下 
式 确定 

















(16.4.1) 




















D= Go (16.4.2) 
然后 ， 基 于 Hankel HERE BAM A, BAC, XE, Hankel 481% Je LON 
人 
C2 G3 G4 © Giy 
Hy, =| G3 % Gs Or (16. 4.3) 


Gk Gk+1 Gk+2 + Gk+l+1 


HJ IL, Hankel 矩阵 可 以 写成 可 控 性 矩阵 和 可 观 性 矩阵 的 乘积 








Hy) = OpkOsl (16. 4.4) 
利用 奇异 值 分 解 ， 将 Hankel 和 矩阵 分 解 成 
Hy =UEV'= (U, v)(7 0 > Gr) HY, = 0 (16. 4.5) 





i ay AM, TE ED eS, Td 29 oT as eT SOE RE 





Qs = DZEL27 (16.4.6) 


Qs = T5} yI (16. 4.7) 
由 此 ， 可 确定 所 需 的 系数 矩阵 
A = Os! Ong (16. 4.8) 
B = Os(l:n,1:m) (16.4.9) 
C = Oz(1: p,1:n) (16. 4. 10) 





HP, ERE B I C feo al MY PEPEE A EF ERRERA 


16.5 原始 形式 的 一 些 改进 


对 子 空间 辨识 的 原始 形式 可 以 有 很 多 改进 ， 比 如 可 以 弟 推 地 求解 子 空间 辨识 问题 
(Houtzager et al，2009) 。 这 样 ， 即 使 有 大 量 的 参数 需要 估计 ， 算 法 仍然 可 以 用 于 实时 应 用 
场合 。 文 献 (Massiono and Verhaegen, 2008) 给 出 了 一 种 用 于 大 规模 系统 的 方法 。 

子 空 s 间 辨识 也 可 以 用 于 频 域 辨识 (van Overshee and de Moor，1996a) ， 其 思想 是 在 频 域 
中 将 状态 空间 模型 写成 














sx(s) = Ax(s) + Bly (16. 5.1) 

g(s) = Cx(s) + DI„ (16. 5.2) 

因为 频 域 中 输入 zx(s) 选 成 适当 维 数 的 单位 矩阵 五 ， 所 以 输出 y(s) 可 以 表示 系统 的 脉冲 
响应 。 这 样 ， 可 构成 如 下 数据 矩阵 : 





g (iw1) g iwz) gi g(ion) 
(iw) g (iw1) (ioz)g(ioz) … (iwy)g (ion) 
$ = : . (16.5.3) 
ia) g (i@1) iw) gliw) +++ (on)?! glon) 
All 
In Im sae In 
(i@1) Im (i@2)Im  (Gon)Im 
4 = , : : (16.5.4) 
iw)? Im iwz)! 天 ie ioy)! Im 
以 及 
X = (xliv) x(iw2) «++ x(ion)) (16.5.5) 
利用 这 些 和 矩阵 ， 可 以 根据 前 面 论述 的 经 典 方法 ， 也 就 是 利用 SVD 分 解 ， 可 得 到 





H/I = USV! = =(U, (T s) HH i JAD i > 了 2j; (16.5.6) 

并 像 上 面 所 描述 的 那样 进行 处 理 。 不 过 ， 和 矩阵 有 可 能 会 是 病态 的 ， 对 此 文献 (van Overshee 
and de Moor, 1996a) 给 出 了 另外 一 种 替代 方法 。 文 献 (Bauer, 2005) 讨论 了 子 空间 估计 方 
法 的 渐 近 性 质 。 

例 16.1 (三 质量 振荡 器 的 子 空间 辨识 ) 

在 这 个 例子 中 ， 利 用 N4SID 算法 来 辨识 三 质量 振荡 器 的 模型 。 

例 中 ， 利 用 PRBS 信号 〈 见 第 6. 3 节 ) 对 过 程 进 行 激励 ， 过 程 的 输入 是 作用 在 第 一 个 质 
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量 块 上 的 扭矩 M,,， 输 出 是 第 三 个 质量 块 的 角速度 wo; =o, WE 16. 1 所 示 。 离 散 时 间 模 型 
估计 的 一 个 重要 问题 是 采样 频率 ， 在 采样 时 间 为 T, =0.003 s 的 情况 下 ， 采 集 三 质量 振荡 器 
的 数据 ， 这 种 采样 速率 过 高 了 ， 得 到 的 结果 并 不 理想 。 因 此 ， 将 采样 速率 降低 W=6 倍 ,使 
采样 时 间 为 m =0.018 s。 

















My [N-m] 


@, [rad/s] 





2 4 1 
0 [s] 6 8 0 








图 16.1 基于 N4SID 算法 ， 用 于 三 质量 振荡 器 离散 时 间 模 型 参数 估计 的 输入 和 输出 信和 号 

为 了 判断 估计 模型 的 质量 ， 对 离散 时 间 模 型 的 频率 响应 和 利用 正 交 相关 分 析 法 直接 测量 
的 频率 响应 〈 见 第 5.5.2 节 ) 进行 比较 ， 图 16. 2 给 出 的 比较 结果 ， 表 明 估 计 模 型 具有 很 好 
的 精确 度 。 









































16.6 用 于 连续 时 间 系 统 


上 而 讨论 的 方法 一 般 也 可 以 用 于 连续 时 间 系 统 ， 参 见 文献 (Rao and Unbenhauen, 
2006) 。 这 种 情况 可 以 采用 如 下 方程 


Y; = Tii X + TaiUi (16.6.1) 
并 以 
X = (x(t) x(t) --- x(tw)) (16. 6.2) 
为 基 ， 且 有 
u(t) -> u(ty) 
W(t) … u(ty) 
U; = : : (16. 6.3) 


uD (t1) --- wu den) 
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|GGi)| [dB] 


LG(iw) [°] 


及 





10° 











y) +++ y(tw) 
yt) … (ty) 





(16.6.4) 


YED (t) e yEy) 





可 以 看 到 ， 这 种 方法 的 问题 是 如 何 获得 相应 阶 的 导数 ， 然 后 即 可 构造 增 广 可 观 性 矩阵 


和 增 广 可 控 性 矩阵 


Qs = 


C 
CA 
O5 = : 
cal! 
D 0 


CAI?B CAB -> 


(16.6.5) 
: (16.6.6) 
D 
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利用 这 些 和 矩阵 ， 就 可 以 利用 上 面 所 述 的 基于 子 空间 的 方法 。 


16.7 小 结 





本 章 介 绍 了 基于 子 空间 的 方法 ， 即 所 谓 的 子 空间 法 。 子 空间 法 不 仅 可 以 用 于 辨识 单 变量 
系统 ， 也 可 以 用 于 辨识 多 输入 多 输出 (MIMO) 系统 ， 见 第 17 章 。 这 种 方法 最 大 的 好 处 是 
不 需要 先 验 假设 ,而 且 模 型 阶 次 的 确定 是 作为 辨识 过 程 的 一 部 分 的 。 此 外 ， 不 需要 知道 状态 
的 初始 条 件 和 状态 与 系统 输入 /输出 特性 之 间 的 关系 ， 就 能 辨识 状态 空间 模型 。 带 来 的 代价 
是 ， 状 态 和 状态 空间 模型 的 状态 变量 和 系数 和 矩阵 要 经 过 相似 变换 了 才能 完全 确定 。 除 了 适 
当选 择 相似 变换 矩阵 TT 外 (但 实现 有 困难 )， 很 难 再 引入 其 他 形式 的 先 验 信息 。 这 种 方法 不 
能 直接 用 于 非 线 性 模型 ， 而 日 算法 的 基本 形式 要 求 系统 必须 是 开 环 的 。 类 似 于 经 典 的 最 小 二 
乘法 ， 子 空间 法 的 优点 是 不 需要 迭代 计算 。 对 数据 序列 长 度 上 的 选择 ， 一 般 建议 要 大 于 模型 
BK n 的 2~3 倍 。 关 于 子 空间 辨识 的 使 用 者 选择 ( 自 定义 参数 ) 的 一 些 初步 研究 可 参见 文 
献 (Ljung, 2009), 
































习题 


16.1 子 空间 辨识 I 

为 什么 利用 子 空间 法 辨识 获得 的 状态 空间 模型 要 经 过 相似 变换 了 才能 完全 确定 ? 
16.2 TZEAR I 

本 章 介 绍 的 原始 子 空间 辨识 算法 能 用 于 闭环 系统 吗 ? 为 什么 ? 


参考 文献 


Bauer D (2005) Asymptotic properties of subspace estimators. Automatica 41(3 ) : 359 - 376 

Chiuso A, Picci G (2005) Consistency analysis of some closed-loop subspace identification 
methods. Automatica 41 (3) : 377 -391 

Chou CT, Verhaegen M (1999) Closed-loop identification using canonical correlation analysis. 
In; Proceedings of the European Control Conference 1999, Karlsruhe, Germany 

Golub GH, van Loan CF (1996) Matrix computations, 3rd edn. Johns Hopkins studies in the 
mathematical sciences, Johns Hopkins Univ. Press, Baltimore 

Ho BL, Kalman RE (1966) Effective construction of linear state variable models from input/ 
output functions. Regelungstechnik 14.545 - 548 

Houtzager I, van Wingerden JW, Verhaegen M (2009) Fast-array recursive closed loop sub- 
space model identification. In; Proceedings of the 15th IFAC Symposium on System Identification , 
Saint-Malo, France 

Jansson M (2005) A new subspace identification method for closed loop data. In; Proceedings 
of the 16th IFAC World Congress 

Juang JN (1994) Applied system identification. Prentice Hall, Englewood Cliffs, NJ 
314 


Juang JN, Phan MQ (2006) Identification and control of mechanical systems. Cambridge Uni- 
versity Press, Cambridge 

Katayama T, Tanaka H (2007) An approach to closed-loop subspace identification by orthogo- 
nal decomposition. Automatica 43(9) : 1623 - 1630 

Lin W, Qin SJ, Ljung L (2005) Comparison of subspace identification methods for systems op- 
erating in closed-loop. In; Proceedings of the 16th IFAC World Congress 

Ljung L (2009) Aspects and experiences of user choices in subspace identification methods. 
In; Proceedings of the 15th IFAC Symposium on System Identification, Saint- Malo, France, pp 
1802 - 1807 

Ljung L, McKelvey T (1996) Subspace identification from closed loop data. Signal Process 52 
(2): 209 -215 

Massiono P, Verhaegen M (2008) Subspace identification of a class of large-scale systems. 
In; Proceedings of the 17th IFAC World Congress, Seoul, Korea, pp 8840 -8845 

van Overshee P, de Moor B (1994) N4SID : Subspace algorithms for the identification of com- 
bined deterministic-stochastic systems. Automatica 30 (1): 75 -93 

van Overshee P, de Moor B (1996a) Continuous- time frequency domain subspace system 
identification. Signal Proc 52(2): 179 - 194 

van Overshee P, de Moor B (1996b) Subspace identification for linear systems; Theory- im- 
plementation- applications. Kluwer Academic Publishers, Boston 

van Overshee P, de Moor B (1997) Closed loop subspace systems identification. In; Proceed- 
ings of the 36th IEEE Conference on Decision and Control, San Diego, CA, USA 

Rao GP, Unbehauen H (2006) Identification of continuous-time systems. IEE Proceedings 
Control Theory and Applications 153(2) ; 185 - 220 

Verhaegen M (1993) Application of a subspace model identification technique to identify LTI 
systems operating in closed-loop. Automatica 29(4) : 1027 - 1040 

Verhaegen M (1994) Identification of the deterministic part of MIMO state space models given 
in innovations form from input-output data. Automatica 30(1) : 61 -74 


Viberg M, Stoica P (1996) Editorial note. Signal Proc 52(2); 99 - 101 


315 


第 17 & 
多 输入 多 输出 系统 的 参数 估计 





在 多 输入 多 输出 ( MIMO) 系统 辨识 中 ， 选 择 适 当 的 模型 结构 是 很 重要 的 ， 因 为 它 决定 
辨识 参数 的 个 数 。 因 此 ， 本 章 将 会 讨论 用 于 描述 MIMO 系统 的 不 同 模型 结构 。 

由 于 模型 结构 和 辨识 方法 很 多 ,而且 还 存在 许多 变型 ， 所 以 本 章 不 能 一 一 讨论 ， 主 要 将 
集中 讨论 几 种 模型 结构 ， 它 们 已 被 证 实 比较 适用 于 MIMO 系统 辨识 。 如 果 要 辨识 的 是 输入 / 
输出 模型 ， 那 么 选用 P 规范 型 和 简化 的 P 规范 型 结构 作为 辨识 模型 结构 是 很 适合 的 。 然 后 ， 
将 介绍 几 种 不 同形 式 的 MIMO 系统 状态 空间 模型 表示 ， 实 际 上 就 是 介绍 可 观 规范 型 和 可 控 规 
范 型 模型 。 此 外 ， 还 将 讨论 如 何 将 状态 空间 模型 转换 成 输入 /输出 模型 ， 同 时 还 将 讨论 利用 
脉冲 响应 和 相应 的 Markov 参数 表示 的 模型 。 

前 面 已 经 介绍 过 的 许多 用 于 单 输入 单 输出 (SISO) 系统 的 辨识 方法 ,它们 也 可 以 用 于 
MIMO 系统 辨识 。 一 种 最 基本 但 很 耗 时 的 方法 是 ， 逐 个 激励 MIMO 系统 的 各 个 输入 ， 按 SISO 
模型 逐个 辨识 系统 的 每 个 输入 /输出 动态 特性 。 然 而 ， 如 果 能 同时 激励 所 有 的 输入 ， 则 可 以 
节省 很 多 时 间 。 输 入 信号 必须 满足 一 定 的 特性 ， 以 便 适应 于 所 用 的 辨识 方法 。 基 于 这 点 考 
虑 ， 本 章 将 讨论 一 种 基于 PRBS 信号 生成 正 交 测试 信号 的 方法 ， 然 后 讨论 相应 的 可 用 于 MI- 
MO 系统 的 辨识 方法 ， 比 如 相关 分 析 法 和 基于 最 小 二 乘 的 参数 估计 方法 。 





17.1 传递 函数 模型 

















TE, FERS p AIRA u, 和 个 输出 y 的 线性 过 程 。 如 果 将 每 个 输出 ” 表示 为 各 输 
A u; 作用 于 部 分 传递 函数 C; 的 分 量 之 和 ， 则 可 得 到 如 下 的 广义 传递 函数 矩阵 模型 ; 

yı Gi, G +++ Gip u 
y2 G2, Go +++ Gap U2 

: a : : (17.1.1) 
Yr Gri Gr2 +++ Grp up 

— N m N 

y(z) G(z) u(z) 


对 输入 和 输出 个 数 相等 (r =p) 的 情况 ，G 是 一 个 方 阵 。 对 于 p=2, r=2, K 17.1 给 出 相 
应 的 了 规范 型 模型 结构 ， 其 他 的 规范 型 模型 结构 ， 如 V 规范 型 ， 可 以 将 它 转换 成 P 规范 型 

结构 (Schwarz, 1967, 1971; Isermann, 1991), 
NER BER ER ROH BETS ICG, FB ER AY Pe PR, IRA Ee was BI P 规范 型 ， 与 系 
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u, 


























图 17.1 具有 p=2 个 输入 , r=2 个 输出 的 MIMO 过 程 ， 传 递 
函数 用 P 规范 型 表示 




















统 结 构 无 关 。 在 很 多 情况 下 ， 各 个 传递 函数 6; 含 有 公共 的 部 分 ， 使 传递 函数 矩阵 G 的 参数 
个 数 增加 太 多 。 此 外 ， 由 于 式 (17.1.1) AE 6 构成 关于 参数 线性 的 方程 误差 ， 这 种 非常 通用 的 
传递 函数 矩阵 表示 不 适合 用 于 参数 估计 。 不 过 ， 它 可 以 用 作 非 参数 模型 表示 的 模型 结构 。 

如 果 传 递 函 数 都 作用 于 同一 | 那么 可 以 采用 如 下 简化 的 模型 结构 ( 见 图 17. 2) 


























P B; 
-Lon DI (17. 1.2) 
这 时 模型 拥有 共同 的 分 母 多 项 式 ， 即 A =A, 
(17. 1.3) 
图 17.2 具有 p=2 个 输入 , >=2 个 输出 的 MIMO 过 程 ， 传 递 函数 用 
简化 的 P 了 规范 型 或 矩阵 多 项 式 形式 表示 
在 这 种 情况 下 ， 简 化 的 P 规范 型 传递 函数 模型 可 写成 
A10...0 yı By Bı2 +++ Bip ul 
0 Aa 0 z| Ba Baz ++- Bop U2 
u l aA | ; (17.1.4) 
0 0 Ar Yr Byı Bra ++: Brp Up 
A M m N 
A(z-!) y(Z) B(z-!) u(z) 
或 
y(z) = AHDB (zuz) (17. 1.5) 
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GCC)=4- CD)B(C 一 ) (17. 1.6) 
如 果 输 出 y(k) 受 到 如 下 统计 独立 的 噪声 干扰 
n(z) = Gu(z)v(z) (17.1.7) 
其 中 
v(z)" = (v1 (z) v2(z) = vr (z)) (17. 1.8) 
HS ATZE PR RUE PERRA EK 
Y(Z) = G(z)u(z) + Gy(z)v(z) (17. 1.9) 


17.1.1 SORES Sistem 
男 一 种 的 传递 函数 表示 是 矩阵 多 项 式 模型 











A(z )y(z) = B(z ulz) (17. 1.10) 

其 中 ， 和 矩阵 多 项 式 为 
A(z!) = Ao Aiz lt + Amz (17.1.11) 
B(z1) = Bo + Biz) +: + Bmz™ (17.1.12) 






































如 果 A(z!) ERA ELDR, REN (17. 1.4) ， 那 么 系统 是 简化 的 P 规范 型 结构 。 
同样 ， 也 可 以 包含 品 声 项 ， 写 成 
4(-Dy(z) = Bl u(r) + DETI). (17.1.13) 


17.2 状态 空间 模型 


下 面 将 介绍 以 状态 空间 形式 表示 的 几 种 不 同 模型 。 第 2. 1. 2 节 和 第 2. 2. 1 节 已 经 对 一 般 
的 状态 空间 形式 作 过 介绍 ， 这 里 只 是 简单 涉及 一 下 ， 主 要 注意 力 将 放 在 状态 空间 模型 参数 矩 
阵 和 参数 向 量 的 不 同 结构 上 。 
17.2.1 状态 空间 形式 

假设 线性 时 不 变 MIMO 系统 可 以 用 如 下 的 离散 时 间 广 义 状态 空间 表示 : 











x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) (17. 2.1) 
y(k) = Cx(k) (17. 2.2) 
其 中 
x(k) 状态 向 量 ， 维 数 m x 1 
u(k) 输入 向 量 ， AEB p x 1 
y(k) ”输出 向 量 ， 维 数 rx1 


A 状态 参数 矩阵 ， 维 数 m xm 
B 输入 参数 向 量 ， 维 数 m xp 
C 输出 参数 向 量 ， ARB r xm 
模型 中 向 量变 量 的 数值 是 相对 直流 分 量 的 差 值 ， 即 
u(k) = U(K)— Uoo 和 y(k) = Y (k) — Yoo (17.2.3) 
这 样 的 模型 可 能 是 根据 理论 的 连续 时 间 模 型 经 过 离散 化 处 理 的 结果 ， 如 第 2. 2. 1 节 描 述 的 那 
32] 























样 。 状 态 空间 表示 的 结构 依赖 于 系统 和 描述 其 动态 特性 的 规律 。 
如 第 2. 2. 1 节 所 述 ， 如 果 系 统 既 可 控 又 可 观 ， 则 系统 具有 最 小 实现 形式 。 如 果 系 统 的 可 
控 性 矩阵 


Qs =(BAB--- A™"'B) (17.2.4) 
是 满 秩 的 ( 即 秩 为 m) ， 则 系统 是 可 控 的 。 类 似 地 ， 如 果 系 统 的 可 观 性 矩阵 
C 
C4 
Qs = : (17.2.5) 
Cm-14 








是 满 秩 的 〈 即 秩 为 m) ， 则 系统 是 可 观 的 。 
在 状态 空间 表示 中 ， 模 型 最 多 包含 m + mp + mr 个 参数 。 如 果 系 统 同 时 还 包含 直接 馈 通 
函数 ， 则 模型 的 最 多 参数 个 数 增加 到 m + mp + mr + pr 个 。 对 于 描述 输入 /输出 特性 ， 通 常 
只 需要 很 少 的 参数 ， 下 面 将 具体 闭 述 






































通过 线性 变换 了 
x,= Tx (17. 2.6) 
其 中 , T eB Ay EER, WA 
xk +1) = Arxı(k) + Bulk) (17.2.7) 
y(k) = Cxi(k) (17. 2. 8) 
式 中 
A, = TAT“! (17.2.9) 
Br = TB (17.2.10) 
C= CT! (17.2.11) 
这 个 状态 空间 模型 的 传递 函数 矩阵 为 
G) =C(zI—A)'B (17.2.12) 
变换 后 的 系统 为 
Giz) = CT-4 B=C(<I-A) B = G(z) (17.2.13) 


只 要 把 刚刚 引入 的 变换 关系 式 代入 ， 上 式 可 以 很 容易 得 到 证 明 。 

由 上 式 可 知 ， 变 换 和 矩阵 的 选择 对 系统 的 输入 /输出 特性 没有 有 影响。 因此， 对 某 一 输入 / 输 
出 特性 ， 找 不 到 唯一 ee B、C。 现 在， 要 通过 选择 和 矩阵 了， 使 得 矩阵 A 的 元 素 尽 可 
能 多 地 固定 为 0 或 1， 这 就 引出 各 种 特殊 的 规范 型 。 下 面 ， 将 简单 介绍 其 中 的 两 种 。 

可 观 规 范 型 

可 观 规范 型 的 特征 是 指 参数 矩阵 4 和 C 具有 特殊 的 形式 。 对 SISO 系统 ， 通 过 变换 7 = 
Q，， 可 得 到 相应 的 规范 型 。 对 于 MIMO 系统 ， 可 构造 出 一 个 类 似 变换 。 首 先 ， 将 输出 参数 
和 矩阵 划分 成 许多 行 向 量 


























C=|: (17.2.14) 


构造 变换 矩阵 
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T= 


Mr 


Am 





(17.2.15) 


这 个 矩阵 必须 包含 m PREK TE, DARE TEETE (Am), PAE, M 


第 一 个 输出 开始 ， 将 行 向 量 c1，c14，… 置 人 矩阵 7T' 中 ， 直 至 出 现 第 一 个 线性 相关 的 行 向 量 
ci4" 为 止 ， 再 依次 对 其 他 的 输出 作 相 同 的 操作 。 可 以 看 到 


) m=m 
i 一 1 


z| 


观 规范 型 可 以 写成 


x'(k +1) = A’x'(k) + B’u(k) 





y'(k) = C'x'(k) 


A’ = 
其 中 
01 0 
00 1 
Aj; = ee 
aji 
m,>0 
10...0 
00...0 
souk ae oo 
00 0 
其 中 


x =T'x 
Aj, 0 0 
Aj, Ad, 0 


人 


00 0 00 


m+1 
: m = 0 
cT 








(17.2.16) 


(17.2.17) 
(17.2.18) 


(17.2.19) 


(17. 2. 20) 


(17.2.21) 


(17.2.22) 
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(17.2.23) 
i=m+l,,r 
也 可 参考 文献 (Goodwin and Sin, 1984) 。 
利用 B'=T'B， 可 得 到 可 控 性 和 矩阵 
bT ctB 
: mı : 
bt | cTAmI-1B 
B' = = (17. 2.24) 
ba) GB à 
E ; 
bn, | clA™ 1B 
其 中 
人 (17. 2. 25) 
利用 Markov 参数 
r) 
M(q) = = CATIB=- CAT YB’, q = 1,2,... (17. 2. 26) 
my (q) 
也 可 写成 如 下 的 形式 : 
bi; = mj (j) = c7 Al |B (17. 2.27) 


可 观 规范 型 具有 如 下 一 些 特点 : 
© 系统 参数 矩阵 4 的 子 块 具 有 下 三 角形 式 ， 因 此 子 系统 仅 与 一 个 方向 有 耦合 ， 也 就 是 第 
i 个 子 系统 仅 与 第 1，2，…，1 -1 个 子 系统 有 耦合 。 
e 在 主 对 角 线 上 ， 可 以 找到 阶 次 分 别 为 m,，m,，…，m, 的 子 系统 ， 它 们 是 对 应 SISO A 
统 的 可 观 规范 型 。 
© 输出 参数 矩阵 具有 相当 简单 的 形式 ， 每 个 输出 y 分 别 与 阶 次 为 m,，m,，… 的 子 系统 
对 应 ， 因 此 输出 与 对 应 的 状态 变量 数 是 相同 的 。 
。 如 果 输 出 出 现 阶 次 为 m, =0， 则 向 量 qj 出 现在 矩阵 C 中 。 
。 如 果 选 择 第 1 个 输出 y 为 阶 次 m 的 最 小 系统 ， 然 后 再 选择 第 2 个 输出 y, 为 阶 次 m, 
的 最 小 系统 ， 依 此 下 去 ， 则 整个 系统 的 参数 个 数 是 最 少 的 。 
文献 (Popov, 1972; Guidorzi, 1975; Ackermann, 1988; Blessing, 1980; Goodwin and 
Sin, 1984) 还 介绍 了 可 观 规范 型 的 一 些 扩展 形式 。 
可 控 规范 型 
可 控 规 范 型 是 可 观 规 范 型 的 对 侦 形 式 ， 其 特征 是 指 参 数 和 矩阵 4 和 B 具有 特殊 的 形式 。 
对 SISO 系统 ， 通 过 变换 T= Q,，， 可 以 得 到 相应 的 规范 型 。 对 于 MIMO 系统 ， 可 以 进行 类 似 
的 相似 变换 。 将 输入 参数 矩阵 划分 成 许多 列 向 量 
B = (bı b2 --- bp) (17.2.28) 
利用 可 控 性 矩阵 O.， 构 造 变换 矩阵 
AI 全 4 


nn — 

































































| 
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这 个 和 矩阵 必须 包含 m 个 线性 无 关 的 列 向 量 ， 以 保证 7" 是 非 奇异 的 ( 秩 为 m)。 类 似 于 可 观 性 
规范 型 ， 从 第 一 个 输入 开始 ， 将 列 向 量 b ，A4b,… 置 入 矩阵 7" 中， 直至 出 现 第 一 个 线性 相关 
。 其 结构 参数 可 以 解释 为 系统 的 可 





AY [alee A", 为 止 ， 再 依次 对 其 他 的 输入 作 相 同 的 操作 
控 性 指数 ， 满 足 > 

X mi =m 

i=l 





可 控 规 范 型 可 写成 


x(k +1) = A”x”(k) + Bulk) 


y”(k) = C"x"(k) 





A”, Ai Al, 
Pes 0 Ay, 42p 
0 0 Ass 
其 中 
0.… 0 0 
er 1 #0 二 1 
ag Dot al » Aj = 
0- 1 0 
输入 参数 和 矩阵 为 
10...0 
00...0 
. . My, 
B'= 
10...0 
00...0 
2S Mp 
00 0 
这 里 ， 假设 m,#0. 输出 参数 矩阵 满足 C"=CR, 有 
Cc’ = (ei, Br me N) 
= (Ch, +- CA™ 1, |---|Chy ..- CAMr-1p,) 
其 中 








(17. 2. 30) 


(17.2.31) 
(17. 2.32) 


(17.2.33) 


(17.2.34) 


(17.2.35) 


(17.2.36) 


(17.2.37) 


(17.2.38) 
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也 可 参考 文献 (Goodwin and Sin，1984) 。 在 这 个 方程 中 ， 可 以 构造 Markov 参数 
M(q) = (m1(q), +++ mp(q)) = C49 有 一 C 4 DB gqg=1,2,... (17.2.39) 


cj, = mi(j) = CAI"; (17. 2. 40) 
可 控 规范 型 具有 如 下 一 些 特点 : 
e 系统 参数 矩阵 4 的 子 块 具 有 上 三 角形 式 ， 因 此 子 系统 仅 与 一 个 方向 有 耦合 ， 也 就 是 第 
i 个 系统 仅 与 第 ;+1,，i+2，…，Pp 个 子 系统 有 耦合 。 
e 在 主 对 角 线 上 ， 可 以 找到 阶 次 分 别 为 mw ，m ，…，m, 的 子 系统 ， 它 们 是 对 应 SISO F 
系统 的 可 控 规 范 型 。 
© 输入 参数 矩阵 具有 相当 简单 的 形式 : 每 个 输入 wu 分 别 与 阶 次 为 m,，m,，… 的 子 系统 
对 应 。 
对 于 辨识 来 说 ， 除 了 这 两 种 规范 型 外 ， 还 可 以 采用 Jordan 规范 型 ， 或 者 分 块 对 角 型 等 。 

考虑 随机 干扰 作用 的 状态 空间 结构 可 写成 
x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + Dv(k) (17.2.41) 
y(k) = Cx(k) + v(k) (17.2.42) 








17.2.2 输入 /输出 模型 


上 面 介绍 的 状态 空间 模型 需要 状态 变量 x(%) 的 信息 ， 才 能 确定 模型 参数 ， 也 就 是 模型 
ZECHE A 和 C 或 者 矩阵 A 和 B。 状 态 变 量 不 总 是 可 测 的， 这 种 情况 下 需要 通过 估计 得 到 ， 
这 将 导致 非 线性 估计 问题 ， 可 以 利用 扩展 Kalman 滤波 器 来 估计 ， 见 第 21 章 ， 但 收敛 速度 一 
般 很 慢 ， 有 些 情况 下 其 至 是 发 散 的 。 在 很 多 情况 下 ， 可 行 的 办 法 是 将 状态 空间 系统 转换 成 输 
人 /输出 形式 ， 得 到 参数 估计 后 ， 再 将 模型 转换 成 状态 空间 模型 (Blessing, 1980; Schu- 
mann，1982) ， 这 种 情况 采用 可 观 规范 型 模型 特别 适宜 。 根 据 式 (17.2.41), 对 于 y(k+ 
v) ,v=0,1,…,m 一 1， 可 得 


























y(k) C 
y(k +1) CA 
: : x (kK) 
y(k +m-—1) CA" 
0> 0 u(k) 
0> CB u(k +1) 
gp ; : (17. 2. 43) 
CB ---CA™7B u(k +m -— 2) 
v(k) 0 … 0 v(k) 
v(k + 1) 0° CD v(k + 1) 
: 十 | : : 
v(k +m—1) CD ---CA"?D v(kk+m-2) 
由 于 x 与 可 观 性 矩阵 及 7T = Qs HER, ENTER FERNE, BITTER SR 
XK) = Ym — Vm — Suum — Syvm (17.2.44) 


再 利用 z 变换 ， 得 到 
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1 一 1 
Ai; (yi) -vi@)) = >》 AU OI) -vi@)) 
j = : (17.2.45) 
+ BY(z uj(z) DEDY) 

j=l j=l 
HH, i=1, 2, =, r (Schumann，1982)。 这 个 模型 称 作 最 小 输入 /输出 模型 ， 它 包含 了 输 
Hy, Ck) ROBE y (k), <i 的 耦合 项 。 如 果 能 成 功 地 消去 这 些 耦合 项 ， 就 可 以 得 到 简化 的 了 
规范 型 输入 /输出 模型 




















p 
Aiiyi(z) = X By uj(z) + Du vi) (17. 2. 46) 
j=l 


然而 ，P 规范 型 不 再 是 最 小 实现 ， 为 此 就 不 可 能 直接 确定 式 (17.2.41) 的 状态 空间 模型 。 








17.3 ”脉冲 响应 模型 和 Markov 参数 


为 了 计算 给 定 输入 下 的 输出 ， 可 以 递 推 计算 式 (17.2.1)， 并 与 式 (17.2.2) KA, 
得 到 








k-1 
y(k) = CA¥x(0) + X` CA” Bulk — v = 1), k = 2,3, ++: (17.3.1) 
v=0 
其 中 ，x(0) 为 初始 状态 值 ， 且 
G(v) = CA’B (17. 3.2) 
是 脉冲 响应 矩阵 (Schwarz，1967，1971)， 由 此 可 将 传递 函数 矩阵 写成 
G(z) = 5 CGO)z (17. 3.3) 
v=0 
id 
M, = G) = CA’B, v = 0,1,2,-- (17. 3.4) 


称 作 MIMO 系统 的 Markov 参数 (Ho and Kalman, 1966) 。 
根据 式 (17.3.1) 和 式 (17. 3.3) ， 可 得 传递 函数 和 矩阵 为 








G(z) = 》 Mz FY) (17.3.5) 
v=0 
对 输出 变量 ， 有 
天 一 1 
y(k) = MiBo + >》 Myulk -v - 1) (17.3.6) 
v=0 
其 中 
BBo = x(0) 8 Bo = (BTB) Br(O) (17.3.7) 
用 向 量 形式 表示 为 
y(0) Mo 0 +0 u(—1) Mo Mi --- Mn-1 Bo 
y(1) M, Mo 0 -:-0 u(0) Mi Ma Mn 0 


y(2) | = | MM Mo --- 0 u(1) |+| M2 M3 --- Minny 0 (17. 3. 8) 
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或 

y =T(0,co)u + H (m, 0) Bo (17. 3.9) 
PRIE Hankel 模型 ， 其 中 7 是 Toeplitz 和 矩阵， 是 Hankel 矩阵。Hankel 矩阵 是 可 控 性 矩阵 与 
可 观 性 矩阵 的 乘积 











Mo M; Me-l 
Mı M> ::: Mm 
H = QsQs = | MM; --- Mngt (17.3.10) 


EV Markov 参数 为 元 素 ， 且 rank FT =m。 对 于 常见 的 初始 状态 为 零 的 情况 ， 即 B, =0， 可 得 
u(—1) u(0) ul) --- 


0 u(—1) u(0) --- 
(y0). y0, ?2 …) = (Mo. Mı, M) © 0 aD. |» (17.3.11) 
上 式 可 写作 
Y = MU (17.3.12) 
系统 具有 附加 噪声 时 ， 写 成 
Y=MU+N (17.3. 13) 


17.4 顺序 辨识 


如 果 对 第 ;=1，2，…,，P 个 输入 逐一 进行 激励 ， 并 测量 所 有 的 第 ] =1，2，…，r 个 输 
出 ， 则 可 以 分 别 对 每 个 输入 辨识 得 到 一 个 单 输入 多 输出 (SIMO) 模型 。 如 果 采 用 P 规范 型 
结构 ， 那 么 可 以 使 用 前 面 讨论 的 各 种 经 典 的 SISO 系统 辨识 方法 。 然 而 ， 若 同时 激励 MIMO 
系统 的 多 个 输入 ， 则 可 以 节省 很 多 测量 时 间 ， 且 可 获得 一 致 模型 。 因此， 下 面 将 讨论 几 种 
MIMO 辨识 方法 。 文 献 (Gevers et al, 2006) 也 证 实 了 同时 激励 所 有 输入 的 好 处 。 























17.5 相关 分 析 法 


第 6 章 和 第 7 章 介 绍 的 相关 分 析 法 可 以 用 于 MIMO 系统 辨识 。 对 MIMO 系统 来 说 ， 仍 然 
可 以 使 用 基于 相关 函数 的 去 卷 积 方法 。 


17.5.1 去 卷 积 法 



































如 果 右 乘 w"(k-7)， 可 以 得 到 如 下 的 卷 积 形式 
(B= aaa (17.5.1) 
考虑 其 期 望 值 ， 可 得 = 
Ry = My Rule» 1) (17.5.2) 
如 果 像 第 7 章 那 样 ， 根据 测量 数据 估计 相关 函数 ， 那么 可 以 类 似 于 式 (7.2.1) ~ 式 (7.2.3), 
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利用 去 卷 积 的 方法 ， 确 定 Markov 参数 。 列 出 如 下 方程 组 : 




















Ry = MR (17. 5.3) 
WR R,, 是 方 了 泗 ， 可 得 
M=R,„R, (17.5.4) 
WER R,, 不 是 方 阵 ， 那 么 可 利用 伪 逆 得 到 
M = Ry R? (RL Rau) ` (17.5.5) 


上 式 的 计算 量 很 大 ， 因 为 需要 计算 高 维和 矩阵 的 逆 。 若 输入 信号 u (k) 的 组 成 分 量 是 白 噪 
声 ， 有 

















Ruu(t) = Ruu(0)6(7) (17. 5.6) 
而 且 这 些 输 入 是 互 不 相关 的 ， 那么 可 以 直接 确定 Markov 参数 
Meig = oe) (17.5.7) 
a Ru;u; (0) 


这 种 方法 在 文献 (Juang, 1994) 中 也 有 论述 。 


17.5.2 ”测试 信号 

对 同时 激励 所 有 输入 的 情况 ， 如 果 输 入 又 是 互 不 相关 的 ， 那 么 辨识 会 变 得 更 加 容易 ， 无 
论 是 计算 方面 还 是 收敛 性 方面 都 变 得 比较 简单 。 对 于 稳定 系统 ， 也 就 是 当 v > wu A M, =~ 
0， 当 运用 相关 分 析 法 时 ， 互 相关 函数 应 该 为 零 ， 也 就 是 

Ryu; (1) =0, |t| =0,---, Umax, i= 1, p j=l, pij (17.5.8) 

这 意味 着 测试 信号 必须 是 相互 正 交 的 。 而 用 于 SISO 系统 的 PRBS 信号 不 能 满足 这 个 要 求 ， 
不 过 通过 改进 仍然 可 以 使 用 (Briggs et al, 1967; Tsafestas, 1977; Blessing, 1980) 。 

为 了 生成 正 交 测试 信号 ， 必 须 将 输入 信号 写成 两 个 二 值 周期 信号 的 乘积 


























ui(k) = hi(k) p(k) (17. 5.9) 
hi(k) = hi(k + vNy), v = 1,2,- (17.5. 10) 
p(k) = p(k + vNp) (17.5. 11) 


这 样 ，u,() 的 周期 长 度 为 N=N,Ns， 其 中 p(k) 是 基本 的 PRBS 信号 ， 如 第 6.3 节 所 述 。 如 
果 有 hh,(k) 和 p(k) 是 统计 独立 的 ， 则 互相 关 函 数 写 成 














Ruju; = Ruin; Rp» 1.5 = p (17.5.12) 
为 了 使 基本 的 PRBS 信号 满足 
Rp) = 0, |t] = 1,---,Np—1 (17.5. 13) 
言 号 的 幅 值 必须 取 +a 和 - cP， 其 中 
pe Lu dere. (17.5.14) 
Np +1 
根据 式 (17. 5.8) ， 输 入 信号 必须 是 互 不 相关 的 ， 即 
Ruju; = Raye SOs J (17.5. 15) 
因此 ， 有 
Ryn =0,i#j (17.5. 16) 


如 果 信 号 h,() 的 周期 为 Na, ANKAN Ni =2" 的 Hadamard 矩阵 元 素 ， 那 么 上 述 条 件 得 
329 

















到 满足 (Bauer，1953 ) 。 如 果 Hadamard 矩阵 的 元 素 取 Walsh 困 数 ， 那 么 就 可 以 构成 阶 次 为 
Ny =2" 的 Hadamard 和 矩阵 ， 这 是 一 种 简单 的 实现 ( Briggs et al, 1967; Blessing, 1980 ) o 然 
后 ， 有 下 面 的 递归 关系 








Hon-ı, Hon-ı 
Hrn ar!) Far!) 
(2”) ae | (17.5. 17) 


其 中 , H,=1, n=p-1, ASEM p 个 输入 信号 ， 必 须 构成 阶 次 为 Ny = 2" =2” RE 
Hy). ABS h(k) MA H WS i CR SEE H, 相 乘 得 到 。 因 为 三 的 第 一 行 
仅 包含 数值 1， 所 以 u (k) ÆRE H, 和 -HP 的 二 值 伪 随机 信号 。 其 他 信号 u, (k), 
u, (k) ,…,u,(k) 是 幅 值 为 + H, Al + HP 的 四 值 信号 (Blessing，1980; Hensel，1987)， 这 就 
意味 着 产生 的 是 幅度 调制 的 伪 随 机 二 值 信号 (APRBS) (Pintelon and Schoukins，2001) 。 对 
于 频 域 辨识 ,推荐 采用 这 种 方法 生成 输入 信号 。 

单个 测试 信号 的 周期 长 度 为 N= NiNsb。 对 于 2、3、4、… 个 输入 信号 ， 对 应 的 n=1， 
2,，3,… 及 N=2N,，4N,，8Nb，…， 同 时 也 是 使 p 个 输入 信号 互 不 相关 的 最 短 采 样 长 度 。 
图 17.3 和 图 17.4 给 出 了 正 交 测试 信号 的 一 个 例子 。 




















ud) [7] 


u(t) [7] 


us) [7] 


u(t) [-] 





40 60 — = — Er 
t [s] 
图 17.3 PUPAL AS aE AY DUEL ABO S, BARRAR n =5, ARA N, =31, 

















Hadamard 矩阵 的 阶 次 Nu =8 
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Rsa [7] 

RE 5 & 
Rana [7] 

AR & a 


0 100 200 0 100 200 
1 1 
% =a Be 
z 0 3 0 
. | MEN 
-1 -1 
0 100 200 0 100 200 
1 1 
E Lo Fe Der 
a 0 3 0 
Kl " amas 
-1 -1 
0 100 200 0 100 200 
t [s] t [s] 





图 17.4 伪 随 机 信号 的 相关 函数 ， 生 成 伪 随机 信号 的 移 位 寄存 带 级 数 n=5， 
循环 周期 N, =31，Hadamard 矩阵 的 阶 次 Ni =8 














17.6 参数 估计 方法 


由 于 模型 结构 和 参数 估计 方法 很 多 ， 所 以 要 估计 MIMO 系统 的 模型 参数 就 有 许多 不 同 选 
择 的 可 能 性 。 如 果 除 了 输入 和 输出 信号 ， 还 可 以 测量 系统 的 状态 ， 那 么 模型 应 该 使 用 状态 空 
间 表 达 式 (17.2.1) 和 式 (17.2.2) ， 它 可 以 根据 物理 的 系统 建 模 方法 得 到 (通常 是 连续 时 
言 号 ) ， 这 种 模型 必须 是 可 控 可 观 的 。 如 果 对 每 个 输出 和 对 应 的 子 模型 建 模 
yi(k) = 00; +ei(k), §=1,2,-++,p (17. 6.1) 
EP, i(k) AAV yO aS 〈 包 括 可 测 的 状态 ) ， 那 么 可 以 利用 SISO A 
统 的 参数 估计 方法 ， 比如 最 小 二 乘法 。 如 果 状 态 是 不 可 测 的 ， 而 又 要 避免 同时 对 状态 和 参数 
进行 估计 (因为 这 是 非 线性 估计 问题 ) ， 那 么 就 要 借助 输入 /输出 模型 。 具 体 不 同 的 可 能 
择 见 图 17.5 中 的 概览 。 
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模型 结构 选择 | 辨识 方法 | 辨识 结果 
| 


状态 空间 
模型 
变换 
规范 型 状 | aa 规范 型 状 
态 空间 模 Be 态 空间 模 





型 
消去 状态 


最 小 输入 / 参数 估计 最 小 输入 / 
输出 模型 输出 模型 


消去 输出 看 合 


P 规 范 型 输 BH 
N pa 参数 估计 


















P 规 范 型 输 
入 /输出 模 
型 





























简化 
简化 的 P 规 ; 简化 的 P 规 
输出 模型 
参数 估计 
消去 参数 
非 参数 和 给 
入 /输出 模 相关 分 析 
型 〈P 规 范 A i 


型 ) 





图 17.5 线性 MIMO 系统 的 模型 结构 与 合适 的 辨识 方法 


17.6.1 最 小 二 乘 方法 


如 果 根 据 式 (17. 6. 1) ， 对 每 个 输出 y, Ch) 建立 子 模型 ， 则 最 小 二 乘法 可 以 直接 用 于 下 
面 的 输入 /输出 模型 ， 包 括 最 小 输入 /输出 模型 、P 规范 型 输入 /输出 模型 、 简 化 的 P 规范 型 
输入 /输出 模型 和 矩阵 多 项 式 输入 /输出 模型 。 这 意味 着 根据 估计 参数 的 用 途 ，MIMO 系统 将 

被 拆 分 成 MISO 系统 。 对 于 简化 的 P 规范 型 输入 /输出 横 型， 数据 向 量 和 参数 向 量 可 以 写成 
yi = (yk = 1) +++ yk — m)|ur(k Dk mi)| 

up(k — 1) --- up(k — mi) ) 
07 = (ditt aiim [Dita +++ Dim; |Dipt *** bipm; ) (17.6.3) 
也 可 参阅 文献 (Schumann, 1982; Hensel，1987) 。 对 这 种 模型 的 参数 估计 ，SISO 系统 所 用 
的 非 递 推 和 递 推 的 参数 估计 方法 都 可 以 使 用 。 


17.6.2 ”相关 -最 小 二 乘法 


如 果 将 相关 - 最 小 二 乘法 ( 即 COR - LS 方法 ) 应 用 于 MIMO 系统 ,那么 第 9. 3 节 中 论 
述 的 利用 非 参 数 中 间 模 型 进行 参数 估计 的 优势 就 会 更 显 突 出 。 当 模型 结构 也 即 模型 阶 次 和 述 
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(17.6.2) 






































延 必 须 利 用 实验 数据 确定 时 ， 该 优势 更 加 明显 。 
第 9. 3 节 介 绍 的 COR - LS 方法 也 可 用 于 MIMO 系统 多 输入 /输出 模型 估计 。 例 如 ， 对 了 
规范 型 输入 /输出 模型 ， 基 于 


D 
Aii(q™!)yi(q) = X Bi(q Dua) (17.6.4) 
j=l 


及 与 w(g -7) 的 乘积 ,再 求 期 望 ,可 得 


P 
Aii(qg Ruy; ©) = >> By GQ") Ruu (9) (17.6.5) 
j=l 


并 如 式 (9.3.20) 那样 建立 方程 式 ， 然 后 再 像 式 (9.3.22) 那样 求解 。 
































如 果 可 以 确定 输入 信号 的 和 
Dp 
us(k) =} uk) (17.6.6) 
j=1 
则 计算 量 可 以 大 大 减 小 (Hensel，1987) 。 又 ， 如 果 输 入 信号 是 互 不 相关 的 ， 则 下 式 成 立 
Rusu; (1) = Raju (©) (17.6.7) 
因此 ， 可 得 如 下 模型 ; 
D 
4ii(g Rasy; (©) = 》 By (q7 Rusu; @) (17.6.8) 
j=1 


HTO, ERA LRI (9.3.16) 那样 递 推 计算 。 
文献 (Blessing, 1979, 1980) 将 COR - LS 应 用 到 最 小 输入 /输出 模型 ， 该 模型 是 基于 
可 观 规范 型 (A, B, C) 转换 过 来 的 。 在 第 二 步 中 ， 还 可 以 同时 估计 得 到 噪声 模型 的 参数 。 
关于 输入 /输出 模型 阶 次 和 退 延 以 及 状态 空间 模型 结构 指数 的 确定 ， 原 则 上 可 以 采用 和 
SISO 系统 一 样 的 方法 ， 见 第 23. 3 47, CHR (Blessing, 1980) 讨论 了 如 何 通过 分 析 代价 函 
数 和 信息 矩阵 的 特征 值 来 确定 属于 输出 y, 的 结构 指数 m. CHR (Hensel, 1987) 将 利用 行 
列 式 比 确定 模型 结构 参数 的 方法 (Woodside, 1971) 应 用 于 简化 的 P 规范 型 的 信息 矩阵 。 




















17.7 小 结 





对 于 只 有 输入 和 输出 是 可 测 的、 而 状态 是 不 可 测 的 ， 且 同时 有 多 个 输入 激励 的 情况 ， 
图 17.5 就 MIMO 系统 所 用 的 不 同 模型 结构 以 及 相应 合适 的 辨识 方法 给 出 了 一 个 总 的 概览 。 

状态 空间 模型 通常 都 是 根据 系统 的 理论 模型 直接 得 到 的 。 对 于 辨识 而 言 ， 系 统 和 模型 必 
须 是 既 可 观 又 可 探 的， 因此 必须 是 最 小 实现 。 转 换 成 规范 化 的 状态 空间 模型 后 ， 得 到 的 模型 
具有 最 少 的 参数 ， 而 且 这 种 模型 结构 可 用 于 后 续 的 应 用 ， 比 如 用 于 设计 反馈 控制 器 ， 或 用 于 
观测 需 的 设计 等 。 另 外 ， 这 样 的 模型 又 可 转换 成 其 他 形式 的 模型 。 

如 果 想 避免 非 线性 估计 问题 ， 则 必须 去 掉 状 态 估 计 ， 也 就 是 不 能 同时 估计 状态 和 参数 。 
要 去 掉 状 态 变 量 ， 就 必须 采用 合适 的 输入 /输出 模型 。 根 据 规范 化 的 状态 空间 模型 ， 可 以 直 
接 获 得 最 小 实现 的 输入 输出 模型 ， 并 通过 消除 输出 之 间 的 耘 合 ， 得 到 简化 的 P 规范 型 输入 / 
输出 模型 ， 也 可 以 写成 矩阵 多 项 式 模型 。 

利用 任何 一 种 输入 /输出 模型 ， 都 可 以 进行 参数 估计 ， 获 得 的 模型 参数 可 看 作为 表述 参 
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数 估计 问题 的 基础 。 如 果 想 获得 规范 化 的 状态 空间 模型 并 作为 结果 ， 先 根据 最 小 实现 的 输 
入 /输出 模型 ， 通过 简单 的 转换 得 到 P 规范 型 输入 /输出 模型 ， 再 利用 最 小 实现 获得 规范 化 
的 状态 空间 模型 ， 这 些 都 可 以 很 方便 地 做 到 。 

利用 相关 函数 ， 可 得 到 用 Markov 参数 表述 的 非 参数 输入 /输出 模型 。 利 用 相关 分 析 法 辩 
识 非 参数 模型 和 利用 参数 估计 方法 辨识 参数 模型 ， 都 要 基于 同时 激励 系统 的 所 有 输入 ， 激 励 
的 方法 与 SISO 系统 一 样 。 为 了 简化 结果 方程 的 计算 ， 并 加 快 收敛 速度 ， 应 该 采用 正 交 测试 
信号 ， 利 用 本 章 所 述 的 方法 ,根据 单个 PRBS 信号 就 可 生成 这 样 的 正 交 信号 。 

Markov 参数 可 以 通过 对 相关 函数 去 卷 积 得 到 ， 适 用 于 这 种 参数 估计 方法 的 模型 结构 可 
以 参考 图 17.5。 前 面 各 章 讨论 过 的 最 小 二 乘法 及 其 改进 都 可 以 用 于 多 变量 输入 /输出 模型 辩 
Wo COR -LS 方法 特别 适合 于 MIMO 系统 辨识 、 模 型 阶 次 和 迟延 ， 或 其 他 模型 结构 参数 的 
确定 ， 可 以 穿插 在 MIMO 系统 辨识 中 同步 进行 。 用 于 SISO 系统 的 许多 辨识 方法 都 可 以 直接 
运用 。 男 一 种 可 选 的 MIMO 系统 辨识 方法 是 子 空间 法 ， 见 第 16 章 ， 它 可 以 在 辨识 参数 过 程 
中 确定 模型 阶 次 ， 因 此 不 需要 先 验 假设 。 

对 于 同时 激励 多 个 输入 信号 ， 一 个 成 功 的 应 用 例子 是 针对 内 燃 机 引擎 试验 台 进 行 的 
MIMO 模型 辨识 ， 辨 识 结果 用 于 校正 电子 控制 系统 (Schreiber and Isermann, 2009) 。 



































习题 


17.1 基于 SISO 模型 的 MIMO 系统 辨识 

本 章 论 述 的 模型 结构 中 ， 哪 些 是 可 以 与 SISO 模型 辨识 方法 结合 使 用 的 ? 
17.2” 双 输入 / 双 输 出 模型 1 

假设 P 规范 型 结构 的 所 有 四 个 传递 函数 都 是 一 阶 过 程 ， 给 出 几 种 可 能 的 辨识 方案 。 
17.3 双 输 入 双 输 出 模型 2 

在 图 17.1 F, Æ Gls) =0， 对 辨识 会 有 什么 影响 ? 
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第 VI 部 分 TFR PER REHA 


第 18 Pi 
非 线性 系统 的 参数 估计 





由 于 动态 系统 输入 和 输出 之 间 的 非 线 性 关系 有 很 多 种 可 能 的 结构 ， 仪 用 儿 种 模型 类 是 不 
可 能 辨识 那么 多 种 类 型 的 非 线性 系统 的 。 然 而 ， 对 某 些 类 型 的 非 线性 系统 ， 模 型 形式 可 以 适 
用 于 已 知 辨识 方法 所 需 的 模型 结构 。 在 这 种 意义 下 ， 下 面 将 讨论 几 种 模型 结构 和 与 之 相 适应 
的 参数 辨识 方法 。 首 先 讨 论 连 续 可 导 非 线性 的 动态 系统 ， 然 后 讨论 不 连续 可 导 非 线性 的 动态 
系统 ， 比 如 带 摩 擦 和 死 区 的 系统 。 





18.1 连续 可 导 非 线性 的 动态 系统 


这 种 动态 系统 的 经 典 辨 识 方法 多 数 都 是 基于 多 项 式 通 近 的 ， 主 要 的 区 别 有 一 般 的 方法 和 
涉及 特殊 模型 结构 的 方法 ， 前 者 如 Volterra 级 数 或 Kolmogorov - Gabor 多 项 式 ， 后 者 如 Ham- 
merstein 模型 Wiener 模型 或 非 线 性 差分 方程 模型 (Eykhoff，1974; Haber and Unbenhauen, 
1990; Isermann et al, 1992), 

某 些 稳 态 多 项 式 允 近 具 有 关于 参数 是 线性 的 优点 ， 这 个 优点 对 某 些 动态 多 项 式 模型 仍然 
具备 。 关 于 参数 线性 这 个 优点 可 以 避免 使 用 计算 量 大 的 近 代 优化 方法 。 

下 面 ， 特 别 关 注 一 些 经 典 的 非 线 性 动态 模型 ， 这 些 模型 都 是 基于 用 多 项 式 表示 非 线性 部 
分 ， 动 态 部 分 按 离 散 时 间 系 统 建 模 。 

注意 ， 按 照 式 (10. 2.2) ， 利 用 时 移 算 子 z-'?， 将 线性 差分 方程 写成 

A(z) y(k) = B (271) 2-4 ulk) + D (2 Du (18. 1.1) 
UF, y(k)z'=y(k-i), 


18.1.1 Volterra 级 数 
针对 卷 积 积 4 
yO = [sont -Ddr (18. 1.2) 
连续 可 导 非 线性 系统 的 输入 /输出 关系 可 以 用 Volterra 级 数 描述 为 














O FATE: 本 章 原文 时 移 算 子 用 9 表示， 为 全 书 统一 起 见 改 用 > 。 
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t t pt 
y(t) =80 +f gi (TU — t1)dty +f i 85(T1, T2)u(t — nult — t2)dtydt2 
2 aoe (18. 1.3) 





t t t 
+f f | sm tı)u(t — t2)u(t — t3)dtıdt2dT3 + --- 
o Jo Jo 


见 文献 (Volterra, 1959; Gibson, 1963; Eykhoff, 1973; Shetzen, 1980), TIER AA E 
级 数 包含 着 对 称 的 n Br Volterra #2 g'(7,,°°°,7,), WARTE n 阶 脉冲 响应 a AE, 
81(T Tn) = 0, ti <0, i = 1,2,7 (18.1.4) 
当 n=1 时 ， 就 得 到 线性 系统 的 卷 积 积分 这 种 模型 适用 于 连续 时 间 过 程 ， 然 而 通常 都 采用 
离散 形式 。 
对 离散 时 间 系 统 ，Volterra 级 数 写成 





k k k 
yk) = g0+ >》 giltiulk—t1) + D2 >》 galt, ulk - tı)ulk - t) 
™T|=0 T1 =0 12=0 


ef ar sd (18. 1.5) 
+ >》 >》 >》 gai te, tulk- u)u(k — m)u(k — t3) +-+- 


T1 =0 t2=0 13=0 
Volterra 级 数 模型 是 非 参 数 模型 HRA EAE Volterra 核 的 函数 值 。 由 于 非 线性 模型 可 以 
描述 大 幅 偏离 工作 点 的 系统 特性 ， 下 面 将 采用 大 信号 U(k) 和 Y(k)。 如 果 将 脉冲 响应 有 意义 
WIRE RJZ ESM, MWE p BAY Volterra 级 数 可 以 写成 





D 
y(k) = coo + > vin (k) (18. 1.6) 
M M a 
Vir = do I, Onlin, ++ in uk — 1) + uk — in) (18. 1.7) 


i,;=0 in=1 


因为 上 面 的 函数 中 系数 都 是 线性 的 ， 所 以 可 利用 最 小 二 乘法 来 确定 所 有 的 系数 (Doyle, 
2002) 。 然 而 ， 当 需要 涵盖 很 长 的 脉冲 响应 序列 时 ， 参 数 的 个 数 增长 很 快 。 这 样 的 模型 称 作 
非 线性 有 限 脉 冲 响 应 (CNFIR) 模型 。 
另 一 种 方法 是 ， 利 用 参数 模型 来 通 近 阶 次 不 超过 p 的 离散 Volterra 级 数 
A(z~!)y(k) = coo + Bi(z7')u(k — d) 

















h 
+ >》 Bog, (27")u(k — d)u(k -d — Bi) 4 


Bi =0 (18. 1.8) 
h h h p-1 
+5 Dr DD Boppp @ uk — d) T] uk -d - Be) + 
Bi =0 B2=B, = Bp—1 =Bp—2 &=1 


见 文献 (Bamberger, 1978; Lachmann, 1983), KHS|A TRHEd=TY/T. KITIERNPEE 
分 方程 模型 是 利用 有 限 个 参数 来 通 近 Volterra 级 数 ， 称 之 为 AR - Volterra RA, 

作为 一 种 特殊 情况 ， 可 以 导出 特殊 的 非 线性 参数 模型 ， 即 所 谓 的 Hammerstein 模型 。 
下 面 的 推导 基于 文献 (Lachmann，1983 ，1985) ， 也 可 参阅 文献 (Isermann, 1992), 





18.1.2 Hammerstein 模型 


如 果 输 入 信号 ulk) 不 允许 有 时 间 移 位 ， 即 h =0， 则 可 得 到 如 下 的 广义 Hammerstein 
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模型 
4(z 0D7() =coo + BE (27 !)uk — d) + BË (27! )u?(k — d) 
++ BP (zu? (k — d) 
最 著名 的 Hammerstein 模型 是 简单 Hammerstein 模型 ， 见 图 18. 1 ， 它 包含 一 个 由 p 阶 多 项 式 


(18. 1.9) 








描述 的 稳 态 非 线 性 系统 Hammerstein 模型 
x*(k) = ro +riu(k) + r2u?(k) +--+ + rpu? (k) uch) A Es vi), 
(18. 1. 10) Ae) 
和 一 个 由 下 式 描述 的 线性 动态 系统 





A(z“) y(k) = B* 72x) SS ae), 


(18. 1. 11) Wiener #24! 











其 中 
A(z") = 1 +ayz7! + +++ +amz-™ 
(18. 1. 12) 
Be Shr hay ™ 9, Bez" | wh) 
(18. 1. 13) 
有 Bap RET FEI 
可 参见 文献 (Hammerstein，1930) 。 因 此 ， 有 图 18. 1 非 线性 模 型 
Alz!)y(k) =roo + Be(z71)u(k - d) 
GAR E en (18.1.14) 
++ Bz uP (k — d) + D(z )v{k) 
其 中 
m 
roo = ro > b7 (18.1.15) 
j=l 
H 
ira Cay = r; B* (z7), i =1,2, p (18. 1. 16) 





这 里 ， 其 后 的 线性 部 分 可 以 看 作 MISO 系统 ， 其 输入 ulk) AOE aE MISO 系统 的 输入 
(Chang and Luus，1971)。 如 果 假 设 线 性 部 分 是 MA 模型 ， 且 对 w(k) 的 各 次 窜 是 相同 的 ， 则 
得 到 一 个 有 限 的 Hammerstein 模型 。 

如 果 线 性 SISO 系统 是 由 任意 的 稳 态 非 线 性 环节 驱动 ， 则 只 能 利用 非 线性 优化 方法 来 辨识 。 
然而 ， 利 用 可 分 离 的 最 小 二 乘法 ， 可 以 大 大 减少 非 线 性 搜索 中 需要 优化 的 参数 个 数 。 这 里 ， 可 
先 利用 非 线性 优化 方法 来 确定 非 线性 子 系统 的 参数 ， 然 后 再 利用 最 小 二 乘法 直接 确定 线性 子 系 
统 的 参数 ， 因 为 非 线性 模型 参数 可 以 提供 对 和 Ck) HTT 

如 果 稳 态 非 线 性 模型 是 关于 参数 线性 的 ， 在 假设 线性 模型 已 知 的 前 提 下 ， 有 可 能 根据 输 
出 测量 数据 和 线性 模型 的 知识 对 %*(%) 进行 估计 ， 那 么 就 可 以 直接 用 最 小 二 乘法 估计 非 线 性 
部 分 的 参数 。 这 样 ， 利 用 线性 部 分 的 估计 模型 ， 基 于 输入 测量 数据 和 非 线 性 模型 ， 就 可 以 再 
次 提供 对 4” Ck) 的 估计 。 依 此 ， 又 可 以 用 来 改进 线性 部 分 的 模型 ， 如 此 循环 往复 (Liu and 
Bai，2007) ， 第 18. 1.5 节 中 给 出 这 种 方法 的 一 个 例子 。 

如 果 将 儿 个 有 限 的 Hammerstein 模型 并 列 连接 ， 就 可 以 获得 男 一 种 特殊 结构 的 模型 ， 构 
成 所 谓 的 Uryson 模型 。 
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18.1.3 Wiener 模型 
Hammerstein 模型 描述 的 是 稳 态 非 线性 模型 连接 到 后 面 的 动态 线性 系统 的 输入 ， 而 Wie- 
ner 模型 是 由 线性 动态 模型 与 其 后 的 稳 态 非 线 性 模型 组 成 。 一 般 的 Wiener 模型 写成 
Ay(z7!)y(k) + Ao(z)y?(k) +++ Arlz’')y’(k) = coo + B(z uk — d) 


























(18. 1.17) 
如 果 线 性 部 分 的 传递 函数 为 
A(z7!)x(k) = B(z 1)z du(k) (18. 1. 18) 
FA p 阶 多 项 式 表示 的 非 线性 稳 态 模型 为 
y(k) = ro + rıx(k) + rox2(k) + + rix’ (k) (18.1. 19) 
它们 以 串联 的 形式 连接 ， 那 么 可 以 得 到 简单 的 Wiener 模型 
有 B(z-Dz-4 B(z7)z~4 2 2 
vu) nl) u’ (k) +++ (18. 1.20) 








见 图 18. 1。 如 果 线 性 模型 也 是 MA 模型 ， 则 得 到 的 是 有 限 Wiener 模型 。 几 个 有 限 Wiener 模 
型 并 联 连接 称 作 投影 寻 踪 模型 。 

如 果 在 两 个 线性 传递 函数 之 间 放 置 一 个 非 线 性 环节 ， 则 得 到 的 是 Wiener - Hammerstein 模 
型 。Hammerstein - Wiener 模型 描述 的 是 相反 的 情况 ， 即 线性 动态 系统 被 两 个 非 线 性 环节 隔 开 。 

对 参数 估计 而 言 ， 关 于 参数 线性 的 模型 是 最 适宜 的 。Voterra 参数 模型 和 Hammerstein 模 
型 都 符合 这 个 条 件 ， 但 Wiener 模型 不 满足 这 个 条 件 。 因 此 ， 只 能 基于 非 线性 优化 方法 ， 使 
输出 误差 平方 (y(k) -7 了 (k)) ”达到 最 小 来 辨识 Wiener 模型 。 为 此 ， 文 献 (Lachmann, 
1983) 提出 一 种 模型 ， 在 输出 端 包含 非 线 性 环节 ， 但 关于 参数 是 线性 的 ， 下 一 节 将 具体 介 
绍 这 种 模型 。 

文献 (Crama et al, 2003) 提出 了 一 种 方法 ， 用 于 获取 迭代 优化 算法 的 初始 估计， 其 基本 
思想 是 ， 先 利用 输入 /输出 数据 辨识 线性 传递 函数 模型 ， 获 得 线性 传递 函数 模型 的 初始 估计 之 
后 ， 就 可 以 计算 稳 态 非 线性 模型 的 输入 和 输出 信号 ， 以 此 获得 稳 态 非 线性 模型 参数 的 初始 估 
计 。 这 种 方法 可 以 重复 多 次 ， 直 至 满意 为 止 。 文 献 (Hagenblad et al, 2008) 给 出 一 种 极 大 
似 然 代 价 函 数 ， 可 以 同时 考虑 噪声 作用 于 输出 信号 和 中 间 变 量 rk) 受到 噪声 干扰 的 情况 。 





























18.1.4 Lachmann 提出 的 模型 


如 果 通 过 输出 延 时 乘积 ， 将 广义 Hammerstein 模型 增 广 ,那么 可 得 到 (Lachmann, 
1983 ) 





h 
A(z!) y(k) + >》 Ang, (2 Dy) yk - Bi) + 
Bı=0 
h h h pol (18. 1.21) 
+5 >》 YE 4oppp @ rk) [rk - Be) 
B\=0 B2=8; = Bp-1 =Bp—2 &=1 
= B(z ')u(k —d) + Coo 
类 似 于 Volterra 参数 模型 ， 将 系数 多 项 式 写 成 

Api Bo--Bp—1 (z7}) = ee ! +-+ appi Bo-Bp-1mZ ” (18.1.22) 
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可 以 看 出 ， 上 述 模型 是 一 种 镜像 Volterra 级 数 模型 。 


18.1.5 参数 估计 

对 于 非 线性 过 程 ， 如 果 本 质 上 模型 结构 是 关于 参数 线性 的 ， 那么 可 利用 直接 的 估计 方法 
求解 线性 估计 问题 ， 比 如 最 小 二 乘法 及 其 各 种 改进 方法 ， 见 第 9 章 和 第 10 章 。 以 下 的 模型 
结构 都 是 关于 参数 线性 的 : 

© Volterra 参数 模型 。 

e 广义 Hammerstein 模型 和 简单 Hammerstein 模型 。 

e Lachmann 提出 的 模型 。 
所 有 模型 都 具有 如 下 形式 : 











A(z’')y(k) = NL(u, y,27") (18. 1.23) 
对 其 他 模型 结构 ， 如 Wiener 模型 ， 其 估计 方程 取决 于 引入 的 方程 误差 形式 ， 是 关于 参数 非 
线性 的 ， 因 此 需要 采用 迭代 的 参数 估计 方法 ， 见 第 19 章 。 
对 于 直接 估计 方法 ， 参 照 式 (9. 1. 11) ， 可 以 将 模型 写成 如 下 形式 ; 
y(k) = YO - 1) + elk) (18. 1.24) 
并 应 用 比如 LS 或 RLS 方法 ， 式 中 的 数据 向 量 包 含 下 面 信号 测量 值 (4d =0) 。 
e 对 Volterra 参数 模型 ， 为 
VP) = (7 一 DUKE 一 DT: 
u(k — Duck — 2), -, u? (k — 1), -+ -,u(k — 1)u? (k — 2), ++) 
e 对 广义 Hammerstein 模型 ， 为 
Wk) = (-y(k-1), +++ wk-1), -u° (kK-1), (ko1),...) (18. 1. 26) 
e 对 Lachmann 提出 的 模型 X 
YT) = (一 D DR 一 Dy7 人 一 2 

















(18. 1.25) 


3 > (18. 1.27) 
— y*(k -1),---,-y(k), y?’ (k - 1), -++, uk 1),...) 
加 上 噪声 成 形 滤波 器 ,， 式 (18.1.23) 增 广 为 
A(z7!)y(k) = NL(u, y,2') + D(z)vk) (18. 1.28) 


这 时 需要 应 用 比如 增 广 最 小 二 乘法 (EIS) 来 估计 模型 参数 。 

对 于 Volterra 参数 模型 和 广义 Hammerstein 模型 ， 利 用 LS 或 ELS 方法 获得 无 偏 估计 的 条 
FE, 与 线性 系统 是 一 样 的 。 也 就 是 ， 如 果 生 成 噪声 的 成 形 滤波 器 的 传递 函数 分 别 为 
1/A(z 7 ) 或 D(z )/A(z”)， 则 估计 是 无 偏 的 。 对 Lachmann 提出 的 模型 ， 在 n(k) 40 的 情 
况 下 ,估计 一 般 都 是 有 偏 的 (Lachmann，1983 ) 。 

参数 可 辨识 性 条 件 也 可 以 根据 yw 必须 是 正定 来 推导 。 举 例 说 明 ， 对 广义 Hammerstein 
模型 的 辨识 ， 当 p=2 时 ， 和 矩阵 

Ruu(0) +++ Rum —1) Ry2) +++ Raz(m— 1) 

















= Ru) 
Ay ae Ry2 (0) ( 18. 1. 29) 
Ru2u2 (0) 
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必须 是 正定 的 。 因 此 ， 自 相关 函数 
Riu (©) = Efu (kjut (kr), i=1,,p, j=1,,p (18. 1. 30) 

必须 使 得 det Hy, >0。 利 用 一 些 多 幅度 水 平 的 伪 随 机 二 值 信号 可 以 满足 这 个 要 求 ( Godfrey , 
1986; Dotsenko et al, 1971; Bamberger, 1978; Lachmann，1983)。 关 于 连续 可 导 的 非 线 性 
过 程 ， 参 数 估计 的 例子 可 参见 文献 (Bamberger, 1978; Haber, 1979; Lachmann, 1983) 。 
尽管 这 些 非 线性 模型 通常 都 用 于 离散 时 间 过 程 ， 但 是 同样 的 方法 也 可 应 用 于 连续 时 间 过 程 
(Unbenhauen, 2006) 。 

例 18.1 (Hammerstein 模型 的 参数 估计 ) 

假设 非 线 性 模型 是 二 阶 的 




















x*(k) = ro + rıu(k) + rou? (k) (18. 1.31) 
动态 模型 是 一 阶 的 
y(k) = -aıy(k - 1) + bulk — 1) (18. 1. 32) 
则 Hammerstein 模型 写成 
y(k) = -aıy(k - 1) + biro + bırıu(k — 1) + bırzu?(k — 1) (18.1.33) 
AA 
y(k) = WTR) 
其 中 
Wk) = (-y(k - 1) 1 u(k — 1) u?(k -1)) (18.1. 34) 
参数 6 可 以 直接 由 下 式 确定 
6 = (ai biro bırı bır2) = (ay bx bi bE) (18. 1.35) 





可 见 ， 参 数 岂 是 不 能 唯一 确定 的 ， 因 此 将 其 固定 为 常数 ， 即 令 6, =1; 参数 7 ~r, 可 以 
由 m =b5 /b,, r =b/ 7b, Mr, =b3 /b, 计算 得 到 。 














18.2 不 连续 可 导 非 线性 的 动态 系统 


在 机 械 系统 中 ， 存 在 不 连续 可 导 的 非 线 性 过 程 ， 特 别 是 摩擦 和 齿 际 以 及 电气 系统 中 的 磁 
清 现 象 。 通 常 ， 它 们 都 是 在 时 域 中 建 模 ， 得 到 的 微分 方程 是 非 线性 的 ， 因 此 不 能 利用 拉 普 拉 
斯 变换 或 z 变换 处 理 。 


18.2.1 上 带 摩 擦 的 系统 


在 很 多 机 械 过 程 中 ， 存 在 着 干 磨擦 和 粘 汪 摩擦 。 考 虑 如 图 18. 2 所 示 的 机 械 振子 ， 其 运 
动 方程 为 




















mya(t) + dya(t) + cya(t) + Felt) = cyi(t) (18. 2. 1) 
摩擦 力 表现 为 Stribeck HZ, MEI 18.3, Wf =F Fu, HP Fy 为 法 向 力 ， 则 有 
fe = —bc signy + fv 十 fae ll signv (18. 2.2) 


FER AEST fp RRJ Fy 
在 静止 时 ， 即 v=0 的 时 候 ， 作 用 在 过 程 中 的 是 静 (RE) 摩擦 力 
|Frs| < Femax = Hsmax FN (18.2.3) 
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图 18.3 动态 摩擦 的 Stribeck 摩擦 力 曲线 
uce: 干 摩擦 或 库仑 摩擦 ， fya): MEE, fa: 70+ BTR ABR, wo 最 大 夹 持 力 








静摩擦 力 始 终 等 于 作用 力 ， 且 与 作用 力 方 向 相反 (或 符号 相反 )。 一 旦 作用 力 超 过 最 大 的 力 
rs,， 物 体 将 突然 开始 移动 。 
通常 ， 摩 擦 力 可 近似 为 





Felt) = Fro sign y(t) + fri y(t) (18.2.4) 
其 中 ， 记 ,是 与 速度 无 关 的 干 摩擦 或 库仑 摩擦 ,fi, y(t) Æ ERBE RIE IE BB ERBE ( Iser- 
mann，2005 ) 。 上 式 所 示 的 摩擦 力 可 直接 代入 系统 的 动态 运动 方程 中 ， 当 然 也 可 采用 如 下 的 
辨识 方法 。 
为 了 辨识 带 摩 擦 的 过 程 ， 通 过 连续 或 递 阶地 缓慢 改变 输入 信号 u(t) = y(t)， 并 测量 输 
出 y(t) =y (t), PEA M H i k o 
如 果 将 迟滞 曲线 描述 成 











y+(u) = Ko+ + Kiu 


y-(u) = Ko- + Kı-u (18.2.5) 
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则 利用 最 小 二 乘法 ,根据 "“=1，2，…V-=-1 测 量 点 数据 ， 可 以 估计 迟滞 曲线 参数 
KES NX u(v)ys(v) — Dou) do yt) 
NX uow) — do u(v) 2 uly) 


Koz = i (Lek Dae] (18. 2.7) 


因为 微分 方程 是 关于 参数 线性 的 ， 所 以 参数 估计 方法 可 以 直接 应 用 于 带 干 摩擦 和 粘 清 摩 擦 的 
运动 过 程 。 对 此 ， 微 分 方程 或 差分 方程 是 很 合适 的 过 程 模型 。 在 某 些 情况 下 ， 不 仅 可 以 在 运 
动 方程 中 方便 地 引入 与 速度 相关 的 干 摩擦 ， 也 能 方便 地 使 用 与 速度 方向 相关 的 动态 参数 ， 比 
如 下 面 的 差分 方程 : 


yk) =) ,aı+y(k-1) +) ,birulk -i) + Kor (18.2.8) 


i=1 i=1 
y(k) = — So aj-yk —i) +) biı-u(k = 1) + Ko- (18.2.9) 
i=1 i=1 
HEP, Ko, AK, 可 理解 为 与 方向 有 关 的 偏 置 量 或 直流 分 量 。 这 样 ， 利 用 下 面 的 方法 可 以 估 
计 这 些 偏 置 量 : 
© MEE K, 和 K,_ 的 隐 式 估计 。 
o ME Ko, ALK, 的 显 式 估计 : 利用 生成 的 差 值 Ay(k) 和 Au(k) ， 并 估计 下 式 的 参数 


Ay(k) =— YdAy(k -i) + X bi^Aulk —i) (18.2. 10) 
i=1 i=1 
假设 参数 4 AB, SEE. A, WAREN APIS KR, A R o 
对 与 方向 有 关 的 模型 参数 估计 ， 需 要 考虑 额外 的 辨识 要 求 ， 即 要 求 运动 是 单 向 的 ， 且 不 
可 逆 回 ， 这 意味 着 运动 必须 满足 


(18. 2.6) 















































y(t) > 0 BK p(t) <0 (18. 2. 11) 
这 可 对 所 有 的 大 ， 检 验 下 式 
Ay(k) > £  Ay(k) < 一 8 (18. 2. 12) 
文献 (Maron, 1991) 提出 了 一 种 为 比例 作用 过 程 设 
计 的 输入 测试 信和 号， 可 以 满足 这 个 条 件 ， 见 图 18. 4。 以 线 
性 的 坡度 ， 在 一 个 方向 上 形成 一 定 速度 的 运动 ， 然 后 为 了 
激励 高 频 成 分 加 上 阶 跃 ， 并 渐 近 达到 稳 态 状态 。 运 动 方向 
改变 时 参数 估计 必须 停止 工作 (如 图 18.4 中 的 点 1，2， 图 18.4 测试 信号 ， 用 于 带 干 
3，…) ， 运 动 方向 改变 之 后 ， 要 么 重新 估计 参数 ， 要 么 继 摩擦 过 程 的 参数 估计 
续 使 用 相应 方向 的 原 参数 估计 值 。 
估计 模型 式 (18.2.8) Ast (18.2.9) 的 稳 态 特性 ， 可 以 计算 迟滞 曲线 



































Ko+ > bit 
u) = — 4 —u 18.2. 13 
yal) = te + a ( ) 
Ko- Tb 





_(u) = 18. 2.14 
7w) fee Ta ( ) 


为 了 检验 基于 动态 特性 的 参数 估计 ， 需 要 将 计算 得 到 的 特性 曲线 与 根据 稳 态 特性 测量 
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an 





到 的 曲线 进行 比较 ， 以 检验 辨识 结果 。 

对 旋转 式 驱 动 器 ， 文献 (Held, 1989, 1991) 研究 了 一 种 特殊 的 参数 估计 方法 ， 对 测 
量 的 扭矩 和 旋转 加 速度 做 相关 运算 ， 以 此 估计 系统 的 转动 惯量 ， 然 后 根据 这 个 转动 惯量 ， 估 
计 以 非 参 数 形式 表示 的 摩擦 扭矩 特性 曲线 。 

上 面 描述 的 用 于 辨识 带 摩 擦 过 程 的 方法 在 实际 应 用 中 得 到 了 成 功 的 验证 ， 文 献 (Maron, 
1991; Raab, 1993) 还 将 它 应 用 于 具有 摩擦 力 补偿 的 数字 控制 ,文献 ( Armstrong- Hélouvry, 
1991; Canudas de Wit, 1988) 对 此 还 作 了 进一步 的 研究 。 文 献 (Freyermuth, 1991, 1993) 
人 研究 了 机 器 人 驱动 带 中 球状 轴承 的 摩擦 力 估 计 问 题 ， 文 献 (BuBhardt，1995; Weispfenning, 
1997) 对 汽车 蔗 挂 减 振 装 置 的 摩擦 力 估 计 问 题 也 作 了 研究 。 


18.2.2 具有 死 区 的 系统 
作为 另外 一 个 例子 ， 考 虑 一 个 机 械 振子 ， 齿 隙 或 死 区 宽度 为 27 ， 见 图 18.5。 对 没有 此 
隙 的 振子 ， 有 





mya(t) + dya(t) + cyr(t) = cys(t) (18. 2. 15) 
齿 隙 特性 可 描述 为 














nA- y, yilt) > yr 
y3(t) = 49; — yr Sy) < yr (18. 2. 16) 
V) + yt. yt) < -yt 
2y, 
a C d 
ı 4 26) 
Ui +—(n)}—_] 
na sd T 



































图 18.5 RAAR (3ER) 的 机 械 振子 
a) 结构 示意 图 b) y, (4) < -y, Fly, (4) >y, 情况 下 的 方块 图 


该 方程 给 出 的 非 线性 特性 曲线 如 图 18. Sb tas, MARRE y (2) >y, 的 情况 下 ， 有 


myr(t) + dya(t) + cya(t) + ey = cyi(t) (18. 2.17) 
当 具 隙 限制 在 y (t) < -=y2 的 情况 下 ， 有 
mj2(t) + dya(t) + cy2(t) -cy = cyi(t) (18.2.18) 





式 中 ， 齿 隙 表现 为 带 符 号 的 常数 ， 其 正 负 号 依赖 于 y (1) 的 符号 。 对 于 间隙 范围 内 的 区 域 ， 当 
y(t) =0， 而 且 点 3 固定 时 (比如 因为 存在 某 种 未 建 模 的 摩擦 力 ) ， 系 统 的 本 征 特性 可 写成 











O PATE: 原文 误 为 y(t) <y, 
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my2(t) + dya(t) + cy2(t) =0 (18. 2. 19) 

如 果 点 3 不 是 固定 的 ， 且 在 人 齿 际 范围 内 可 任意 移动 ， 则 不 再 存在 弹簧 力 ， 为 此 必须 设 y, = 
y, EX (18.2.19) 中 的 c=0。 

死 区 参数 y, 的 估计 只 有 在 死 区 之 外 的 范围 才 有 可 能 ， 也 就 是 yy (4) < -y, Ply, (2) >y, 

的 范围 内 ， 类 似 于 干 摩擦 的 式 (18.2.8) 和 式 (18. 2.9)。 作 为 测试 信号 ， 可 进行 双向 的 缓 











死 区 非 线性 估计 问题 ， 也 可 参见 文献 (Isermann, 2005, 2006) , 
综 上 所 述 ， 对 死 区 外 的 区 域 可 以 得 到 如 图 18.6 所 示 的 简化 系统 框图 。 在 这 个 区 域 中 ， 
齿 际 的 作用 可 理解 为 对 输入 信号 的 偏 移 量 ， 偏 移 的 方向 (符号) 是 变化 的 。 














图 18.6 带 有 齿 隙 的 线性 系统 在 |y,(1) | > |y, | 时 的 简化 框图 








18.3 小 结 


原来 为 线性 系统 开发 的 参数 估计 方法 也 可 以 用 于 非 线性 系统 ， 只 要 所 用 的 模型 结构 是 关 
于 参数 线性 的 。 对 于 连 线 可 导 系 统 ， 可 采用 如 Volterra 级 数 或 Hammerstein 模型 等 。 对 模型 
是 关于 参数 非 线 性 的 非 线 性 系统 ， 则 必须 采用 迭代 的 参数 估计 方法 ， 通 过 数值 计算 ， 以 极 小 
化 代价 函数 来 实现 〈 比 如 极 大 似 然 代价 函数 ) 。 文 献 (Ninness, 2009) 建议 用 粒子 滤波 器 来 
确定 概率 密度 函数 ， 再 利用 如 预报 误差 法 或 极 大 似 然 法 进行 参数 估计 。 文 献 (Wang et al, 
2009) 针对 Hammerstein 系统 辨识 问题 ， 分 析 了 两 阶段 优化 算法 。 


习题 


18. 1 Hammerstein 和 Wiener 模型 

这 两 种 模型 的 结构 有 什么 不 同 ” 哪 种 模型 结构 可 以 直接 利用 参数 估计 方法 (如 最 小 二 
乘法 ) 进行 辨识 ? 

18.2 摩擦 1 

如 何 简化 Stribeck 曲线 ， 使 得 可 以 直接 利用 最 小 二 乘法 进行 参数 辨识 ? 

18.3 ”摩擦 2 

对 具有 干 摩擦 和 阁 沸 摩擦 的 二 阶 机 械 动力 学 方程 ， 如 何 估计 干 摩擦 和 炸 滞 座 控 系数? 哪 
种 实验 和 参数 辨识 方法 可 以 适用 于 这 种 估计 ? 

18.4 AM 

为 了 辨识 齿 隙 参数， 必须 满足 什么 条 件 ? 
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第 19 R 
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本 章 将 介绍 数值 优化 算法 ， 用 以 最 小 化 代价 函数 ， 即 使 这 些 代 价 函 数 是 关于 参数 非 线 性 的 。 


19.1 引言 


关于 连续 时 间 参 数 模型 的 辨识 方法 ， 过 去 主要 使 用 模拟 计算 机 ， 在 当时 起 着 重要 的 作 
用 ， 得 到 的 模型 是 可 调整 的 ， 而 且 发 展 成 为 模型 调整 技术 或 模型 参考 自 适应 辨识 方法 。 如 
今 ， 这 些 辨 识 方 法 不 再 用 模拟 计算 机 实现 ， 而 是 做 成 计算 机 程序 或 特殊 软件 工具 的 一 部 分 ， 
在 数字 计算 机 上 实现 。 下 面 ， 将 介绍 几 种 数值 优化 算法 ， 这 些 算法 可 以 通过 调整 模型 的 参 
数 ， 使 模型 能 最 好 地 与 测量 数据 相 匹 配 。 迄 今 为 止 ， 参 数 估计 方法 主要 受 限 于 模型 的 代价 函 
数 ， 它 必须 是 关于 参数 线性 的 。 在 下 文中 ， 将 介绍 能 处 理 代 价 函 数 关 于 参数 非 线性 的 几 种 方 
法 。 这 给 了 设计 代价 函数 更 大 的 空间 ， 而 且 可 以 直接 确定 非 线性 过 程 模型 中 的 物理 参数 ， 而 
不 是 传递 函数 的 系数 ， 而 传递 函数 的 系数 通常 是 多 个 物理 参数 混合 在 一 起 的 。 男 外 ,还 可 以 
包括 一 些 约束 ， 比 如 要 求 结 果 模 型 的 稳定 性 或 某 些 物理 参数 必须 是 正 数 等 。 

误差 的 确定 有 几 种 不 同 的 方式 ， 取 决 于 模型 的 配置 ， 如 图 1. 8 所 示 。 输 出 误差 为 
Bu(s) 





























e(s) = y(s) — ym(s) = y(s) 一 Tak u(s) (19.1.1) 
M(s) 
导出 并 联 模型 ; 方程 误差 为 
e(s) = Am(s) y(s) — Bu(s)u(s) (19. 1.2) 
导出 串 - 并联 模型 ， 输入 误差 为 
e(s) = ey) — u(s) (19.1.3) 


导出 串联 模型 或 称 反 向 模型 。 在 时 域 及 对 非 线性 系统 ， 可 以 构建 类 似 的 模型 配置 ， 见 图 
19.1。 串 -并 联 模型 的 最 大 优点 是 不 会 不 稳定 ， 因 为 没有 构成 反馈 回路 。 男 外 一 方面 ， 利 用 
FB - 并 联 模型 配置 获得 的 模型 ， 不 能 保证 可 以 作为 独立 的 仿真 模型 运行 。 特 别 是 对 小 的 采样 
时 间 〈 相 对 于 系统 动态 响应 时 间 而 言 ) ， 串 -并联 模型 所 标 称 的 模型 通 真 度 会 高 于 实际 模型 
的 通 真 度 。 对 特别 短 的 采样 时 间 〈 相 对 于 系统 动态 响应 时 间 而 言 ) ， 模 型 通常 就 失灵 了 ， 衰 




















O BE: ae, wm, 
Ay(s) 
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BOW yy(k) ~y(k-1) 


作为 代价 函数 ， 甚 至 可 以 选择 误差 的 任意 函数 ， 如 /(0,e) =e RO, =) = 








并 联 模型 



































图 19. 1 用 于 迭代 优化 的 模型 配置 





























选择 组 合 的 代价 函数 ， 小 误差 相对 于 大 误差 赋予 不 同 的 加 权 比 率 ， 以 抑制 异 
如 第 8 章 讨论 过 的 ， 二 次 型 代价 函数 对 异 澡 值 的 影响 过 于 强调 。 为 了 减 小 这 
其 他 几 种 类 型 的 代价 函数 ， 见 表 19.1， 也 见 图 19. 2 及 文献 (Rousseeuw and Leroy, 1987; 





， 也 可 以 
常 值 的 影响 。 正 


文 个 影响 ， 提 出 了 











Kotter et al, 2007) 。 
R191 不 同类 型 的 代价 函数 ， 也 见 图 19. 2 
名 称 代价 函数 

最 小 二 乘 e? 

e2 
/2, |Irl<e 

mn laa -ec/2 ,jl>e 

en e? /6(1-(1-(r/e)?)’) Irise 
|r| > c 
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LI -12 a(y1+/2-1) 


绝对 值 le| 


图 19.2 


vey] 





不 同类 型 的 代价 函数 (Huber 函数 : c= 1.345; 双 平 方 : c =4. 6851), 


也 见 表 19. 1 


代价 函数 V(0,e) 通 常 是 各 个 时 刻 误差 的 (加 权 ) 代数 和 ， 参 数 是 通过 极 小 化 代价 函数 
来 确定 的 。 附 加 的 一 些 约束 ， 如 参数 空间 的 边界 或 所 得 系统 的 稳定 性 ， 也 可 以 表达 成 数学 形 
式 。 下 面 假设 代价 函数 具有 唯一 的 最 小 值 ， 在 最 小 值 处 误差 。 不 一 定 为 零 。 后 面 几 节 中 将 讨 
论 几 种 算法 ， 通 过 数值 计算 的 方法 来 确定 〈 非 线性 ) 函数 的 最 小 值 。 


19.2 非 线性 优化 算法 


非 线 性 函数 的 优化 有 很 多 算法 ， 下 面 将 有 选择 地 介绍 其 中 一 小 部 分 ， 主 要 集中 在 易于 实 
现 和 已 被 证 实 比较 适用 于 系统 辨识 的 那些 算法 。 关 于 优化 算法 的 完整 讨论 可 参阅 专著 
(Vanderplaats, 2005; Nocedal and Wright, 2006; Snyman, 2005; Ravindran et al, 2006 和 
Boyd and Vandenberghe ，2004) ， 关 于 优化 算法 在 计算 机 上 的 实现 可 参阅 专著 (Press et al, 
2007) 。 在 这 些 专著 中 ， 读 者 可 以 找到 算法 的 详细 推导 。 本 章 的 目的 仅 给 出 不 同 算法 是 如 何 
工作 的 一 些 背景 信息 ， 以 便 选 择 适 当 的 算法 ， 来 求解 给 定 的 参数 估计 问题 。 关 于 这 方面 的 综 
述 及 随机 优化 方法 也 可 参阅 专著 (Nelles, 2001), 

非 线 性 优化 问题 通常 可 以 写成 

















min f(x) 
s.t. g(x) < 0 (19.2.1) 
h(x) =0 





FH, “st” (subject to) 代表 “ 受 约 于 ”， 这 种 符号 用 在 优化 问题 中 是 特有 的 。 通 过 相 
应 地 调整 向 量 x 中 的 各 个 元 素 ， 以 使 f(x) 达 到 最 小 值 。 优 化 问题 是 要 受 限于 约束 的 ， 也 
就 是 要 求 g(x) <0 和 h(x) =0。 为 了 使 优化 问题 适应 于 系统 辨识 框架 ， 需 要 设 x=0 及 
f(x) =209) 。 在 数值 优化 中 ， 参 数 向 量 称 作 设 计 变量 zx， 代价 函数 或 价值 函数 称 作 目 标 函 
Bf. 
约束 可 以 根据 设计 变量 的 条 件 推 导出 。 注 意 ， 约 束 的 建立 总 是 要 分 别 满足 条 件 g,(x) < 
0 和 万 (z) =0。 比 如 ， 如 果 要 保证 x, <4, 那么 需要 建立 不 等 式 约束 g(x) =x -4<0°。 类 
似 地 ， 如 果 要 保证 xz: =x3， 那 么 需要 建立 等 式 约束 h(x) =x -x3 =0。 
许多 优化 算法 都 以 如 下 的 形式 进行 迭代 
x(k +1) = x(k) + as(k) (19. 2. 2) 
HM, x(k) ,k=1,2,…, 为 所 谓 的 最 小 化 序列 ，s (下 ) 为 搜索 向 量 ，a 表示 为 了 获得 Y(E+1) 
在 搜索 方向 上 的 步 长 ， 最 终 通 近 的 最 优 解 记 作 x ” 。 
显然 ， 需 要 一 个 初始 猜测 x(0) 作 为 算法 的 起 始点 。 如 果 可 能 ， 初 始 猜测 应 该 靠近 最 
优 解 。 比 如 ， 可 以 采用 技术 说 明 书 /数据 手册 中 的 过 程 参 数 作为 起 始点 ,或 者 采用 以 往 辨 
识 获得 的 结果 作为 起 始点 。 如 果 没 有 什么 可 用 的 信息 ， 也 可 以 随机 选择 起 始点 ， 甚 至 可 
以 随机 选择 几 个 不 同 的 起 始点 或 选择 等 间隔 的 起 始点 ， 多 次 启动 算法 ， 以 找到 合适 的 初 
始 猜测 。 
同时 需要 定义 迭代 算法 的 终止 条 件 。 对 无 约束 的 优化 问题 ， 如 果 
V f(x) =0 (19. 2.3) 



































O 译 考 注 : 原文 误 为 g(x) =x, +4<0, 
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其 中 ，Vf(x) 是 函数 的 梯度 ， 定 义 为 











T 
0 0 0 0 
vo- (Mer) = ( a ro, =) (19.2.4) 
那么 优化 函数 可 能 达到 局 部 最 优点 。 此 外 ，Hessian 矩阵 H(x) =V2f(x) 定义 为 
P f(x) Pf) 
0OX10X1 0XpOX1 
a z 
vfa) = A) = (19. 2.5) 


Pf) Pf) 
0X10Xp OxpOxp 
它 必 须 是 正定 的 ， 以 保证 达到 最 小 值 ( 至 少 是 局 部 最 小 值 )。 然 而 ， 由 于 数值 计算 的 不 精确 
或 存在 约束 ， 不 可 能 精确 到 达 最 小 值 点 。 因 此 ， 终 止 准则 通常 使 用 基于 更 新 的 步 长 和 代价 函 
数 的 改进 量 





lek +) - xls Sek) — falk + 1) < er (19. 2. 6) 

同时 还 能 给 出 相关 的 收敛 准则 。 

可 行 区 域 是 搜索 空间 中 满足 所 有 约束 的 区 域 ， 可 用 区 域 是 能 使 目标 函数 下 降 的 区 域 。 在 
迭代 过 程 中 应 该 在 可 行 区 域 和 可 用 区 域 中 不 断 搜 索 ， 以 达到 下 一 次 友 代 的 最 优 解 。 

关于 代价 函数 ， 它 依赖 于 哪些 信息 ， 有 以 下 几 种 不 同 的 区 别 : 

© SHAR: AR rene f(x) AE. 

。 一 阶 方法 : 使 用 代价 函数 A(x) 及 其 一 阶梯 度 9f/3x。 

。 二 阶 方法 : 使 用 代价 函数 .所 zx) 、 一 阶梯 度 9f/9x 及 二 阶 Hessen 和 矩阵 9%f/ax”( 或 其 近 

似 值 )。 

有 关 偏 微分 的 计算 可 以 是 解析 的 ， 也 可 以 利用 有 限 差分 法 ， 见 第 19.7 节 。 








19.3 一 维 方 法 


首先 ,介绍 一 维 优化 方法 ， 它 可 以 用 来 求解 只 有 一 个 变量 x 的 优化 问题 ， 通 过 选择 变量 
x*， 使 函数 达到 最 优 值 。 虽然 这 是 最 基本 的 一 类 优化 方法 ,但 它 代表 着 特别 重要 的 优化 算 
法 ， 其 至 许多 多 维 优化 方法 ,一 旦 建立 起 搜索 向 量 ， 随 后 也 将 应 用 一 维 搜 索 来 确定 式 
(19.2.2) 中 的 w 值 。a 值 的 确定 称 作 线 搜索 。 

点 估计 算法 ( 零 阶 方法 ) 

如 果 函 数 是 单 峰 且 连 续 的 ， 则 可 用 多 项 式 来 逼近 ， 并 用 它 来 确定 最 小 值 。 对 近似 的 多 项 
式 ， 可 以 采用 微 积分 中 的 标准 方法 来 确定 最 优 解 。 

给 定 三 个 点 (zi ,五 )、(%, 刻 ) 和 (%s, 户 )， 可 以 匹配 得 到 一 个 二 次 型 函数 

F(X) = a0+ai(x—x1) + a2 (x — xX1)(xX — x2) (19.3.1) 





























ao = fi (19. 3.2) 





O FATE: 原文 误 为 V?f(x)?。 
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ph 








ay = #— (19.3.3) 
X3 — X1 
S-fı _ -fı 
jo = i. (19. 3.4) 
X3 — X2 
通过 aax =0， 可 求 得 最 优 解 为 
x* = Xa = X1 dı 
== = (19.3.5) 


这 种 算法 的 最 大 好 处 是 ， 只 需求 取 少 数 几 个 点 的 函数 值 。 但 另 一 方面 ， 它 不 能 保证 估计 值 的 
质量 ， 特 别 是 对 高 度 非 线性 的 函数 。 

也 可 以 采用 更 高 阶 次 的 逼近 ， 如 立方 通 近 ， 但 随 着 和 逼 近 多 项 式 阶 次 的 增加 ， 求 解 最 小 值 
的 计算 量 也 会 增 大 。 此 外 ， 局 部 极 小 值 的 个 数 也 随 着 多 项 式 阶 次 的 增加 而 增多 。 虽 然 点 估计 
法 理论 上 要 优 于 区 域 消 去 法 ， 但 在 实际 应 用 中 却 并 不 总 是 如 此 。 在 实际 应 用 中 ， 区 域 消去 法 
具有 很 高 的 鲁 棒 性 ， 可 用 作 初 始 阶段 的 精细 搜索 。 然 后 ， 一 旦 足够 精确 地 确定 了 解 的 边界 ， 
就 可 以 利用 点 估计 法 准确 地 找到 精确 解 。 

区 域 消去 算法 (SHAE) 

区 域 消去 法 在 每 步 迭 代 中 去 除 关 注 区 域 中 的 一 部 分 子 区 间 ， 从 而 缩小 了 最 优 解 的 搜索 
空间 。 

假设 最 优 解 以 x, 和 xm 为 界 ， 且 对 应 的 代价 函数 值 f; 和 是 已 知 的 ， 则 有 

1) 计算 中 间 点 xy 























_ XL 十 XR 
a 
FY PRE fu o 
2) WARE x, Fl x, 
xt Al xa = m - ST 


3) 确定 相应 的 函数 值 f F fao 

4) HRS, Alfa, 

Ef <fu> 则 Ar 一 X%M，YM =%15 

WU, ES A fy, 

Ef <fu, 则 XL = Xu, y =% 5 

Efa >fa s Ma ans =. 

5) 检查 收敛 性 ;否则 ， 跳 回 第 2 步 。 

由 于 这 种 算法 每 次 近 代 可 消去 一 半 的 界限 区 间 ， 所 以 只 要 终止 容许 区 间 的 长 度 是 给 定 的 
zx， 那么 算法 所 需 的 迭代 步 数 就 可 以 预先 确定 。 

黄金 分 割 搜索 ( 零 阶 方法 ) 

黄金 分 割 搜索 是 一 种 最 常用 的 区 域 消 去 法 ,类似 于 在 本 节 稍 后 介绍 的 分 半 算 法 。 它 包含 
如 下 步 又 : 











O FARE: MMA fh fao 
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1) 计算 
x, =(1-7T)x, +TXR 
X, =T 十 (1 一 T)XR 
并 确定 对 应 的 目标 函数 值 f 和 所 。 
2) 若 f >h, Men a Hts fh, H 
xX, =T% + (1 —7)xn 
再 次 计算 x, 处 的 户 值 。 
Bhs a Eee hf, H 
x, =(1-7T)x, + 7x, 
再 次 计算 «, 处 的 值 。 

3) 重复 第 2 HF, BEML, 

对 于 黄金 分 割 搜索 ， 取 7 =0.38197, 1-7 =0. 61803。 这 两 个 数字 保证 点 之 间 的 距离 比 
例 为 常数 。 虽 然 选 择 7 =0.5 ( 即 分 半 算 法 ) ， 以 相同 的 迭代 步 数 可 以 更 快 地 缩小 最 小 值 所 
但 还 是 更 偏好 于 使 用 黄金 分 割 比例 ， 因 为 黄金 分 割 法 对 最 优点 的 界限 分 割 更 为 保 

守 ， 似 乎 会 有 好 处 。 

分 半 算 法 (一 阶 方法 ) 

分 半 算 法 是 一 种 简单 的 方法 ， 它 基于 目标 函数 及 其 一 阶 导数 的 计算 。 为 使 算法 更 为 简 
练 ， 记 一 阶 导数 为 1 =3f//93x。 这 种 算法 十 分 简单 ， 在 每 一 步 迭 代 中 都 将 初始 区 间 (xi ,x ) 一 
分 为 二 。 目 标 函数 必须 是 单 峰 且 可 导 的 ,使 得 f' 存 在 。 与 后 面 给 出 的 Newton - Raphson 算法 
相 比 ， 分 半 算 法 仅 需 要 一 阶 导数 。 

1) 找到 最 优 解 的 两 个 界限 点 x, 和 wx， 使 得 f(x,) <0 PIS’ (xp) >0。 

2) RP TAL AS 





























XL + XR 
Mag 


3) WES" (xy) 。 

4) Ef (ay) >0， 则 去 掉 右 半 部 分 区 间 (xi nen Fran)» PRIA FEAL BB SP TAI (ey = 
Xy oa) o 

5) 检查 收敛 性 ; 知 有 必要 ， 跳 回 第 2 步 继续 。 

Newton - Raphson 算法 (二 阶 方法 ) 

Newton - Raphson 算法 需要 目标 函数 及 其 关于 未 知 参 数 一 阶 和 二 阶 导数 的 信息 。 如 果 
在 最 优 解 附 近 启 动 ， 算 法 的 效率 很 高 。 如 果 远 离 最 优 解 启动 ， 在 不 利 的 条 件 下 算法 有 发 散 的 
危险 。 

1) 从 点 x 启动 。 

2) 移动 到 新 的 点 



































O RE: 原文 为 f <ho 
O PEATE: MAH “ROME”, Hest (19.2.1) 应 为 “最 小 值 ”。 








ur 
FX) 





3) WES («* A. 
4) 检查 收敛 性 ; FALZ, KIBO 2 步 继续 。 





19.4 多 维 优化 


最 常 遇 到 的 还 是 多 维 优化 问题 ， 其 目标 函数 /依赖 于 设计 变量 加 量 *x。 在 这 种 情况 下 ， 
可 以 应 用 下 面 介绍 的 方法 。 下 面 介 绍 的 所 有 方法 都 保留 求解 无 约束 优化 问题 的 原始 形式 ， 在 
后 面 的 第 19. 5 节 中 将 讨论 带 约束 的 问题 。 


19.4.1 零 阶 优化 器 


零 阶 方法 只 用 到 函数 变量 的 信息 ， 当 函数 的 梯度 信息 不 能 得 到 时 ， 零 阶 方法 非常 适用 于 
这 种 情况 。 此 外 ， 零 阶 方法 具有 和 鲁 棒 、 且 易 以 实现 的 优点 。 关 于 无 梯度 信息 的 优化 方法 的 综 
述 ， 可 参阅 文献 (Con et al，2009)。 其 他 包括 遗传 算法 (Mitchell，1996 )、 模 拟 退 火 法 
(Schneider and Kirkpatrick, 2006) 和 生物 启发 算法 ， 如 蚁 群 优化 方法 (Kennedy et al, 
2001) 等 一 些 零 阶 方法 都 是 很 有 名 的 优化 方法 。 

下 山 单纯 形 法 (Nelder - Mead ) 

fen 维 空间 中 ,单纯 形 是 一 个 由 n+1 个 顶点 组 成 的 多 面体 ， 各 顶点 之 间 的 距离 相等 。 
例如 ， 在 二 维 空间 中 ,单纯 形 就 是 一 个 三 角形 。 在 下 山 单 纯 形 法 的 每 步 迭 代 中 ， 把 最 差点 投 
影 到 单纯 形 相 应 对 立 面 的 顶点 ， 以 构成 新 的 单纯 形 。 另 外 ， 单 纯 形 的 大 小 是 可 以 调整 的 ， 以 
便 更 好 地 分 界 最 优 解 。 虽 然 下 山 单纯 形 法 非常 简单 ， 但 已 证 实 它 是 鲁 棒 的 ， 且 在 有 噪声 的 情 
况 下 也 能 很 好 地 运行 。 注 意 ， 在 线性 规划 中 也 有 “单纯 形 法 ”， 不 要 与 这 里 的 下 山 单纯 形 法 
IRA. 

1) 根据 各 点 的 目标 函数 值 ， 按 升值 排序 ， 排 成 fx) Sf) f(x,,)。 

2) 反射 : 将 最 差点 通过 其 他 剩余 点 的 重心 x。， 利 用 镜像 反射 ， 构 成 反射 点 x = + 
(Xo -X41 )。 如 果 反 里 点 的 目标 函数 值 xs ) 比 f(x) 好 ,但 比 f(x, ) 差 ， 则 用 xs BIR x, 
跳 至 第 6 步 。 

3) FR: 如 果 反 射 点 是 新 的 最 优 解 ， 即 优 于 /xz ) ， 则 扩展 单纯 形 ， 构 成 扩展 点 x, = 
Xo +Yy(xzo -zi)， 其 中 y>1， 以 便 延 伸 该 方向 的 搜索 ， 这 样 会 有 好 处 的 。 如 果 扩展 点 xr 给 
出 更 低 的 目标 函数 值 ， 则 以 xs 替代 xx, ，， 跳 至 第 6 步 。 否 则 ， 保 持 单 纯 形 不 变 ， 以 x AR 
x. DAB 6, 

4) 收缩 : 目标 函数 值 可 能 没有 变 小 ， 因 为 反射 点 的 函数 值 还 是 最 差点 的 函数 值 f(x, ) 。 
这 时 不 应 该 试图 用 这 么 大 的 步 长 搜索 ， 应 通过 确定 收缩 点 xe =x) +0, —X,.,) <1, 将 单 
纯 形 缩小 。 如 果 收 缩 点 xue 的 函数 值 优 于 点 x, ,的 函数 值 ， 则 保留 收缩 的 单纯 形 ， 以 x 替代 
X, ,1， 跳 至 第 6 步 。 

5) 缩小 : 此 刻 最 优 解 似乎 已 经 在 单纯 形 内 部 ， 因 此 必须 缩小 单纯 形 的 大 小 ， 以 便 分 界 
出 最 优 解 。 除 了 最 优 解 点 ， 其 他 点 均 蔡 换 为 zx; =x, +o(x; -x1),i=2,…,n+1。 
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6) 如 果 达 到 收敛 容许 条 件 ， 则 终止 算法 ; 否则 跳 回 第 1 步 。 

例 19.1 (利用 下 山 单纯 形 法 确定 一 阶 系统 的 参数 ) 

为 了 解释 下 山 单纯 形 法 的 一 般 工作 原理 ， 选 择 一 个 二 维 的 参数 估计 问题 。 考 虑 如 下 的 传 
É PK Z 








G(s) = (19.4.1) 


K 
Ts+1 

基于 输出 误差 e(t) =y) -7(i) ， 确 定 过 程 的 增益 K 和 时 间 和 常数 7。 为 了 解释 工作 原 
理 ， 本 例 没 用 到 “扩展 ”步骤 。 

建立 如 下 的 代价 函数 








Nt 
v=% OK) - Hk) (19. 4.2) 


k=0 
为 了 确定 模型 的 响应 了 (k)， 在 计算 机 上 仿真 该 过 程 ， 尽管 系 统 是 以 连续 时 间 形 式 表示 的 ， 
仍然 采用 时 间 变 量 k。 男 外 应 该 指出 ， 这 个 代价 函数 与 极 大 似 然 估 计 在 有 白 品 声 作 用 于 输出 
y() 且 采用 并 联 模型 情况 下 所 用 的 代价 函数 是 一 样 的 。 因 此 ， 理 论 上 说 这 个 代价 函数 给 出 
的 是 最 优 解 (Ljung, 2009), 

对 这 个 过 程 模 型 ， 选 用 的 参数 为 K=2 和 7=0.5s。 图 19.3 给 出 过 程 的 输入 输出 ， 图 
19.4 给 出 算法 是 如 何 从 随机 给 定 的 起 始 值 (K=0.5 MT=1.85) Est HERRN EV MAN. 
当 到 达 最 小 值 时 ， 单 纯 形 经 历 了 数 次 “缩小 ”。 同 时 也 利用 梯度 下 降 法 来 求解 本 例 ， 以 便 与 
零 阶 方法 和 一 阶 方法 进行 对 比 。 









































u(t) [=] 


vO] 





t [s] 


图 19.3 PRRP, uk) WEERA, y AAE, yCk) 为 模型 输出 


358 











图 19.4 下 山 单纯 形 法 的 收敛 过 程 和 代价 函数 的 等 值 线 








19. 4.2 一 阶 优化 器 


一 阶 优化 方法 还 要 用 到 目标 函数 的 梯度 信息 ， 记 为 VA(x) = 83/(x)/9x。 梯度 信 息 既 可 以 
解析 地 给 出 ， 也 可 以 利用 有 限 差分 给 出 。 

METER (一 阶 方法 ) 

梯度 下 降 法 在 每 步 搜 索 中 均 向 梯度 VA(x) 的 负 方 向 行进 


der (19.4.3) 
_ VAE) 
O= an 


Kr, (HERRIE, DR a 可 以 利用 随后 的 负 方 向 上 的 一 维 线 搜索 来 确定 ， 见 第 19.3 
节 。 梯 度 通常 规范 化 到 单位 长 度 ， 即 除 以 向 量 的 欧 几 里 德 范 数 上 v(x(%) ) 儿 。 这 种 方法 也 常 
称 作 最 速 下 降 法 ， 它 的 主要 缺点 是 ， 对 不 恰当 的 设计 变量 标 太 ， 算 法 可 能 变 得 很 慢 (Press et 
al, 2007) 。 
Fletcher - Reeves 算法 是 梯度 下 降 法 的 一 个 扩展 ， 对 二 次 型 目标 函数 ， 它 具有 平方 收敛 
性 。 当 首次 搜索 到 最 陡 的 方向 之 后 ， 随 后 的 搜索 向 量 写成 
s(k) = —V f(x(k)) + P(k)s(k — 1) (19.4.5) 





其 中 

(V (x(k) "(VF (kK) 
(V (x(k - 1) (V fak- 1)" 

除了 对 二 次 型 函数 具有 平方 收敛 性 外 ， 它 的 优点 是 过 去 迭代 步 的 信息 会 被 重复 使 用 。 在 
远离 最 优 解 使 用 也 是 有 效 的 ， 当 接近 最 优 解 时 ， 收 敛 速度 会 加 快 。 

由 于 数值 计算 不 精确 的 缘故 ， 优 化 过 程 中 有 可 能 需要 多 次 重启 Fletcher - Reeves 算法 。 
在 这 种 情况 下 ， 算 法 要 在 某 一 步 相应 的 梯度 方向 上 重启 ， 此 时 算法 可 以 改进 写成 
(V (x(k) — Vf (x(k - D))"(V FEK) 

(Vrak - 1) (V fak- 1)" 


B(k) = (19.4.6) 


p(k) = (19.4.7) 


这 时 称 作 Polak - Ribiere 算法 。 
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例 19.2 (利用 梯度 下 降 法 确定 一 阶 系统 的 参数 ) 
图 19. 5 给 出 了 梯度 下 降 法 的 收敛 情况 ， 所 用 的 例子 是 前 面 利用 下 山 单 纯 形 法 进行 辨识 
用 过 的 一 阶 系统 。 可 以 看 到 ， 梯 度 下 降 法 以 少 得 多 的 迭代 步 数 就 达到 了 收敛 点 ， 然 而 梯度 的 
计算 对 大 型 和 更 复杂 的 问题 可 能 会 很 麻烦 。 值 得 强调 的 是 ， 这 个 算法 以 少 得 多 的 迭代 步 数 就 
可 以 辨识 得 到 正确 的 系统 参数 。 























图 19.5 最 速 下 降 算 法 的 收敛 过 程 和 代价 函数 的 等 值 线 


19.4.3 二 阶 优化 器 

二 阶 优化 方法 的 速度 比较 快 ， 而 且 效率 高 ， 其 缺点 是 必须 知道 二 阶 导 数 ， 用 于 确定 
Hessian 和 矩阵。 对 很 多 问题 来 说 ， 由 于 代价 函数 对 各 个 参数 的 二 阶 偏 导数 计算 比较 复杂 ， 所 
以 二 阶 导 数 不 能 解析 给 出 。 为 了 克服 这 个 缺点 ， 提 出 了 一 些 近 似 的 方法 ， 在 推导 牛顿 法 之 后 
将 介绍 这 些 方法 ， 这 些 近似 方法 试图 仅 用 梯度 信息 来 近似 Hessian 矩阵 。 

牛顿 法 

牛顿 法 有 时 候 也 称 作 Newton - Raphson 算法 ， 用 于 寻找 函数 的 零点 ， 它 可 以 通过 xz) 在 
x, 处 的 二 阶 近似 展开 导出 ， 写 成 

















f(xo + Ax) x f(xo) + Vf (x9) Ax 十 SAr"V? feo) Ax (19. 4.8) 
对 最 优 解 来 说 ， 它 对 参数 向 量 x 的 梯度 必须 为 零 ， 即 
Of (xo + Ax) 


z 2 = 
aax VIO +V fro) Ax = 0 (19. 4.9) 


SAx = —(V? f(x0)) VF (x0) 
得 到 的 是 牛顿 步 长 。 如 果 函 数 风 zx) 是 二 次 型 的 ， 则 牛顿 解 的 更 新 为 
x(k +1) = x(k) + s(k) (19. 4. 10) 

s(k) = -(V? f(x(k))) V(b) (19. 4. 11) 
它 以 a=1 直接 给 出 最 优 解 x”。 如 第 22.3 节 所 指出 的 ,在 目前 情况 下 对 矩阵 (Y2ACx(F) ) ) 
直接 求 道 ， 可 能 会 存在 数值 计算 上 的 问题 。 此 外 ，Hessian 矩阵 是 很 少 能 获得 的 ， 也 见 下 节 
的 准 牛 顿 法 。 
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如 果 函 数 可 以 用 二 次 型 函数 充分 逼近 ， 则 这 种 方法 可 以 产生 一 个 接近 最 优 解 的 点 。 
ee ee. 二 次 优化 方法 的 最 大 优点 在 于 它 的 速度 和 效率 。 然 而 ， 二 阶 导 
数 必 须 是 已 知 的 ， 而 且 必须 保证 Hessian 矩阵 是 正定 的 ， 在 远离 最 优 解 的 时 候 这 个 条 件 不 
一 定 能 满足 。 与 一 阶 优化 方法 ( 即 基 于 梯度 的 ) 对 比 ， 对 于 真正 的 二 次 型 问题 ， 当 aw =1 
时 ， 二 阶 优化 方法 的 更 新 步 长 可 以 自动 确定 ， 因 此 理论 上 不 需要 用 后 续 的 一 维 线 搜 索 来 
确定 步 长 。 然 而 ， 如 果 需 要 用 后 续 的 一 维 线 搜索 来 确定 步 长 ， 那 么 a = 1 是 一 维 线 搜索 的 
很 好 初始 值 。 

准 牛 顿 法 

牛顿 法 的 主要 缺点 是 几乎 没有 用 到 Hessian 矩阵 的 信息 ， 为 此 导出 了 许多 准 牛 顿 法 ， 试 
图 仅 用 一 阶 导数 信息 来 近似 Hessian 矩阵 。 

这 里 ， 将 解 的 更 新 写成 


















































x(k +1) = x(k) +s(k) (19. 4. 12) 

s = -H (k) V f(x(k)) (19. 4. 13) 
HEF, H(k) Are Hessian 和 矩阵， 而 是 Hessian ERRA. EE ACh) Ae Hk) = 
7， 随 后 的 更 新 写成 








H(k +1) = H(k) + Dik) (19. 4. 14) 
其 中 
Dik) = A pap)" + Hwy)" 
7 (19.4. 15) 
= —(H (k)yp" + p(H (k)y)") 

且 各 参数 为 
o=p'y (19. 4. 16) 
t=y'H(k)y (19. 4. 17) 
p= x(k)—x(k—1) (19. 4. 18) 
y = Vf(x(k)) -V fak — 1) (19. 4. 19) 


式 中 ， 参 数 9 使 得 算法 在 不 同 的 改进 方法 之 间 切 换 。 当 0 =0 时 ,切换 为 DFP (Davidon, 
Fletcher, Powell) 算法 ; 当 0=1 时 ， 切 换 为 BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno ) 
PIE, ROLLA PUI AEE Hessian FAME RIAN TTA EAE, 

Gauss - Newton 算法 








对 于 基于 误差 函数 ee(z) 平 方 和 的 目标 函数 ， 可 以 找到 特殊 的 通 近 Hessian 和 矩阵 的 方法 ， 
由 此 构成 所 谓 的 Gauss - Newton 算法 。 目 标 函 数 写成 
f(x) = = eg (x) (19. 4. 20) 
HEE ala f(x) /dx 的 元 素 为 l 
nz ne (> a0) = Yard ne) = 2 Deg) eC) (19.4.21) 


H. Hessian 46 H (x) 的 元 素 为 
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2 N 
Hi,j(x) = TIE) = my 2d ato) 


OXi OX; 


2 2 
一 2 ate) (55 -c(t) ) +2 ex (x) 
= 0X4 0X; 











(19. 4. 22) 
ae -ex(x)) (zew) 
XE, Hessian 矩阵 仅 用 一 阶 导 数 信息 近似 。 
利用 Jacobian 和 矩阵 
= x (19. 4. 23) 
可 以 将 解 的 更 新 写成 
x(k +1) = x(k) + s(k) (19. 4. 24) 
s(k) = (ITI) (J"e) (19. 4. 25) 


这 样 Hessian AMEN UWS H~ 2S, AREA Vfix(k)) =e, HI, HRORWTE 
数值 上 是 有 问题 的 ， 应 该 避免 。 因 此 ， 也 可 以 根据 如 下 方程 
(JTI) 's(k) = -J"e (19.4.26) 
利用 在 第 22. 3 节 中 用 于 求解 最 小 二 乘 问题 的 方法 来 确定 搜索 向 量 。 
Levenberg - Marquart 算法 
Levenberg - Marquart 算法 是 Gauss - Newton 算法 的 一 种 改进 形式 ， 可 写成 
x(k +1) = x(k) + s(k) (19. 4. 27) 
s(k) =—(JTJ +AI) (J"e) (19. 4. 28) 
其 中 , 了 是 单位 和 矩阵， 这 种 方法 也 称 作 信赖 域 法 ,算法 分 母 中 的 加 项 A7 使 更 新 搜索 向 量 sk) 
向 最 陡 下 降 方 向 旋转 。 为 了 得 到 最 优 结果 ， 每 一 步 搜索 都 要 更 新 参数 入 。 然 而 ,通常 使 用 启发 
式 方 法 ， 如 果 算 法 发 散 ， 则 增加 入 值 ， 如 果 算 法 收敛 ， 则 减 小 和 值 。 通 过 引入 加 项 A7 及 适当 
选择 和 值 ， 可 以 迫使 优化 序列 中 的 函数 值 下 降 ， 此 外 加 项 AT 可 以 增加 数值 计算 的 稳定 性 












































19.5 AR 


通常 优化 问题 必须 加 有 约束 ， 它 是 优化 问题 的 一 部 分 。 典 型 的 一 种 约束 是 模型 的 稳定 性 ， 
因为 不 稳定 的 模型 不 能 正确 地 用 于 仿真 ， 也 不 能 用 于 后 续 的 应 用 。 男 外 ， 在 很 多 情况 下 模型 是 
由 物理 参数 组 成 的 ， 如 弹簧 系数 或 质量 等 ， 它 们 都 是 有 物理 意义 的 ， 不 能 是 负 的 。 所 以 没有 物 
理 意 义 的 模型 不 应 该 包括 在 搜索 空间 中 。 还 有 ， 加 入 约束 会 限制 模型 的 灵活 性 ， 因 此 模型 的 方 
差 会 变 小 ， 并 以 增 大 偏差 为 代价 ， 也 见 第 20. 2 节 中 有 关 偏 差 -方差 两 难 选择 的 论述 。 


19.5.1 序 贯 无 约束 极 小 化 方法 


将 约束 引入 优化 问题 的 一 种 方法 是 SUMT 方法 ， 即 序 贯 无 约束 极 小 化 方法 。 这 里 构造 一 
“MA H ER eR 


















































P(x, TP) = f(x) + rep(x) (19.5.1) 
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其 中 ，P(z) 称 作 惩罚 函数 ， 用 于 将 约束 引入 代价 函数 ; r 表示 标量 惩罚 因子 ， 通 常 随 着 优 
化 的 进行 其 值 戈 来 越 加 大 ， 以 避免 不 能 满足 约束 条 件 。 下 面 描述 几 种 可 能 的 方法 。 
外 罚 函 数 法 
外 罚 函 数 法 的 惩罚 函数 写成 











m 


l 
p(x) = 》 (max(0, gœ)? + Y a)? (19. 5.2) 


i=1 k=1 

正如 引言 ee g;(x) 代表 不 等 式 约束 ， 也 就 是 必须 满足 g(x) <0, h, (x) 代表 等 式 约束 ， 
MN h,(x) = 

T TARK 满足 时 ， 惩 罚 函 数 才 施 加 影响 ， 因 此 称 作 外 惩罚 。 最 优 设 计 问 题 总 是 
从 不 可 行 域 的 一 侧 双 近 的 ， 因 此 过 早 终止 算法 只 能 得 到 不 可 行 的 解 ， 通 常 也 是 不 稳定 的 解 。 
惩罚 因子 六 通常 要 从 较 小 的 值 开 始 ， 以 使 开始 时 处 在 可 行 设计 域内 ， 并 从 可 行 区 域内 开始 
fe, than, NAS rp 可 以 从 0.1 开始 ， 然 后 逐渐 增加 到 10000， 甚 至 100000, 

内 罚 函 数 法 

内 罚 函 数 法 的 惩罚 函数 写成 

















m I 
D(x) = Dar +rp a? (19.5.3) 


ABE REET TAY, ek 数值 都 是 正 的 ， 而 且 当 不 满足 约束 时 趋向 无 穷 大 ATH] PACH BY Il 
分 别 带 有 权 值 re Al rs。 如 果 算 法 在 可 行 域内 位 于 最 优 解 不 太 远 的 点 启动 ， 则 应 该 启用 内 罚 
函数 法 ， 这 样 算法 就 会 从 可 行 域 交 近 最 优 解 。 如 果 初 始 猜 测 是 不 可 行 的 和 /或 离 最 优 解 很 远 ， 
则 应 该 启用 外 罚 函 数 法 。 相 反 地 ， 内 凡 函 数 法 决 不 能 从 不 可 行 的 初始 猜测 点 启用 ， 因 为 这 样 
算法 会 更 偏向 于 趋 于 不 可 行 的 解 。 
扩展 内 罚 函 数 法 
扩展 内 罚 函数 法 的 惩 神 函数 写成 












































| (19. 5.4) 
i Den & 
一 = , g(x) > —e 
WP, 为 小 的 正 数 ， 惩 罚 函 数 在 约束 边界 上 不 再 是 不 连续 的 。 
二 次 型 扩展 内 罚 函 数 法 
二 次 型 扩展 内 罚 RI 数 写成 
p(x) = rp 2 (x) 
i=1 
ee Ges (19. 5.5) 





B=) aD 外 
J J 
-(( 2 3 +3), gj(x) >e 


E 
式 中 ， 由 于 二 阶 导数 已 然 是 连续 的 ， 所 以 二 阶 优化 方 活 也 是 可 用 的 。 不 过 ， 代 价 是 增加 了 惩 
罚 函 数 的 非 线 性 度 。 
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其 他 的 惩罚 函数 
K 19.2 给 出 了 其 他 一 些 也 可 以 使 用 的 惩罚 函数 。 


表 19.2 其 他 一 些 惩罚 函数 


名 称 、 形 状 和 方程 


名 称 、 形 状 和 方程 



























抛物 线 惩罚 函数 半 抛 物 线 惩罚 函数 
P(x) P(x) 
> 
A(x) go) 
2 
7 5 {re(g(x))", g(x) >0 
p(x) = re (h(x) FIT, 其 他 
见 外 罚 函 数 法 见 外 罚 函 数 法 
无 限 障 碍 惩罚 函数 对 数 惩罚 函数 
px) P(x) 
不 满足 约束 时 
值 非常 大 
> 
=] g(x) 
g(x) 
0 
p(x) = a a p(x) = —rp log(—g(x)) 
PARE TH PAB 
PQ) 





_ 
( 


P(x) = IP xy 


$19.3 (基于 物理 模型 ， 利 用 下 山 单纯 形 法 辨识 三 质量 振荡 器 的 频率 响应 ， 所 用 的 代 


价 函 数 带 有 约束 ) 
在 这 个 例子 中 ， 利 用 正 交 相关 分 析 法 辨识 获得 频率 响应 ， 再 根据 频率 响应 来 确定 三 
振荡 器 的 物理 参数 。 


辨识 过 程 分 三 步 进行 : 首先 ， 利 用 正 交 相关 分 析 法 辨识 获得 系统 的 频率 响应 ， 如 第 








5.5.2 节 所 描述 的 ， 然 后 ， 利 用 通过 实验 确定 的 频率 响应 幅 值 ， 确定 状态 空间 模型 的 物理 参 
数 ， 也 就 是 如 下 的 参数 估计 向 量 
07=(n Ja J3 dı dz da cy c2) (19.5.6) 


所 用 的 代价 函数 是 测量 的 频率 响应 幅 值 | Co, ) | 与 模型 的 频率 响应 幅 值 |G(iw,) | 之 间 的 误 
364 


差 平方 ， 写 成 
N 
V =) (Gon) - |GGon)|)” (19.5.7) 


n=1 


这 样 就 可 以 获得 最 小 相位 系统 的 参数 。 再 引入 约束 ， 保 证 所 有 的 估计 参数 是 非 负 的 ， 以 便 获 
得 有 意义 的 参数 估计 。 











参数 估计 的 结果 为 
J, = 0.0184 kg-m? Ĵa = 0.0082 kg-m? Js = 0.0033 kg-m? 
ĉi = 1.354582 62 = 1.930782 
dı = 9.8145 x 10° d} = 1.1047 x 107 d3 = 0.019883 


最 后 一 步 对 所 有 于 个 点 的 相位 2G(io ) 和 二 G(iw ) 进 行 匹配 。 这 样 可 以 检测 出 额外 的 
迟延 ， 这 个 迟延 是 信号 采样 和 随后 的 信和 号 调理 造成 的 。 
确定 的 额外 的 迟延 为 





T, =0. 0047 s 
最 后 ， 上 其 有 述 延 的 模型 频率 响应 如 图 19. 6 所 示 。 口 


40 










30 


20 


|G(iw)| [dB] 


LG(iw) [°] 





10 10° 10' 
æ [rad/s] 








图 19.6 ”基于 频率 响应 测量 数据 和 利用 带 约 束 的 下 山 单纯 形 法 辨识 得 到 的 三 质量 振荡 器 模型 
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例 19.4 (基于 输出 误差 ， 利用 下 山 单纯 形 法 辨识 三 质量 振荡 器 模型 ， 所 用 的 代价 函数 
带 有 约束 ) 

在 这 个 例子 中 ， 时 域 的 测量 数据 被 再 次 用 来 确定 三 质量 振荡 器 的 物理 参数 。 考 虑 三 质量 
振荡 右 模 型 含有 干 摩擦 (Baihretal，2009)， 因 为 迭代 优化 方法 可 以 处 理 非 线 性 模型 。 

代价 函数 是 基于 输出 误差 的 ， 写 成 











N 
V = ,00 - S00)’ (19. 5.8) 
k=1 
相应 的 参数 向 量 为 
oT = (Jı Ja J3 dı dz d3 do, do do C1 c2) (19. 5. 9) 


又 一 次 引入 约束 ， 保 证 所 有 的 参数 为 正 的 ， 以 便 获得 有 意义 的 参数 估计 。 时 域 模型 的 参数 估 
计 结 果 为 











J, = 0.0188 kg-m? Jy = 0.0076kg-m? J; = 0.0031 kg-m? 
61 = 1.395882 & = 1.931957 

dy = 2.6107 x 10-482 d» = 0.001 Ns ds = 0,2958: 
dio = 0.0245 Nm doy ~ 0.0 Nm dzo = 0.6709 Nm 
Tp = 0.0018 s 


如 图 19. 7 所 示 。 


MÀ [N-m] 


o,(t) [rad/s] 





0 5 10 15 20 25 
t [s] 
图 19.7 TAREE, FP Lu eA AAR = Je ik AR, TT RRA AR 
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与 利用 纯 线 性 模型 的 例 19. 3 所 得 的 结果 进行 比较 ， 可 以 看 到 结果 吻合 得 很 好 。 由 于 改 
善 了 摩擦 模型 ， 其 辨识 结果 当然 会 有 不 同 。 

还 有 一 些 带 约束 的 直接 搜索 方法 ， 对 这 些 方法 ， 推 荐 读者 参阅 前 面 提 到 的 专门 研究 数值 
优化 方法 的 书籍 。 

















19.6 利用 迭代 优化 的 预报 误差 法 


第 9 章 中 讨论 的 线性 系统 辨识 局 限于 特殊 的 模型 类 ， 因 为 优化 问题 必须 是 关于 参数 线性 
的 。 因 此 ， 只 有 ARX 模型 可 以 直接 用 最 小 二 乘 方法 来 估计 。 在 第 10 章 中 ， 讨 论 了 几 种 线性 
动态 过 程 基本 方法 的 改进 算法 ， 这 些 算法 可 用 于 辨识 某 些 其 他 类 型 的 模型 。 本 节 将 介绍 
预报 误差 法 ， 利 用 Gauss - Newton 或 Levenberg - Marquardt 算法 ， 以 求解 非 线 性 最 小 二 乘 问题 。 
由 于 优化 问题 不 再 要 求 关 于 参数 线性 ， 所 以 可 以 辨识 更 多 不 同类 型 的 模型 (Ljung, 1999) 。 
现在 ， 讨 论 这 类 预报 误差 辨识 方法 (PEM). 
通行 的 做 法 是 ， 基 于 至 -1 时 刻 的 测量 数据 ， 
预测 当前 时 刻 过 程 的 输出 了 (%) 。 就 最 一 般 的 ' i me 


来 讨论 这 种 算法 ， 如 图 19.8 所 示 。 通 过 对 应 ad ” 


的 等 价 替 换 ， 算 法 可 以 容易 地 适用 








vk) | 














mm 











情况 。 图 19.8 预报 误差 法 (PEM) ae 
aT Hy (ke) 由 模型 输入 ulk) 的 响应 和 和 干扰 噪声 n( k) 
y(k) = yulk) + n(k) (19. 6. 1) 


WAR ARTS v(k) KERTH nk) OE UR Rae A, FH nk) 的 真实 值 可 以 方便 地 利用 
UF ASE Ti] DR ROR TT FT. 


Seve" = Y ,din(k)z” (19.6.2) 


i=0 i=0 
上 式 正 是 成 形 滤波 器 传递 函数 写成 时 域 的 形式 ， 见 图 19. 9a， 其 中 及 下 文 都 设 cv =1, dy =1。 
然而 ， 由 于 上 大 时 刻 白 噪声 的 真实 值 是 未 知 的 ， 它 需要 根据 至 上 -1 时 刻 的 测量 数据 进行 
估计 ， 记 作 名 天 | 天 -1)， 所 以 式 (19.6.2) 可 以 写成 


Lane 一 3 (19. 6.3) 


HIRA v(i) 的 过 去 值 Gin 可 以 和 用 2 3 eee 因此 可 以 假设 是 已 知 的 。 
HIRE v( k) 的 当前 值 是 未 知 的 ， 对 其 需要 一 个 合理 的 假设 。 由 于 vw(%) 是 零 均 值 白 噪声 ， 其 
期 望 为 Elv(%)| =0, AE ER 
Dkk — 1) = Ep} = 0 (19.6.4) 
这 样 ， 佑 计 值 名 (天 | 天-1) 就 可 以 写成 
Soe = 5 ani = Â(k|k — 1) 
i=1 


i=1 


s (5 cj 0(k)z — vo) = > din(k)z™` — no) = fi(k|k — 1) 


i=0 i=0 











(19.6.5) 
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a) 
























v(k) n(k) 
> 
b) A 
v(k) n(k\k-1) 
> 
n(k) 
c) A 
n(k) n(k\k-1) 
d) 


e) 





(K) n(k) 7 nk|k-1) HH-1) 
5 C(z’) 


Jk) 











图 19.9 基于 n(i) isk —1 WERGE, RE Ak) 的 预报 


上 式 的 方块 图 如 图 19. 9c 所 示 。 这 个 方块 图 可 以 转换 成 图 19. 9d 的 形式 ， 那 么 给 出 的 预报 值 
n(k|k-1)A 





A = De) 
älk|k - 1) = (: - EJO (19. 6.6) 


这 个 模型 已 经 可 以 用 于 佑 计 噪 声 模型 了 ， 也 就 是 用 于 估计 随机 模型 。 
在 下 一 步 中 ， 加 上 图 19. 8 中 过 程 模型 的 确定 性 部 分 。 由 于 





y(k) = yulk) +n(k) (19. 6.7) 
及 
_ Biz") 
yulk) = Aca? (19. 6.8) 


所 以 可 以 先 减 去 y,(%) ， 以 便 得 到 n(%)， 再 利用 式 (19. 6. 6) ， 给 出 估计 值 训 (天 | 天 -1)， 并 
加 上 (FF) ， 得 到 (| 天-1)， 这 就 导出 了 预报 方程 


D(z"! 
Sk 1) = (1- nv + 


D(z") Bz“) 
CEDA)" 





(k) (19.6.9) 


也 见 图 19. 9e, 
输出 预报 值 了 (Lk | -1) 可 以 用 来 确定 预报 误差 e() 
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elk) = y(k) - S(klk 1) (19. 6. 10) 
基于 这 个 误差 ， NN 


f(x) = > e2 (x) (19.6.11) 


它 可 以 利用 第 19.4.3 节 中 论述 的 Gauss - EHE 算法 进行 求解 
对 式 (19.6.9) 模型 ， 其 解析 的 梯度 形式 可 以 表示 为 
D(z7!) B(z7') 








0 、 : 

oO" ee wre (19.6.12) 
Ob 、 DE) 
m Gene (19. 6. 13) 


0 、 u D(z") B(z7}) : D(z!) . 

ee -)= CGD OD AED Cena —i)+ Ce) Gay A —i) (19.6. 14) 
et as ee 19.6. 15 
zg | Deren ~~ Eqn —i) (19. 6. 15) 


19.7 梯度 的 确定 


上 一 节 讨 论 的 一 阶 优化 方法 和 二 阶 优化 方法 ， 它 们 都 需要 相应 的 导数 信息 ， 这 可 以 利用 
标准 的 有 限 差分 方法 获得 。 在 一 维 优化 方法 中 ,f 对 x 的 一 阶 导数 可 以 近似 写成 
df@) _ f(x + Ax)— fo) 








(19.7.1) 
dx Ax 
HP, Ar 需要 经 过 合理 的 选择 。 二 阶 导数 可 以 确定 》 
Pf f(x + Ax) —2f(x) + f(x — Ax) (19.7.2) 
dx2 | Ax2 ~ 


这 种 方法 可 以 直接 推广 到 多 维 的 情况 。 

对 状态 空间 系统 ， 也 需要 推导 一 种 算法 ， 用 于 确定 输出 关于 输入 或 状态 矩阵 参数 的 导 
数 。 因 为 这 种 方法 也 可 以 用 于 辨识 基于 微分 方程 描述 的 线性 系统 ， 且 以 输出 误差 设置 的 输入 
/输出 模型 ， 所 以 导数 的 推导 非常 相似 。 

对 于 用 式 (2.1.24) MR (2.1.25) 给 出 的 状态 空间 模型 

X(t) = Ax(t) + bult) (19.7.3) 

y(t) = ex(t) + du(t) (19.7.4) 
现在 需要 确定 状态 x(t) 和 输出 ya) KAFEE A TER a, 的 偏 导数 ， 这 可 以 利用 如 下 的 微分 方 
程 来 确定 9x(t)/9a,， 











a O= 7 gr 
Odi, j da aij 


因此 ， 可 以 通过 求解 如 下 的 增 广 状态 空 问 模 型 


x(t) A 0 x(t) 
27-36) Zr ae, 十 (oO (19.7.6) 
ddi, j ddi, j dai, j 


以 便 同 时 获得 状态 及 状态 关于 各 元 素 a 的 偏 导数 。 由 此 ， 可 以 确定 输出 的 偏 导 数 为 





(19.7.5) 
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— y(t) = eT eal (19.7.7) 
i,j 


利用 类 似 的 方法 ， a a eer ee 的 偏 导 数 。 对 
此 ， 增 广 状态 空间 模型 可 以 写成 


(t) (t) b 
( DIR I ein) + (eo (19.7.8) 
ðb Obj ðb; 


(19.7.9) 


因为 状态 不 是 c, 的 函数 ， 所 以 输出 向 量 关 于 元 素 c; 的 偏 导 数 只 出 现在 输出 方程 式 (2. 1.25) 
中 ， 则 有 





和 








Jc; 2 E = x) (19.7.10) 


根据 这 些 偏 导数 ， 在 线性 en ee ee 
偏 导数 的 推导 也 可 参阅 文献 (Verhaegen and Verdult, 2007) 和 (van Doren et al, 2009) 。 
种 方法 的 主要 缺点 是 ， 当 参数 0, 的 个 数 很 多 时 ， 需 要 用 到 很 多 滤波 器 ， un 
(Ninness, 2009) 关于 高 维 参 数 估计 问题 的 讨论 。 注 意 ， 利 用 如 下 的 方法 可 以 加 快 计 算 速 
度 ， 首 先 求解 x (1) =Ax(t) +bu(t)， 然 后 再 求解 状态 偏 导数 微分 方程 。 

在 专著 (van den Bos, 2007) 中 ， 更 深入 地 讨论 了 参数 估计 的 非 线性 优化 算法 ， 并 给 出 
其 他 一 些 代价 函数 关于 牛顿 步 长 的 推导 ， 比 如 极 大 似 然 函数 。 























19.8 模型 不 确定 性 


用 类 似 于 第 9. 1.3 节 论 述 的 方法 ， 也 可 以 用 来 确定 利用 迭代 优化 方法 求解 的 参数 协 方 
差 。 文献 (Ljung, 1999) 给 出 了 一 种 基于 Taylor 展开 的 方法 。 这 里 将 给 出 另外 一 种 不 同 的 
方法 ， 它 是 基于 误差 传播 规则 的 。 模 型 输出 记 为 








$= Sb) (19.8.1) 
模型 输出 的 协 方差 写成 
cov § = E{(f — E{¥})7} (19. 8.2) 
N-1 
cov ĵ ~ L DF - vk)? (19.8.3) 
= 


























=0 
其 中 ,假设 模型 误差 了 (k) -y ee, MRE RES EAN, WABI DA OT HE 
是 最 小 误差 。 男 外 ， 根 据 误差 传播 规则 ， 有 


工 
TE 
0=0 


00 00 
那么 可 以 求解 得 到 参数 协 方差 为 
cov Aĝ = 


3y (0) = /ðy(0) 
7 r 





© 2) (19. 8.4) 











-1 (19.8.5) 
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: dy(@) CC 
ka cov y (ae 0-5) \0000T |,_ 
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上 式 可 以 用 来 确定 任意 模型 参数 误差 的 协 方差 。 


19.9 小 结 





本 章 介绍 的 数值 优化 算法 可 用 于 求解 参数 估计 问题 ， 特 别 是 关于 参数 非 线性 的 情况 。 由 
于 这 些 算 法 采用 迭代 方法 ， 所 以 它们 不 能 胜任 实时 的 应 用 。 但 是 ， 与 直接 GEER) 方法 
相 比 ， 它 们 最 大 的 优点 是 能 求解 更 多 类 型 的 问题 ， 并 且 在 问题 的 表达 中 ， 可 以 容易 地 加 入 额 
外 的 参数 约束 条 件 。 

本 章 引 入 了 并 联 模型 和 串 - 并 联 模型 ， 是 用 以 确定 模型 与 测量 值 之 间 误 差 的 两 种 方式 。 
优化 问题 的 描述 还 引入 不 等 式 和 等 式 的 两 种 约束 ， 虽 然 一 开始 就 考虑 约束 ， 似 乎 会 使 问题 复 
杂 化 ， 但 通常 还 是 建议 这 么 做 。 约 束 对 驱使 优化 器 趋 于 最 优 解 是 有 帮助 的 ， 因 为 约束 缩小 了 
设计 空间 的 一 些 搜索 区 域 。 此 外 ， 等 式 约束 可 以 减少 优化 器 求解 的 参数 个 数 。 还 有 ， 约 束 对 
保证 模型 后 续 的 应 用 也 是 必要 的 ， 比 如 物理 参数 通常 不 能 是 负 的 ， 因 此 一 开始 就 可 以 排除 掉 
这 种 没有 意义 的 解 。 

优化 方法 的 最 大 优点 是 ， 模 型 不 必 转 换 成 关于 参数 线性 的 形式 ， 也 就 是 说 任何 模型 都 可 
以 用 于 系统 辨识 ,不管 它 是 线性 的 还 是 非 线性 的 、 是 连续 时 间 的 还 是 离散 时 间 的 、 是 关于 参 
数 线性 的 还 是 关于 参数 非 线 性 的 。 

优化 方法 的 主要 缺点 是 ， 无 法 保证 一 定 能 找到 全 局 最 优 解 ， 事实 上 收敛 性 也 不 能 完全 保 
证 。 此 外 ， 对 大 多 数 算法 ， 到 达 最 优 解 所 需 的 迭代 步 数 也 是 无 法 事先 知道 的 ， 这 对 实时 应 用 
是 不 利 的 。 最 后 ， 优 化 方法 的 计算 量 比 介 绍 过 的 直接 GERN) 方法 要 大 得 多 。 

尽管 许多 参数 估计 问题 的 解 理论 上 是 可 以 无 偏 、 有 效 的 ， 但 是 求解 所 用 的 数值 计算 算法 
并 不 能 保证 这 一 点 ， 因 为 事实 上 不 一 定 能 真正 达到 最 优 解 。 然 而 ， 无 偏 和 有 效 这 些 性 质 只 有 
在 达到 最 优 解 的 时 候 才 能 满足 。 因 此 ， 迭 代 优化 方法 得 到 的 结果 可 能 比 采 用 直接 (GERAR) 
方法 获得 的 结果 还 要 差 ， 比 如 最 小 二 乘法 。 

无 论 什么 时 候 都 应 该 尽 可 能 对 参数 施加 简单 的 约束 条 件 。 通 常 ， 可 以 指定 参数 的 上 下 界 
区 间 ， 稳 定性 是 另 一 个 典型 的 约束 ， 因 为 不 稳定 的 系统 无 法 与 过 程 并 行进 行 仿真 。 一 种 特别 
简单 的 方法 是 ， 将 约束 作为 惩罚 项 加 入 代价 函数 。 更 多 的 细节 ， 比 如 设计 变量 标尺 、 约 束 标 
尺 等 ， 均 在 本 章 的 概述 中 作 了 论述 。 

优化 算法 运行 的 起 始点 ， 即 所 谓 的 初始 猜测 ， 对 算法 收 鳅 有 着 相当 重要 的 作用 。 可 以 尝 
试 从 几 个 随机 选取 的 起 始点 启动 算法 ， 便 于 找到 合适 的 初始 点 ， 以 保证 优化 器 逼近 全 局 最 优 
解 ， 而 不 至 于 陷入 局 部 最 优 。 此 外 ， 有 些 惩 罚 函 数 要 求 初始 猜测 必须 是 实际 可 行 的 ， 也 就 是 
要 满足 所 有 的 约束 条 件 。 第 2. 5 节 给 出 一 种 简单 的 方法 ， 对 确定 系统 的 特征 值 会 有 帮助 ， 以 
便 用 于 确定 算法 的 初始 值 。 另 一 种 方法 是 ,采用 非 迭代 的 方法 ， 如 最 小 二 乘法 ( 见 第 9 章 ) 
或 子 空间 法 ， 先 辨识 一 个 模型 ， 以 此 导出 黑箱 模型 的 参数 。 这 个 模型 可 以 是 状态 空间 形式 ， 
或 从 其 他 模型 转换 成 状态 空间 形式 ， 然 后 确定 一 个 相似 变换 ， 见 式 (17.2.9) ~ Ñ 
(17.2. 11) ,将 辨识 得 到 的 状态 空间 模型 转换 成 物理 推导 的 状态 空间 模型 结构 ， 同 时 可 以 确 
定 模 型 的 物理 参数 (Parillo and Ljung, 2003; Xie and Ljung, 2002), ， 见 第 15 章 。 

对 于 确定 这 样 的 初始 模型 ， 采 用 零 阶 优化 与 通过 惩罚 函数 引入 约束 相 结合 应 该 是 一 种 很 
好 的 方法 ， 因 为 零 阶 优化 方法 的 鲁 棒 性 好 ， 且 约束 的 数量 和 类 型 可 以 是 变化 的 。 此 外 ， 零 阶 
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优化 方法 不 需要 提供 梯度 信息 和 可 能 的 Hessian 矩阵 ， 这 在 过 程 辨 识 的 初始 阶段 是 很 有 利 
的 ， 因 为 初始 阶段 的 辨识 结果 通常 可 能 是 变化 的 或 需要 调整 的 。 有 时 其 至 可 以 从 无 约束 的 优 
化 开始 ， 然 后 在 必要 的 时 候 加 上 约束 ， 以 使 优化 器 远离 没有 意义 的 解 。 这 样 就 可 以 不 考虑 有 
没有 约束 问题 ,使 用 同一 种 优化 算法 。 

如 果 利 用 上 述 非 线 性 参数 估计 方法 获得 参数 化 模型 ， 并 可 以 证 明 它 能 很 好 地 描述 过 程 的 
动态 特性 (SLSR 23. 8 节 中 辨识 结果 的 验证 方法 ) ， 那 么 应 该 尽量 将 模型 表达 成 关于 参数 线 
性 的 ， 并 用 直接 GEAR) 方法 建立 参数 化 模型 ， 因 为 这 能 保证 佑 计 器 收敛 ,并 获得 全 局 
最 优 解 。 此 外 ， 这 样 做 计算 量 会 小 很 多 ， 这 对 一 些 问题 是 会 有 益 的 ， 比 如 有 多 个 类 似 的 过 程 
要 建立 参数 化 模型 ， 或 者 要 在 实时 应 用 中 进行 参数 估计 ， 如 自 适 应 控制 (Isermann et al, 
1992) 或 故障 检测 和 诊断 (Isermann, 2006) 。 





























习题 


19.1 并 联 或 串 - 并 联 模型 

两 种 模型 配置 的 优点 和 缺点 是 什么 ? 对 小 的 采样 时 间 〈 相 对 于 系统 动态 响应 时 间 而 
A), WAE - 并 联 模型 可 能 会 有 比较 大 的 问题 ? 

19. 2 Rosenbrock 函数 

试用 本 章 中 给 出 的 几 种 n 维 优化 算法 ， 确 定 Rosenbrock PRA (DRAKA AAR RAU) 

f(x) = (1 —x1) + 100082 — xf)? 

的 最 优 解 。 

19.3 零 阶 、 一 阶 和 二 阶 优化 方法 

需要 梯度 和 Hessian 和 抢 阵 信息 的 算法 的 优 缺 点 是 什么 ? 

19.4 目标 函数 

分 别 在 时 域 和 频 域内 构建 适合 用 于 辨识 的 目标 函数 ， 这 些 目 标 阴 数 是 关于 参数 线性 的 ? 
或 是 关于 参数 非 线性 的 ?如 何 确定 最 优 参数 ， 也 就 是 找到 函数 的 最 小 值 ? 

19.5 约束 

在 辨识 领域 中 ， 有 哪些 典型 的 约束 条 件 可 以 引用 到 优化 问题 中 ? 

19.6 系统 辨识 

对 如 下 的 一 阶 过 程 











y(k) +aıy(k — 1) = bu(k—1) 
给 出 一 种 采用 二 次 型 代价 函数 的 优化 算法 ， 并 利用 
© 梯度 搜索 算法 。 
e Newton - Raphson 算法 。 
辨识 过 程 参 数 w M bio 


参考 文献 


Bahr J, Isermann R, Muenchhof M (2009) Fault management for a three mass torsion oscilla- 
tor. In: Proceedings of the European Control Conference 2009 - ECC 09, Budapest, Hungary 
372 


van den Bos A (2007) Parameter estimation for scientists and engineers. Wiley- Interscience, 
Hoboken, NJ 

Boyd S, Vandenberghe L (2004) Convex optimization. Cambridge University Press, Cam- 
bridge, UK 

Conn AR, Scheinberg K, Vicente LN (2009) Introduction to derivative — free optimization , 
MPS-SIAM series on optimization, vol 8. SIAM, Philadelphia 

van Doren JFM, Douma SG, van den Hof PMJ, Jansen JD, Bosgra OH (2009) Identifiability : 
From qualitative analysis to model structure approximation. In; Proceedings of the 15th IFAC Sym- 
posium on System Identification, Saint-Malo, France 

Isermann R (2006) Fault-diagnosis systems: An introduction from fault detection to fault tol- 
erance. Springer, Berlin 

Isermann R, Lachmann KH, Matko D (1992) Adaptive control systems. Prentice Hall interna- 
tional series in systems and control engineering, Prentice Hall, New York, NY 

Kennedy J, Eberhart RC, Shi Y (2001) Swarm intelligence. The Morgan Kaufmann series in 
evolutionary computation, Morgan Kaufmann, San Francisco, CA 

Kotter H, Schneider F, Fang F, Gußner T, Isermann R (2007) Robust regressor and outlier- 
detection for combustion engine measurements. In; Röpke K (ed) Design of experiments (DoE) in 
engine development - DoE and other modern development methods, Expert Verlag, Renningen, pp 
377 - 396 

Ljung L (1999) System identification; Theory for the user, 2nd edn. Prentice Hall Information 
and System Sciences Series, Prentice Hall PTR, Upper Saddle River, NJ 

Ljung L (2009) Experiments with identification of continuous time models. In; Proceedings of 
the 15th IFAC Symposium on System Identification, Saint-Malo, France 
Mitchell M (1996) An introduction to genetic algorithms. MIT Press, Cambridge, MA 
Nelles O (2001) Nonlinear system identification; From classical approaches to neural networks 
and fuzzy models. Springer, Berlin 
Ninness B (2009) Some system identification challenges and approaches. In; Proceedings of 


the 15th IFAC Symposium on System Identification, Saint-Malo, France 





Nocedal J, Wright SJ (2006) Numerical optimization, 2nd edn. Springer series in operations 
research, Springer, New York 

Parillo PA, Ljung L (2003) Initialization of physical parameter estimates. In; Proceedings of 
the 13th IFAC Symposium on System Identification, Rotterdam, The Netherlands, pp 1524 - 1529 

Press WH, Teukolsky SA, Vetterling WT, Flannery BP (2007) Numerical recipes; The art of 
scientific computing, 3rd edn. Cambridge University Press, Cambridge , UK 

Ravindran A, Ragsdell KM, Reklaitis GV (2006) Engineering optimization: Methods and ap- 
plications, 2nd edn. John Wiley & Sons, Hoboken, NJ 

Rousseeuw PJ, LeroyAM (1987) Robust regression and outlier detection. Wiley Series in 
Probability and Statistics, Wiley, New York 

Schneider JJ, Kirkpatrick S (2006) Stochastic optimization. Springer, Berlin 
373 


Snyman JA (2005) Practical mathematical optimization; An introduction to basic optimization 
theory and classical and new gradient-based algorithms. Springer, New York 

Vanderplaats GN (2005) Numerical optimization techniques for engineering design, 4th edn. 
Vanderplaats Research & Development, Colorado Springs, CO 

Verhaegen M, Verdult V (2007) Filtering and system identification; A least squares ap- 
proach. Cambridge University Press, Cambridge 

Xie LL, Ljung L (2002) Estimate physical parameters by black-box modeling. In; Proceed- 
ings of the 21st Chinese Control Conference, Hangzhou, China, pp 673 - 677 


374 


第 20 Mi 
用 于 辨识 的 神经 网 络 和 查询 表 





许多 过 程 都 表现 有 稳 态 或 动态 的 非 线 性 特性 ， 特 别 是 考虑 较 大 的 操作 区 间 时 。 因 此 ， 非 
线性 过 程 辨 识 受到 越 来 越 多 的 关注 ， 比 如 车 辆 、 飞 机、 内 燃 引 苟 和 热电 厂 等 系统 的 辨识 。 下 
面 ， 将 基于 人 工 神经 网 络 来 推导 这 种 非 线 性 系统 的 模型 ， 其 中 用 作 非 线性 稳 态 郧 数 的 通用 通 
近 融 是 首次 引入 的 。 














20.1 用 于 辨识 的 人 工 神经 网 络 


就 一 般 辩 识 方 法 来 说 ， 最 有 意义 的 是 那些 不 需要 过 程 结构 信息 的 方法 ， 这 样 的 方法 应 用 
范围 比较 广 。 人 工 神经 网 络 可 以 满足 这 样 的 要 求 ， 它 由 许多 能 用 数学 描述 的 神经 元 组 成 ， 最 
初 这 些 神经 元 是 用 来 描述 生物 神经 元 的 ( McCulloch and Pitts ，1943 ) 。 神 经 元 之 间 以 网 络 形 
式 相 互 连 接 ， 可 以 描述 输入 和 输出 信号 之 间 的 关系 (Rosenblatt, 1958; Widrow and Hoff, 
1960) 。 本 章 接 下 来 的 部 分 ， 将 考虑 利用 人 工 神经 网 络 
(ANNs) 来 描述 输入 信号 映射 到 输出 信号 y 的 关系 ， 如 图 
20. 1 所 示 。 神 经 网 络 中 可 调整 的 参数 通常 是 未 知 的 ， 因 此 
需要 通过 对 测量 信号 和 y 的 处 理 来 调整 确定 这 些 参数 
( Hecht-Nielsen, 1990; Haykin，2009)， 这 就 是 所 谓 的 图 20.1 RA P mAT M E 
“训练 ”或 “学 习 ”。 输出 的 系统 

神经 网 络 的 设计 可 分 为 两 个 步 又: 第 一 步 是 训练 ， 用 以 优化 神经 网 络 的 权重 及 其 他 参 
数 ; 第 二 步 是 泛 化 ， 用 以 仿真 那些 没有 用 来 训练 的 新 数据 ， 以 判断 网 络 对 未 知 数据 的 表现 性 
能 。 神 经 网 络 设计 的 目标 是 使 训练 和 泛 化 的 模型 误差 都 达到 最 小 ， 模 型 误差 可 以 分 成 两 
部 分 : 
































E{(yo — 97} = Efo -ESD + EUG — EGD?) 
( 模型 误差 )? (偏差 误差 )? (方差 误差 ) 
其 中 ， 偏 差 误 差 是 真实 系统 输出 与 模型 输出 均值 之 间 的 系统 偏差 ， 当 模型 不 能 充分 灵活 地 拟 
合 真实 过 程 (RWG) 时 ， 这 种 偏差 误差 就 会 出 现 。 因 此 ， 偏 差 误差 会 随 着 模型 复杂 度 的 
增加 而 减 小 。 方 差 误差 是 模型 输出 与 模型 输出 均值 之 间 的 偏差 ,方差 误差 随 着 模型 自由 度 的 
增加 而 增加 ， 这 时 的 模型 越 来 越 适 应 于 训练 数据 集 的 一 些 具体 特性 ， 如 噪声 和 异常 值 。 
此 ， 选 择 模型 结构 时 必须 在 偏差 误差 和 方差 误差 之 间 进 行 权 衡 ， 这 就 是 所 谓 的 偏差 -方差 困 


(20.1.1) 
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境 ， 是 一 种 两 难 的 选择 ， 见 图 20.2 (German et 
al, 1992, Harris et al, 2002), 

在 辨识 问题 中 ， 有 意义 的 是 利用 (SE) 线性 
函数 来 逼近 过 程 的 稳 态 特性 或 动态 特性 。 与 之 相 
反 ， 如 果 对 输入 和 输出 进行 聚 类 或 聚集 (RI), 
则 是 模式 识别 中 的 分 类 问题 (Bishop, 1995). F 
面 考虑 非 线 性 系统 的 辨识 问题 (监督 学 习 问 题 ) ， 
其 中 要 用 到 人 工 神 经 网 络 能 以 任意 的 准确 度 逼 近 
非 线 性 关系 的 能 力 。 首 先 ， 研究 利 用 ANNs 来 描 
述 稳 态 特性 (Hafner et al, 1992; Preuß and 


Tresp, ，1994) ， 然 后 再 推广 到 描述 动态 特性 ( Ayoubi， 





al, 1997), 


20.1.1 用 于 稳 态 系统 的 人 工 神经 网 络 
神经 网 络 可 用 作 非 线性 函数 的 一 种 通用 逼近 器 ， 
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1996; Nelles et al, 1997; Isermann et 
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要 少量 的 过 程 结 构 先 验 知识 ， 而 且 对 单 输入 过 程 和 多 输入 过 程 的 处 理 方法 是 一 样 的 。 下 面 假 
设 需 要 逼近 的 系统 是 一 个 具有 P 维 输入 和 MM 维 输 出 的 非 线 性 系统 ， 见 图 20. 1 。 
神经 元 模型 
图 20. 3 给 出 神经 元 模型 方块 图 。 在 输入 算 子 ( 突 触 功能 ) 中 ， 对 输入 向 量 w 和 (存储 
比如 利用 乘积 标量 
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1 一 1 
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的 ) 加 权 向 量 w 作 相似 性 度 





或 者 利用 欧 几 里 德 距离 
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(20. 1.2) 
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激活 函数 || |? 
g(a) \ 
线性 数据 类 型 
饱和 二 值 
鉴别 器 离散 
sigmoid 函 数 ”连续 
双 曲 正切 函数 
lA) BE BL 


j 输 入 和 输出 数据 进行 过 程 建 模 的 一 般 神 经 元 模型 


P 


x = |lu — w|? = X (ui - wi)” (20. 1.3) 


i=1 
如 果 w A u 是 相似 的 ， 第 一 种 情况 下 得 到 的 标量 x 数值 会 很 大 ， 第 二 种 情况 下 得 到 的 数值 
会 很 小 。 标 量 x 也 称 作 神 经 元 的 激活 ， 它 影响 激活 函数 和 后 续 的 输出 值 
y =y(x 一 6) (20. 1.4) 
表 20.1 给 出 几 种 一 般 非 线性 激活 函数 的 例子 ， 其 中 闽 值 c 是 常数 ， 使 曲线 在 x 方向 上 




















表 20.1 激活 函数 的 例子 
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IC x E X 
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(x-c) _ a—(x—c) we d = 
e —e . 
TIGE == y= 0, |x-ec|<1 
er he a oe ee 
Sigmoid 函 数 高 斯 函数 
了 人 Ya 
1 1 
0,5r----- 
l 
X | Cc x 
1 -1 
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Vy yh 
1 1 
> oo 
c x c x 
1 -1 
E A  ı $0, x-c <0 
eS Vere I Y= ll, x-c 20 
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网 络 结构 
神经 网 络 由 许多 单个 神经 元 相互 连接 组 成 ， 如 图 20.4 所 示 ， 形 成 不 同 的 层 : MAR, 
第 一 隐 层 、 第 二 隐 层 ee 、 输 出 层 ， 每 层 由 并 行 排列 的 神经 元 构成 。 一 般 来 说 ， 输 入 层 是 
用 来 标 度 输入 信号 的 ， 通 常 并 不 单独 算 作 一 层 。 因 此 ， 真正 的 网 络 结构 是 从 第 一 隐 层 开始 
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的 。 图 20.4 给 出 了 神经 元 之 间 一 些 重要 的 内 部 连接 类 型 : 前 馈 、 反 馈 、 横 向 连接 和 回归 连 
接 。 对 应 于 相应 的 数值 域 ， 输 入 信和 号 可 以 是 二 值 、 离 散 或 连续 的 。 二 值 和 离散 信号 通常 用 于 
分 类 ， 而 连续 信号 则 用 于 辨识 。 














反馈 连接 


回归 连接 











RAB RE 隐 层 输出 层 
图 20.4 网 络 结构 : 神经 网 络 的 “ 层 ” 和 “连接 ” 


多 层 感知 (MLP) 网 络 

多 层 感知 网 络 的 神经 元 称 作 感 知 器 ， 如 图 20.5 所 示 ， 它 直接 继承 了 图 20. 3 所 示 的 一 般 
神经 元 模型 。 通 常 ， 它 的 输入 算 子 是 以 标量 乘积 实现 的 ， 激 活 函 数 采 用 的 是 Sigmoid 函数 或 
双 曲 正切 函数 ， 后 者 是 一 组 复杂 的 可 微 函 数 ， 使 神经 元 的 输出 在 较 宽 的 范围 内 为 零 ， 但 同时 
也 在 很 大 的 范围 内 不 为 零 ， 形 成 带 有 外 推 能 力 的 全 局 效应 。 对 输入 算 子 赋予 权重 w,， 在 信 
号 流 中 处 于 激活 函数 之 前 。 



































图 20.5 感知 神经 元 : 由 输入 信号 带 权重 w, KAM (标量 乘积 和 ) 及 
非 线性 激活 函数 HF LJE) 组 成 




















在 多 层 感 知 网 络 中 ， 感 知 锅 并 行 连接 ， 并 连贯 排列 成 多 个 层次 ， 构 成 前 多 MLP 网 络 ， 
如 图 20. 6 所 示 。 己 维 输入 的 每 个 输入 对 每 个 感知 器 都 有 影响 ， 这 种 连接 关系 使 得 具有 P 维 
输入 和 天 个 感知 名 的 每 层 网 络 都 有 CK P) 个 权重 ww。 输出 层 的 神经 元 最 常见 的 是 具有 线 
性 激活 函数 的 感知 器 ， 如 图 20.7 所 示 。 
通常 ， 网 络 权 重 w 的 调整 是 基于 输入 和 输出 信号 测量 值 的 ， 通 过 最 小 化 下 面 的 二 次 型 
代价 函数 来 实现 














1 N-1 
V(w) = ZAN (20.1.5) 
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u | w* x“ 其 | w x yu w“ ~ y“ 
图 20.6 前 馈 多 层 感知 神经 网 络 ， 具 有 三 层 (2-3-1) 感知 器 , 天 层 为 第 一 隐 层 



































图 20.7 用 作 输出 层 (ME) 的 感知 器 ， 含 有 线性 激活 函数 
AP, elk) 是 模型 误差 











e(k) = y(k) — (k) (20. 1.6) 

y(k) Reta tH (a SL, 7k) AE 村 输出 层 之 后 的 网 络 输 出 。 
与 利用 最 小 二 乘法 进行 参数 估计 的 情况 一 样 ， 令 代价 函数 关于 参数 的 一 阶 导 数 等 于 零 ， 
也 就 是 














dV(w) 
dw = 
由 于 上 述 方程 的 非 线 性 依赖 关系 ， 直 接 求 解 是 不 可 能 的 。 为 此 ,需要 采用 如 基于 梯度 的 方法 
进行 数值 优化 求解 ， 见 第 19 音 。 由 于 误差 通过 所 有 的 隐 层 反 向 传播 ， 所 以 这 种 方法 称 作 误 
差 反 向 传播 法 ， 或 者 也 称 作 Delta 规则 ， 其 中 称 作 学 习 率 的 n 必须 经 过 适当 的 选择 (或 试 
Bs) 来 确定 。 原 则 上 ， 对 存在 大 量 未 知 参数 的 情况 ， 基 于 梯度 的 方法 收敛 速度 很 慢 。 
径 向 基 函 数 (RBF) 网 络 
径 向 基 函 数 网 络 的 神经 元 ， 如 图 20. 8 所 示 ， 在 输入 算 子 中 计算 欧 几 里 德 距离 
x = |u — c|? (20. 1.8) 


(20. 1.7) 




















并 传递 给 激活 函数 
Ym = Ym (llu — cm |°) (20. 1.9) 
FH 448 Tn) ee ea HH EIS TR PR ea HT PRT RY 


oa 2 u 2 Be 2 
Ym =e (ce „2 em)? up = mp) )) wie 


ml Om2 OmP 

式 中 ， 中 心 cw 和 标准 差 cu 需要 预先 确定 ， 以 使 高 斯 函数 是 连续 分 布 的 ， 比 如 在 输入 空间 中 
均匀 分 布 。 激 活 函 数 决 定 了 每 个 输入 信号 到 对 应 基 函 数 中 心 的 距离 。 然 而 ， 径 癌 基 薄 数 对 模 
型 输出 的 贡献 是 局 部 的 ， 仅 限于 函数 中 心 附 近 的 区 域 。 它 们 的 外 推 能 力 比 较 弱 ， 因 为 它们 的 
输出 与 函数 中 心 的 距离 增 大 将 趋 于 零 。 
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通常 ， 径 向 基 函 数 网 络 由 两 层 组 成 ， 如 图 20.9 所 示 。 输 出 y 是 感知 器 型 神经 元 
(图 20.7) 的 加 权 和 ， 使 得 





(20. 1.11) 





图 20.8 Ein aE PR RA So 图 20.9 RIME I HE PR RR 

由 于 输出 层 的 权重 在 信号 流 中 位 于 非 线 性 激活 函数 之 后 ， 所 以 误差 信号 是 关于 参数 线性 
的 ， 因 此 可 以 采用 显 式 的 最 小 二 乘法 。 与 采用 基于 梯度 方法 的 MLP 网 络 相 比 ， 可 以 明显 提 
高 收敛 速度 。 然 而 ， 如 果 函 数 中 心 和 标准 差 也 需要 进行 优化 ， 那 么 仍然 需要 采用 非 线 性 的 数 
值 优 化 方法 。 

局 部 线性 模型 网 络 

局 部 线性 模型 树 (LOLIMOT) 网 络 是 径 向 基 枉 数 网 络 的 一 种 扩展 (Nelles et al, 1997, 
Nelles, 2001) 。 它 将 输出 层 的 权重 蔡 换 为 网 络 输入 的 线性 函数 式 (20. 1. 12) ， 并 对 径 向 基 
函数 网 络 进行 归 一 化 处 理 ， 使 所 有 的 基 薄 数 之 和 始终 为 1。 这 样 ， 每 个 神经 元 代表 一 个 局 部 
模型 ,每 个 局 部 模型 都 具有 一 个 对 应 的 有 效 函数 ， 如 图 20. 10 所 示 。 这 个 有 效 函 数 决定 了 输 
入 空间 的 范围 ,在 此 范围 内 对 应 的 神经 元 被 激活 。 文 献 ( Murray-Smith and Johansen, 
1997a) 更 多 地 讨论 了 局 部 线性 模型 网 络 的 一 般 框架 。 

这 里 讨论 的 局 部 线性 模型 网 络 采 用 了 归 一 化 的 高 斯 有 效 函 数 式 (20.1.10) ， 并 对 输入 
空间 进行 轴 正 交 划 分 。 因 此 ， 有 效 函 数 可 以 由 一 维 的 隶属 度 函 数组 成 ， 网 络 也 可 以 解释 为 
Takagi - Sugeno 模糊 模型 。 

局 部 线性 模型 网 络 的 输出 可 以 写成 
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= 》 Dmu) (Wm, + Wm, Um ++ + Wm, pup) (20. 1. 12) 
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(20. 1. 13) 


p DE 
ui(u) = 卫 = 人 -3 (e) (20.1.14) 


i,j 
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图 20. 10 局 部 线性 模型 网 络 (LOLIMOT) 











函数 中 心 c ,和 标准 差 o, 是 非 线 性 参数 ， 而 局 部 模型 参数 w, 是 线性 参数 。 采 用 LOLIMOT 算 
法 进行 训练 ， 算 法 包括 一 个 外 层 循 环 。 在 外 层 循环 中 通过 确定 有 效 卫 数 的 参数 对 输入 空间 进 
行 划 分 ， 并 艇 入 一 个 内 层 循 环 。 在 内 层 循环 中 利用 局 部 加 权 最 小 二 乘 估计 ， 对 局 部 线性 模型 
的 参数 进行 优化 。 

输入 空间 的 划分 采用 轴 正 交 方 法 ， 得 到 一 系列 超 立方 体 。 这 些 超 立方 体 的 中 心 是 高 斯 有 效 
函数 (zz) ， 高 斯 有 效 函 数 标准 差 的 选择 与 这 些 超 立方 体 的 扩充 成 正比 ， 以 适应 超 立 方 体 尺 度 
的 变化 。 因 此 ， 这 些 非 线性 参数 ec, Mo, 要 利用 无 启发 式 的 非 线 性 优化 方法 来 确定 。LOLIMOT 
算法 以 单个 线性 模型 开始 ， 它 对 整个 输入 空间 都 是 有 效 的 。 在 每 步 迭 代 中 ， 每 个 局 部 线性 模型 
分 裂 成 两 个 新 的 子 模型 ， 并 只 考虑 对 性 能 (相对 ) 最 差 的 模型 进行 改进 。 通 过 比较 沿 着 全 部 
输入 坐标 轴 的 各 种 分 裂 方 式 ， 执 行 其 中 性 能 最 好 的 那个 分 裂 方式 ， 如 图 20. 11 所 示 。 

局 部 线性 模型 方法 的 主要 优点 : 它 是 一 种 具有 固有 结构 辨识 和 相当 快速 及 鲁 棒 的 训练 算法 。 
可 以 通过 调整 模型 结构 以 适应 过 程 的 复杂 性 ， 但 是 应 该 避免 直接 运用 耗 时 的 非 线性 优化 算法 。 

文献 (Töpfer, 1998, 2002a, b) 给 出 另 一 种 线性 模型 结构 ， 即 所 谓 的 链接 超 平面 树 。 
相对 于 输入 空间 划分 而 言 ， 这 种 模型 可 以 看 作 是 LOLIMOT 网 络 的 一 种 扩展 。LOLIMOT 算法 
仅 局 限于 轴 正 交 划 分 ， 而 链接 超 平面 树 可 以 对 输入 空间 进行 轴 倾 斜 划 分 。 这 种 更 复杂 的 空间 
划分 策略 增加 了 模型 构造 的 代价 ， 但 在 强 非 线性 模型 特性 和 高 维 输入 空间 的 情况 下 ， 这 种 方 
法 表现 出 其 优越 的 特性 。 

上 面 描述 了 三 种 人 工 神 经 网 络 的 基本 结构 ， 这 些 模型 非常 适合 用 来 和 逼近 稳 态 过 程 的 输入 
/输出 数据 ， 也 可 与 文献 (Hafner et al, 1992; Preuß and Tresp, 1994) 中 所 提 的 方法 进行 比 
较 。 对 此 ， 对 所 用 的 训练 数据 要 进行 选择 ， 以 使 得 所 考虑 的 数据 尽量 均匀 分 布 于 输入 空间 。 
经 过 训练 过 程 后 ， 就 可 得 到 稳 态 过 程 特 性 的 数学 参数 模型 。 由 此 ， 就 有 可 能 直接 计算 任意 输 
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图 20.11 LOLIMOT 算法 的 结构 (AEZ) 


入 组 合 二 对 应 的 输出 值 7。 

自动 训练 过 程 的 好 处 在 于 训练 数据 集 有 可 能 使 用 任意 分 布 的 数据 ， 这 一 点 与 第 20.2 节 
描述 的 基于 网 格 查 询 表 模 型 是 不 同 的 ， 它 不 需要 知道 数据 所 在 的 特定 位 置 ， 因 此 在 实际 应 用 
中 可 以 明显 减少 对 测量 数据 所 需要 做 的 工作 。 

例 20.1 (用 于 辨识 内 燃 引擎 稳 态 特性 的 人 工 神 经 网 络 ) 

作为 一 个 例子 ， 考 察 一 个 六 饶 (火花 点 火 ) 引擎 的 稳 态 特性 ， 要 辨识 的 是 引擎 的 扭矩 
与 节 流 阀 开 度 和 引 敬 转速 的 特性 关系 。 图 20. 12 给 出 的 是 在 一 种 试验 台 上 测量 获得 的 433 组 
数据 点 。 

这 里 ， 采 用 MLP 网 络 来 通 近 数据 。 在 训练 之 后 ， 对 数据 的 盘 近 如 图 20. 13 Aras, iar 
模型 有 31 个 参数 。 显 然 ， 这 个 神经 网 络 模型 具有 和 良好 的 内 插 和 外 推 能 力 ， 这 也 意味 着 仅 有 
少数 测量 点 的 区 域 ， 过 程 特性 也 可 以 得 到 很 好 的 通 近 (Holzmann et al, 1997) 。 O 


























引擎 扭矩 [N-m] 








节气 门 角度 [”] 


图 20.12 火花 点 火 引 擎 (2.51, V6 cyl) 测量 数据 : 非 均 匀 分 布 ，433 组 测量 点 
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图 20.13 ”利用 网 络 结构 为 《2 6-1), ， 具 有 31 个 参数 的 MLP 网 络 ， 对 引擎 数据 〈 + ) HERREN 


20.1.2 用 于 动态 系统 的 人 工 神经 网 络 


无 记忆 的 稳 态 神经 网 络 引入 动态 元 素 可 以 扩展 成 动态 神经 网 络 ， 又 可 分 为 具有 外 部 动态 
特性 和 内 部 动态 特性 的 两 种 不 同情 况 (Nelles et al, 1997; Isermann et al，1997) 。 具 有 外 部 
动态 特性 的 人 工 神经 网 络 是 基于 稳 态 网 络 构成 的 ， 如 MLP 和 RBF 网 络 。 离 散 时 间 输 入 信号 
uc( 且 经 过 额外 的 滤波 器 已 (z-1) 传 给 网 络 ， 用 同样 方法 将 过 程 的 输出 测量 信号 y( 有 或 神经 
网 络 的 输出 了 (4) 经 过 滤波 器 6;(z 一 ) 传 给 网 络 ， 其 中 z 表示 时 移 算 子 2 ， 即 

y(k)z~* = y(k-1) (20. 1. 15) 
在 最 简单 的 情况 下 ， 所 用 的 滤波 器 就 是 纯 时 延 ， 如 图 20. 14a 所 示 ， 使 用 时 延 后 的 采样 信号 
作为 网 络 的 输入 信号 ， 即 












































神经 网 络 


神经 网 络 

















a) b) 
图 20. 14 具有 外 部 动态 特性 的 人 工 神经 网 络 
a) 并 联 模型 b) 串 -并 联 模型 
































O RAE, 原文 用 49-! 表 示 时 移 算 子 ， 为 全 书 统一 起 见 改 用 z-1。 
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$(k) = fyn(ulk), ulk — 1), +, p(k — 1), HK — 2), …) (20. 1. 16) 
图 20. 14a 所 示 的 网 络 结构 是 一 种 并 联 模型 (等 价 于 线性 模型 参数 估计 中 的 输出 误差 模 
型 )。 在 图 20. 14b 中 ， 过 程 的 输出 测量 信号 传 给 网 络 的 输入 ， 这 代表 网 络 结构 是 一 种 串 - 
并 联 模型 (等 价 于 线性 模型 参数 估计 中 的 方程 误差 模型 )。 具 有 外 部 动态 特性 的 网 络 有 一 个 
好 处 : 有 可 能 采用 和 稳 态 网 络 一 样 的 参数 调整 方法 。 然 而 ， 它 的 缺点 是 增加 了 输入 空间 的 维 
数 ， 可 能 会 出 现 稳定 性 问题 ， 而 且 需 要 采用 计算 稳 态 模型 特性 所 用 的 迭代 方法 ， 也 就 是 需要 
通过 模型 仿真 来 计算 。 
具有 内 部 动态 特性 的 人 工 神经 网 络 在 模型 结构 内 部 引入 动态 元 素 ， 根 据 引 入 动态 元 素 的 类 
型 ， 可 以 分 为 循环 网 络 、 部 分 循环 网 络 和 局 部 循环 全 局 前 馈 (LRGF) 网 络 (Nelles et al，1997)。 
除了 采用 动态 神经 元 之 外 ，LRGF 网 络 结构 与 稳 态 网 络 结构 是 一 样 的 ， 如 图 20. 15 所 示 。 












































图 20.15 具有 内 部 动态 特性 的 动态 神经 元 
a) 局 部 突 触 反馈 b) 局 部 激活 反馈 c) 局 部 输出 反馈 
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内 部 动态 反馈 分 为 三 种 情形 : 局 部 突 触 反馈 、 局 部 激活 反馈 和 局 部 输出 反馈 。 其 
部 激活 反馈 是 最 简单 的 ( Ayoubi，1996) ， 它 利用 线性 传递 函数 扩展 了 每 个 神经 元 ， 
的 是 一 阶 函 数 和 二 阶 函数 ， 如 图 20. 16 所 示 ， 其 中 动态 参数 a, Alb, 是 需要 调整 的 参数 。 这 
种 网 络 的 稳 态 特性 和 动态 特性 容易 区 分 ， 因 此 稳定 性 是 可 以 得 到 保证 的 。 














= a 
ak ~“ 











图 20.16 “动态 和 稳 态 感知 器 (Ayoubi, 1996) 





通常 ， 在 LRGF 网 络 结构 中 使 用 的 是 MLP 网 络 。 但 是 ， 如 果 假 设 过 程 具 有 Hammerstein 
模型 结构 ， 则 在 输出 层 也 会 使 用 到 带 有 动态 元 素 的 RBF 网 络 (Ayoubi，1996) 。 一 般 情 况 
下 ， 这 些 动态 神经 网 络 的 调整 需要 采用 基于 扩展 的 梯度 方法 (Nelles et al，1997 ) 。 

基于 上 述 人 工 神 经 网 络 的 基本 结构 ， 可 以 构造 出 具有 特定 属性 的 特殊 结构 。 比 如 ， 如 果 
将 局 部 线性 模型 (LOLIMOT) 网 络 和 与 外 部 动态 方法 相 结合 ， 就 可 以 构造 出 局 部 有 效 的 线 
性 输入 /输出 模型 。 另 外 ， 非 线性 过 程 的 输入 激励 需要 利用 多 值 的 信号 ， 比 如 幅 值 调制 的 随 
机 二 值 信号 (如 APRBS 和 AGRBS) ， 见 第 6.3 节 。 


20.1.3 半 物 理 局 部 线性 模型 


过 程 的 稳 态 特性 和 动态 特性 通常 与 工作 点 (用 变量 z 表示 ) AK, 需要 将 所 有 的 输入 
变量 分 成 操纵 变量 u 和 工作 点 变量 z， 通 过 这 种 划分 可 以 辨识 获得 局 部 线性 模型 。 这 种 模型 
的 参数 随 着 工作 点 变化 ， 也 称 作 线性 参数 变量 模型 (LPVM) (Balle, 1998), 

考虑 一 个 p 维 输入 u, 和 一 维 输出 y 的 非 线 性 离散 时 间 动 态 模 型 ， 描 述 为 

y(k) = f(x(k)) (20.1.17) 

















其 中 
XO) = (ur Dk — nu) -+ up — 1) -+ up(k — nup) 





T E (20. 1.18) 
对 很 多 类 型 的 非 线性 模型 来 说 ， 这 种 全 局 非 线性 模型 可 以 用 局 部 子 模型 表示 
M 
了 = 》 Bn(u)gm(u) (20.1. 19) 


m=1 
BES FOE oP CHER POOP AEE PRD (HR ETE KASR AERO. CHE 
权重 函数 反映 了 对 输入 空间 的 划分 ， 并 确定 了 相 邻 子 模型 之 间 的 瞬 态 关系 (Nelles and Iser- 
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mann, 1995; Babuška and Verbruggen, 1996; Murray-Smith and Johansen, 1997a; Nelles, 
2001) 。 局 部 模型 的 结构 可 能 会 是 各 种 各 样 的， 这 是 由 于 采用 不 同 的 输入 空间 w 划分 ， 如 网 
格 结构 划分 、 轴 正 交 划分 和 轴 倾 斜 划 分 等 ， 以 及 局 部 子 模型 的 结构 与 子 模型 之 间 的 瞬 态 关系 
所 造成 的 (Topfer，2002b)。 

由 于 上 述 模 型 结构 含义 清楚 ， 借 助 物理 定律 的 关系 ， 有 可 能 通过 调整 局 部 模型 的 结构 ， 
与 过 程 模 型 相 匹 配 。 在 很 多 情况 下 ， 单 凭 物理 的 直觉 ， 在 很 大 程度 上 就 可 以 改善 训练 和 泛 化 
的 特性 ， 并 减 小 所 需 模型 的 复杂 度 。 

根据 式 (20.1. 19)， 已 假设 子 模型 g, (z&) 和 隶属 度 函 数 B(w) 具 有 相同 维 数 的 输入 空 
间 ， 而 局 部 模型 又 可 以 实现 输入 空间 划分 ， 如 图 20. 17 所 示 ， 写 成 




















M 
了 = 》 On(z)gm(x) (20. 1.20) 
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局 部 模型 j 


图 20.17 局 部 模型 的 结构 ， 其 中 局 部 子 模型 和 隶属 度 函 数 具 有 不 同 的 输入 空间 























权重 函数 的 输入 向 量 z 只 包含 向 量 w 中 那些 具有 明显 非 线 性 作用 而 又 不 能 用 局 部 子 模型 
充分 表达 的 输入 ， 这 些 方面 的 输入 最 好 能 再 细 分 成 不 同 的 部 分 。 这 样 做 的 主要 优点 是 ， 能 显 
著 减 小 向 量 z 的 输入 变量 个 数 ， 也 可 以 降低 结构 辨识 的 难度 。 

考虑 式 (20.1.20) 的 为 一 种 结构 表示 ， 这 种 方法 可 以 把 局 部 子 模型 的 输入 ( 疝 量 x) 
ASR BE eR TA (向量 z) 划分 得 更 为 精确 。 通 常情 况 下 ， 假 设 局 部 子 模型 关于 参数 是 
线性 的 ， 摘 述 成 















































gi(x) = Wio 十 UilXI +-+ + Wing Xny (20. 1. 21) 
那么 式 (20. 1.20) 可 以 写成 
M 
$ = wolz)twi(Drı++Wn,(D)Xn,, wE) = 》 Wj Pm) (20. 1. 22) 
m=1 








式 中 ， 每 个 局 部 子 模 型 通常 都 加 有 常数 项 w,。， 使 其 成 为 局 部 仿 射 模型 ， 而 不 是 纯粹 的 局 部 
线性 模型 。 常 数 项 w,。 是 用 于 对 工作 点 建 模 的 ， 它 与 大 信和 号 的 直流 分 量 有 关 。 

这 样 ， 该 特定 的 局 部 模型 就 可 以 看 作 是 关于 参数 线性 的 模型 ， 模 型 参数 w (z) 与 工作 点 
有 关 ， 它 们 取决 于 向 量 z 的 输入 值 ， 可 见 模型 参数 w(z) 还 是 具有 物理 意义 的 。 考 虑 到 这 一 
点 ， 该 模型 又 称 作 半 物理 模型 (Tipfer et al, 2002) 。 

子 模 型 结构 的 选择 总 是 需要 在 子 模型 的 复杂 性 和 子 模 型 的 数量 之 间 权 衡 。 最 常见 的 是 采 
用 线性 子 模型 ， 它 的 好 处 : 是 众所周知 的 线性 模型 的 一 种 直接 扩展 。 然 而 ， 在 一 定 的 条 件 下 
采用 更 复杂 的 子 模型 也 是 可 以 的 。 如 果 输 入 变量 的 主要 非 线性 影响 可 以 定量 地 用 输入 变量 的 
非 线性 变换 来 描述 (比如 f(x) =( 妇 ,zz …))， 那 么 把 这 种 先 验 知识 加 到 子 模 型 中 ， 可 以 
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大 大 减少 所 需 子 模型 的 数量 。 一 般 地 ， 可 以 将 输入 变量 x 预 处 理 成 其 非 线性 变换 后 的 变量 

x* = F(x) = (AO BR) fags x) (20. 1.23) 
如 图 20. 18 所 示 。 除 了 那些 启发 式 确定 的 模型 结构 ， 局 部 模型 也 可 以 加 入 纯 物 理 方法 确定 的 
模型 。 此 外 ， 局 部 模型 允许 引入 非 齐 次 模型 ， 从 而 使 得 局 部 子 模型 在 不 同 工 作 区 域 具有 不 同 


的 结构 。 
B 
acon] 










i mm | 
图 20.18 输入 变量 x 的 预 处 理 ， 将 先 验 知识 加 入 子 模型 结构 


20.1.4 局 部 和 全 局 参数 估计 2 

对 于 局 部 动态 模型 的 参数 估计 ， 与 稳 态 情况 相 比 会 有 一 些 额 外 的 不 同 考虑 。 一 般 情况 
下 ， 这 种 模型 的 参数 佑 计 有 两 种 可 能 ， 一 种 是 利用 局 部 代价 函数 ， 另 一 种 是 利用 全 局 代价 函 
数 。 局 部 代价 函数 可 以 写成 





N 
1 : F 
Vin, local = 7 ) (y z Im)" Wn(y = Ym) (20. 1. 24) 
k=1 


KAP, W, 是 第 m 局 部 子 模型 的 对 角 权 重 和 矩阵 ， 它 与 激活 函数 D, (2) 有关。 这 个 代价 函数 是 
分 别针 对 每 个 局 部 子 模型 (m = 1，2，…，M) 进行 最 小 化 建 模 的 。 根 据 最 小 二 乘 解 式 
(9. 5.4) ， 模 型 参数 估计 可 写成 

Wm = (XT WnX) IX Way (20. 1. 25) 
可 以 看 到 ， 局 部 子 模型 的 参数 估计 是 相互 独立 的 ， 因 此 可 以 逐个 分 别 进行 估计 。 各 个 局 部 子 
模型 可 以 看 作 是 对 过 程 局 部 线性 化 的 结果 ， 与 相 邻 的 其 他 线性 化 子 模型 无 关 。 因 此 ， 利 用 局 
部 参数 估计 给 出 的 是 参数 隐 式 正则 化 结果 。 

与 之 相反 ， 全 局 代价 函数 可 以 写成 





1 N 
Val = 5 2 0 -PO - $) (20. 1. 26) 
k=1 
式 中 ， 全 局 模型 的 输出 是 按 式 (20. 1.12) 计算 的 ， 它 是 各 个 局 部 子 模型 输出 的 迭 加 
M 
$= 》 Wn bm (20.1.27) 
m=1 


将 式 (20.1.27) 代入 式 (20.1. 26), MUARA ASABE AB EE a AN TR BR 
价 函 数 式 (20. 1.24) ， 后 者 的 误差 加 权 使 用 独立 的 权重 矩阵。 再 次 利用 最 小 二 乘 解 ， 可 以 
给 出 模型 参数 估计 为 





O JRE: SH Heiko Sequenz 编写 。 
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w = (X7X,) XTy (20. 1.28) 
其 中 ， 全 局 回归 和 矩阵 X 为 
X, = (WX WX -Wu X) (20. 1.29) 
AF, w 是 全 局 参数 向 量 ， 它 包含 所 有 局 部 子 模型 的 参数 。 因 此 ， 局 部 子 模型 参数 w,, 通过 
JERE X, 是 相互 耦合 的 。 这 使 得 全 局 模型 更 具 灵 活性 ， 因 为 局 部 子 模型 的 瞬 态 衔接 区 域 也 可 
以 用 来 调整 过 程 的 特性 。 另 一 方面 ， 全 局 模型 失去 了 正则 化 的 作用 。 然 而 ， 由 于 全 局 模型 的 
灵活 性 更 高 ， 所 以 模型 的 误差 方差 会 增加 。 此 外 ， 全 局 模型 不 能 用 于 解释 过 程 的 局 部 特性 ， 
参数 估计 也 变 得 更 为 复杂 。 
由 于 这 些 原因 ， 可 能 的 话 一 般 还 是 推荐 采用 局 部 代价 函数 来 估计 模型 参数 。 对 于 稳 态 模 
型 来 说 ， 这 样 做 一 般 情 况 下 是 可 行 的 ， 但 对 某 些 动态 模型 ， 这 样 做 是 不 可 行 的 ， 见 下 节 论 述 
内 容 。 


20.1.5 局 部 线性 动态 模型 ? 

本 节 分 四 个 部 分 论述 ， 首 先 讨论 动态 模型 x - 回归 变量 的 选择 ， 第 二 部 分 论述 基于 不 同 
时 刻 可 变 参 数 的 模型 结构 ， 接 下 来 讨论 将 给 定 传递 函数 模型 结构 转换 成 类 似 的 状态 空间 模型 
结构 ， 最 后 讨论 不 同 误差 配置 假设 下 的 参数 估计 ， 并 论述 哪 种 模型 结构 必须 采用 全 局 代价 函 
数 的 最 小 化 方法 。 

“一 回归 变量 的 选择 

对 动态 模型 来 说 ， 模 型 参数 的 个 数 是 稳 态 情况 下 模型 参数 个 数 的 倍数 。 为 了 减少 计算 
量 ， 局 部 子 模型 和 激活 函数 的 输入 空间 可 以 是 不 同类 型 的 变量 ， 如 第 20. 1.3 节 所 述 。 那 里 ， 
对 输入 空间 的 划分 是 基于 先 验 知识 的 ， 目 的 性 是 明确 的 ， 只 有 那些 具有 明显 非 线性 的 输入 才 
被 用 作 激活 函数 的 输入 ， 其 中 激活 函数 的 输入 记 作 2 - 回归 变量 ， 局 部 子 模型 的 输入 记 作 
x 一 回归 变量 。z -回归 变量 和 x - 回归 变量 是 由 过 程 输入 vx 和 过 程 输出 y 组 成 的 ， 因 为 uw 和 y 
都 被 认为 是 动态 模型 的 输入 。 

这 里 ， 对 输入 空间 的 划分 是 以 辨识 为 目的 的 ， 不 以 先 验 知识 为 依据 ， 所 以 在 z- 回归 变 
量 分 布 空间 中 的 变量 就 是 通常 所 用 的 输入 向 量 。 图 20. 19a 给 出 的 是 APRBS 信号 ( 见 第 6.3 
节 ) 的 分 布 ， 其 中 z -回归 变量 选 : =v(E-1) 和 z =v(E-2)。 可 以 看 到 大 部 分 数据 都 落 在 
对 角 线 上 ， 这 是 因为 APRBS 信号 具有 保持 时 间 的 缘故 。 如 果 输 入 是 阶 跃 变化 的 信号 ， 则 数 
据 只 会 分 布 在 对 角 线 的 周围 。 图 20. 19a 这 个 例子 所 用 的 是 同一 个 信号 uw(k) ， 但 具有 不 同 的 
时 延 。 这 种 情况 还 可 以 推广 到 任意 的 z 回归 向 量 ， 所 用 的 输入 信号 相同 ， 但 时 延 不 同 。 如 果 
以 过 程 的 输出 作为 z- 回归 变量 ， 那 么 数据 的 分 布 会 更 差 ， 见 图 20. 19b。 这 里 ， 考 虑 一 个 简 
单 的 一 阶 过 程 ， 由 于 过 程 的 滤波 特性 ， 大 部 分 数据 都 分 布 在 对 角 线 周围 ， 可 以 看 到 输入 空间 
的 大 部 分 区 域 没有 被 覆盖 。 

用 不 同 的 输入 信号 作为 z - 回归 变量 也 会 出 现 如 图 20. 19a 所 示 的 不 良 分 布 。 车 以 白 噪声 
作为 z- 回 归 变 量 ， 空 间 分 布 是 均匀 的 ， 如 图 20. 19c 所 示 ， 它 很 好 地 覆盖 了 输入 空间 。 然 
而 ， 尽 管 以 白 噪声 作为 z- 回归 变量 也 不 能 改善 图 20. 19b 所 给 的 这 种 不 良 分 布 。 此 外 ， 白 噪 
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0.5 
z,=u(k-1) 
b) 








图 20. 19 ”以 相同 的 输入 信号 作为 z- 回归 变量 的 空间 分 布 
a) APRBS 输入 信号 b) 一 阶 过 程 的 输出 信号 (以 APRBS 信号 为 输入 ) c) 白 噪 声 输入 信号 


声 信 号 不 一 定 是 一 种 合适 的 系统 激励 信号 ， 因 为 用 它 激励 高 频 成 分 时 信 品 比 很 低 。 

由 于 这 些 原因 ， 一 般 建 议 最 多 使 用 每 个 模型 中 的 一 个 输入 /输出 信号 作为 z - 回归 变量 。 
对 上 面 所 考虑 的 例子 ， 这 意味 着 要 么 选 z =wu(k -1) 作 为 激活 函数 的 输入 ， BAU z = 
u( 上 -2) 作 为 激 或 活 函 数 的 输入 ， 两 者 不 能 同时 选 作 激 活 函 数 的 输入 。 这 就 限制 了 模型 的 灵 
活性 ， 使 偏差 误差 增加 ， 不 过 同时 会 减 小 方差 误差 。 此 外 ， 本 节 提 到 的 ， 由 于 z -回归 变量 
选 自 相 同 的 模型 输入 /输出 信号 所 导致 的 输入 空间 的 不 良 覆 盖 问 题 ， 就 可 以 很 容易 避免 。 

时 延 参数 的 变异 

利用 时 延 参数 的 变异 可 以 进一步 改善 z -回归 变量 的 选择 。 到 目前 为 止 ， 模 型 参数 依赖 
Fz- 回归 变量 的 时 延 是 固定 的 ， 如 z(k)=u(k -1)。 这 意味 着 对 一 个 二 阶 系 统 ， 仪 以 z()= 
u( 上 一 1) 作 为 z 一 回归 变量 ,模型 的 输出 可 以 写成 
































M 
Hk) = 》 Gp (zk) (Piu(k — 1) + bzu(k — 2) + aıy(k - 1)+ay(k —2)) 


m=1 


= by (2(k))u(k — 1) + b2(z(k))u(k — 2) + aılz(k))y(k — 1) + a2(z(k))y(k—-2) (20.1.30) 
上 式 ， 参 数 b, 可 以 用 z- 回归 变量 表示 成 


M 
bi(z(k)) = I, Bm(z(K))Pim (20. 1.31) 


m=1 


参数 a, 也 可 以 表示 成 类 似 的 形式 。 注 意 到 ， 所 有 的 参数 都 是 随 着 固定 时 延 的 z - 回归 变量 变 
化 的 ， 在 这 个 例子 中 z(k) suk -1)。 因 此 ,模型 的 输入 会 比 对 应 参数 的 激活 函数 更 晚 一 
些 ， 比 如 模型 输入 ulk -2) 对 应 的 参数 5,， 其 依赖 的 激活 函数 B,(z(k)) = B, (u(k-1)) 2 
比 模型 输入 早 一 个 时 刻 。 这 说 明 通 常情 况 下 ,输入 ul- 让 与 5(k -让 是 相对 应 的 ， 分别 依 
HT k-i Mk -j MAI, 

模型 的 传递 函数 也 可 以 写成 一 般 的 形式 


M nu ny 
Hk) = 》 On (z(k)) bs bulk —i) + Do aiy(k - n) (20. 1.32) 
m=1 


i=1 i=1 
式 中 ， 模 型 的 动态 阶 次 n, 入 分 别 对 应 于 输入 和 输出 。 

因此 ， 建 议 逐 个 地 利用 输入 来 改变 模型 参数 。 对 输入 信号 u(k -1) Al y(k-1), EHS 
Bb, Mla, 依赖 于 z- 回归 变量 z(E-1) =u(k-1); 对 输入 信号 u(k -2) Fl y(k-2), A 
参数 b, 和 a, WIF z- 回归 变量 z(k-2) =u(k-2)。 这 种 模型 结构 的 变化 不 会 改变 模型 的 
灵活 性 ， 不 过 要 把 它 转换 成 状态 空间 模型 结构 需要 一 些 必要 的 理论 性 质 ， 下 一 节 将 讨论 这 个 
问题 。 那 么 ， 式 (20.1.30) 给 出 的 模型 可 以 写成 
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Ik) = bi (z(k — 1))u(k — 1) + ba(z(k — 2))u(k — 2) 
+ a1 (2(k — 1))y(k — 1) + az(z(k — 2)) y(k — 2) 
ER, a (20. 1. 33) 中 各 个 参数 的 z- 回归 变量 时 延 与 式 (20. 1.30) 中 情况 是 不 同 的 。 
模型 也 可 以 写成 具有 动态 阶 次 All n, 的 一 般 形 式 


(20. 1. 33) 








SO = Pbilzk —i)yulk —1) +} aik -i))y(k -i) (20. 1. 34) 
i=1 i=1 
RF, SA b, 是 局 部 参数 b n, m=1, 2, =, MZM, SM 
M 
bi(z(k -i)) = 》 Bm (zk - i))Di,m (20. 1.35) 
m=1 


还 需 注意 ， 式 (20.1.32) 中 无 时 延 的 参数 表示 与 式 (20. 1.34) 中 带 时 延 的 参数 表示 的 
区 别 。 

类 推 成 状态 空间 模型 结构 

给 定 如 前 面 所 述 的 参数 时 延 变化 的 传递 函数 模型 ， 它 可 以 转换 成 状态 空间 模型 结构 。 需 
要 指出 ， 从 局 部 线性 传递 函数 模型 到 局 部 状态 空间 模型 之 间 的 转换 一 般 不 是 显然 的 ， 有 时 其 
至 连 类 似 的 局 部 状态 空间 模型 也 不 存在 。 尽 管 如 此 ， 给 定 结构 如 式 (20.1.34) 所 示 的 模 
型 ， 其 类 似 的 状态 空间 模型 可 以 用 如 下 的 可 观 规范 型 表示 


0 …0 —an(z(k)) bn(z(k)) 
1 0 —ady—1(z(k)) bn-ı(z(k)) 
SETE : x(k) + : 


























x(ktl= uk) (20.1.36) 


O--+1 —ay(z(k)) bı(z(k)) 
y(k) = (0: O1)x(k) (20. 1. 37) 
为 了 证 明 式 (20. 1.37) 和 式 (20. 1.34) 的 等 价 性 ， 下 面 简要 论述 传递 函数 模型 到 状态 空 
间 模 型 结构 的 转换 。 逐 行 写 出 矩阵 方程 式 (20.1.37) 的 状态 模型 


x(k +1) = — an(z(k))xn(k) + Dntzik))uck) 
x2(k +1) = x(k) — dn-1(2(k))xn(k) + bn-ılz(k))u(k) 








. (20. 1.38) 
xalk +1) = xnak = arlzlk))an(k) + baai Ouk) 
将 第 一 行 延迟 一 个 采样 时 间 (得 到 x，(%) ) ， 代 入 第 二 行 ， 可 得 
xalk + 1) = — ag (2(k - D))xn(k — 1) + br(z(k - Dulk = 1) 
— anak )xnlk) +  bm-ılzik))uck) Doe) 





上 式 再 延迟 一 个 采样 时 间 ， 又 代入 第 三 行 ， 替 换 其 中 的 x。(k) ， 可 得 
x3(k +1) = x2(k) —an-2(z(k))xn(k) + bn-2(z(K))u(K) 


= —Gn(z(k — 2))xn(k —2) + bn(zk —2))u(k—2) ` (20.1.40) 
—An-1(2(k — 1))xn(k — 1) + bn-1(z(k — Duk — 1) + 
—an-2(2(k))xn(k) +  bn-2(z(k)u(k) 


PEIE, EAKR ITRE PRET AUGEN x,_1(k) 代 入 最 后 一 行 (x, (k+1))o Br 
Ian, 令 y(k) =x,(k)， 便 得 到 传递 函数 模型 式 (20. 1.34) ， 这 样 就 证 明了 它们 的 等 价 性 。 
此 ， 每 种 由 参数 时 延 变化 给 出 的 模型 形式 都 可 以 转换 成 可 观 规范 型 的 状态 空间 模型 来 实现 。 
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参数 估计 

如 前 所 述 ， 动 态 模 型 的 参数 估计 依赖 于 误差 的 配置 ， 两 种 常用 的 误差 配置 是 并 联 模 型 和 
AB -并 联 模型 ( 见 图 20.14)。 后 者 与 线性 模型 中 的 方程 误差 相对 应 ， 如 第 9. 1 节 所 述 ， 相 
应 的 模型 记 作 ARX 模型 。 相 应 地 ,采用 串 - 并 联 配置 的 局 部 线性 模型 称 作 NARX ( 非 线性 
ARX) 。 模 型 之 所 以 称 作 非 线性 的 ， 因 为 多 个 局 部 线性 ARX 模型 组 合 在 一 起 成 为 全 局 非 线 
性 模型 。 这 种 依赖 于 输入 测量 值 和 输出 测量 值 的 模型 可 以 用 如 下 方程 表示 








M ny ny 
Fran) = I [I het-ime-)+ X uet-wa-) (20. 1.41) 


m=1 \m=1 m=1 





类 似 地 ， 并 联 模 型 配置 与 输出 误差 相对 应 ， 它 又 对 应 于 线性 模型 中 的 OF 模型 。 并 联 模 型 配 
置 下 的 全 局 非 线性 模型 是 由 局 部 线性 OE 模型 组 成 的 ， 因 此 称 作 NOE ( 非 线 性 OE) 模型 。 
该 模型 依赖 于 输入 测量 值 和 模型 输出 ， 写 成 


M ny ny 
Snos(k) = >> 2 bi(z(k-i)Ju(k-i)+ D> a; ee-ie) (20. 1.42) 


m=1 \m=1 m=1 








注意 , 模型 式 (20.1.41) 和 式 (20.1.42) 等 式 右 侧 中 时 延 的 过 程 输出 是 不 同 的 ， 在 
NARX 模型 下 是 过 程 输 出 测量 值 ， 在 NOE 下 是 模型 输出 。 
因此 ，NARX 模型 的 局 部 模型 输出 可 以 写成 仅 依 赖 于 测量 值 的 形式 














Prarxm(K) = I 2(k uk —i) + I z(k — i)y(k — i) (20. 1.43) 
m=1 m=1 
相反 地 ，NOE 模型 还 把 模型 输出 作为 模型 的 输入 
Inon,m(k) = zk -ulk -i) +), zk idk -i) (20. 1.44) 
m=1 m=1 


对 于 NOE 模型 ， 为 了 确定 F(R), AT BITS Bl kN AILEY Ck -1) 值 。 这 意味 
着 ， 所 有 的 局 部 模型 都 要 以 全 局 模型 输出 作为 输入 ， 因 此 是 相互 依赖 的 。 所 以 对 于 NOE AR 
型 ， 参 数 需 要 同时 一 次 进行 估计 ， 为 此 必须 像 第 20. 1.4 节 所 描述 的 那样 进行 全 局 参数 估计 。 
由 于 误差 不 再 是 关于 参数 线性 的 ， 为 此 需要 采用 非 线 性 优化 算法 ， 如 Levenberg - Marquardt 
算法 (UL 19.4.3 节 ) ， 这 使 得 NOE 模型 的 训练 计算 量 很 大 。 此 外 ， 也 不 能 保证 收敛 到 全 
局 最 小 值 ， 因 为 收敛 性 与 初 值 有 关 。 

相反 地 ，NARX 模型 表示 的 局 部 模型 可 以 看 作 是 相互 独立 的 ， 因 为 输出 测量 值 是 可 以 采 
样 获得 的 ， 所 以 局 部 参数 估计 方 法 或 全 局 参数 估计 方法 都 可 以 采用 。 因 为 局 部 参数 估计 方法 
有 一 些 可 取 的 特性 ， 如 隐 式 正则 化 、 计 算 比 较 快 等 ， 因 此 被 更 多 采用 。 

尽管 NOE 模型 的 计算 量 比较 大 ， 但 在 需要 进行 模型 仿真 的 场合 还 是 经 带 采 用 的 。NOE 
模型 是 对 仿真 误差 进行 最 小 化 的 ， 因 此 比 NARX 模型 更 适用 于 模型 仿真 。 另 一 方面 ， 这 种 
模型 使 预测 误差 最 小 化 ， 因 此 如 果 要 基于 之 前 的 测量 值 对 过 程 输出 进行 预测 ， 那 么 会 倾向 采 
用 这 种 模型 。 当 然 ，NARX 也 可 用 于 仿真 ， 但 由 于 它 不 是 在 仿真 配置 下 训练 的 ， 因 此 模型 会 
有 偏差 误差 (Ljung, 1999) 。 

NOE 模型 的 主要 缺点 是 对 局 部 模型 不 能 给 出 解释 ， 这 个 缺点 可 以 利用 显 式 正则 化 来 弥 
补 ， 详 见 文献 (Zimmerschied and Isermann, 2008, 2009) 。 
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20.1.6 带子 集 选 择 的 局 部 多 项 式 模 型 2 

本 节 将 讨论 LOLIMOT 算法 〈 第 20.1. 1 节 ) 的 进一步 拓展 ， 这 种 拓展 是 基于 文献 ( Se- 
quenz et al, 2009) 提出 的 算法 ， 该 文献 对 这 部 分 内 容 有 比较 详细 的 论述 。 这 种 算法 主要 适 
用 于 稳 态 过 程 ， 不 过 也 能 用 于 动态 过 程 。 如 前 面 第 20.1.1 节 所 述 ，LOLIMOT 算法 由 外 层 循 
环 和 内 层 循环 组 成 ， 分 别 适 应 于 非 线性 模型 和 局 部 模型 。 到 目前 为 此 ， 局 部 模型 还 只 局 限于 
线性 或 仿 射 的 形式 。 

为 了 克服 这 些 相关 的 限制 ， 假 设 一 种 一 般 的 局 部 模型 ， 其 中 局 部 函数 用 预定 阶 次 为 o 的 
寺 级 数 来 和 逼近。 这样 可 以 减少 局 部 模型 的 个 数 ， 因 为 这 样 的 局 部 模型 更 为 复杂 ， 且 有 较 宽 的 
有 效 范围 。 由 于 * -回归 变量 的 数量 随 着 阶 次 。 和 输入 数量 p 快速 增长 ， 所 以 需要 引入 显著 
性 回归 变量 的 选择 算法 。 利 用 选择 算法 去 除 不 含 过 程 信息 的 回归 变量 ， 进 而 降低 方差 误差 。 

这 种 局 部 模型 的 结构 如 图 20. 20 所 示 ， 记 作 局 部 多 项 式 模 型 (LPM) ， 以 高 斯 激活 函数 
为 权重 函数 ， 并 采用 具有 轴 正 交 划 分 的 树 结 构 算法 对 输入 空间 进行 划分 ， 见 图 20. 11。 由 于 
外 层 循环 与 LOLIMOT 算法 是 一 样 的 ， 下 面 仅 考 虑 局 部 模型 的 估计 问题 ， 而 且 回 归 变 量 项 用 
x 一 回归 变量 表示 ， 因 为 z -回归 变量 不 再 受 关注 。 




































































图 20.20 局 部 多 项 式 模型 (LPM) 网 络 ，LOLIMOT 算法 结构 的 进一步 拓展 


这 种 局 部 模型 方法 的 思路 是 : 一 般 情况 下 ， 所 有 实际 应 用 中 出 现 的 稳 态 函数 ， 在 其 中 心 
附近 的 邻 域内 都 可 以 用 震级 数 任意 精确 地 逼近 。 将 这 个 中 心 记 作 u。， 那 么 对 一 般 的 非 线性 








© JRE: 本 节 由 Heiko Sequenz 编写 。 
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因数 ， 可 以 用 多 维 的 震级 数 通 近 写 成 (如 Bronstein et al, 2008) 


O 


ð ð i 
fluo + Au) = fluo) toa gam tet Aup) fla) + Ro (20. 1. 45) 
7 Dp 


i=1 du 
Hp, o 是 窜 级 数 展开 式 的 阶 次 ，R, 是 剩余 项 。 随 着 阶 次 o IN, HRT R, 会 减 小 ， 不 
过 回归 变量 的 个 数 将 增加 。 因 此 ， 推 荐 取 阶 次 。=3， 这 是 精度 与 计算 量 之 间 一 种 较 好 的 权 
f (Hastie et al，2009) 。 另 外 ， 需 要 采用 某 种 变量 选择 算法 ， 以 去 除 一 些 可 忽略 的 回归 
变量 。 
受 需 级 数 的 启发 ， 可 将 回归 变量 的 容许 集 写 成 
A = {u1, u2, U7, U3, M12 (20. 1. 46) 
从 中 选 出 回归 变量 的 最 优 子 集 。 通 过 穷 举 回 归 变 量 可 能 的 所 有 子 集 ， 可 以 保证 能 找到 最 优 子 
集 。 但 是 ， 这 种 穷 举 的 方法 是 行 不 通 的 ， 即 使 容许 集 很 小 也 是 不 可 行 的 ， 因 此 下 面 介 绍 一 种 
启发 式 的 选择 算法 。 
这 种 选择 算法 组 合 了 向 前 选择 法 、 向 后 删除 法 和 回归 变量 替代 法 ， 如 图 20. 21 所 示 。 算 
法 始 于 空 集 ， 利 用 向 前 选择 法 不 断 地 将 容许 集中 的 变量 加 到 选择 集中 ， 当 新 的 回归 变量 加 到 
选择 集中 后 ， 原 来 选择 的 某 些 变量 可 能 被 去 除 。 向 后 删除 法 就 是 用 来 去 除 选 择 集中 的 某 些 回 
归 变 量 的 ， 而 回归 变量 替代 法 试图 在 选择 集 和 容许 集 之 间 交 换 回 归 变 量 ， 使 得 更 为 显著 的 变 
量 保留 在 选择 集中 。 有 关 选 择 算法 的 详细 论述 可 参见 文献 (Miller，2002 ) 。 需 要 指出 ， 选 择 
算法 的 步骤 组 合 与 容许 集 的 规模 有 关 ， 因 此 有 可 能 非常 耗 时 。 

















































































































人 = 二 


向 前 选择 法 = M=M, 


+ 


向 后 删除 法 = 


| 回归 变量 替换 法 下- 


+ 模型 有 改进 
一 模型 无 改进 


图 20.21 寻找 显著 性 回归 变量 的 选择 算法 ， 算 法 始 于 空 集 















































为 了 比较 具有 不 同 规模 回归 变量 集 的 模型 ， 需 要 一 个 拟 合 准则 用 于 评价 模型 。 除 了 
Mallows 的 C, 统计 量 、Akaike 信息 准则 (AIC) 和 贝 叶 斯 信息 准则 (BIC) 外 ,还 有 其 他 许 
多 可 选 的 准则 。Mallows 的 C, 统计 量 可 以 写成 














aA \2 
20:39) (20. 1. 47) 
Ci N n 


P 
Hr, O 是 残 差 方 差 的 估计 ,了 是 模型 的 输出 ，n 为 模型 拟 合 参数 个 数 ，N 为 数据 集 规 模 。 
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类 似 地 ， 对 有 限 的 数据 集 ， 改 进 的 AIC 准则 可 以 写 为 


N ANZ 
Va 2N 
Ac = Nn (= êL); (20. 1.48) 





n 
N-n-1 





N 

式 中 , n 为 回归 变量 数 ， 模 型 复杂 度 随 之 增加 ，》 Cy, - 分) 为 模型 误差 ， 模 型 复杂 度 
随 之 降低 ， 改 进 的 AIC 准则 考虑 了 两 者 的 权衡 。 这 种 权衡 使 得 模型 误差 分 解 到 偏差 误差 和 
方差 误差 达到 最 小 ， 见 图 20. 2。 其 他 准则 如 BIC 的 原理 也 是 类 似 的 ， 详 见 文献 ( Mallows， 
1973; Burnham and Anderson, 2002; Stoica and Selen, 2004; Loader, 1999) 。 

由 于 这 些 准则 是 为 全 局 模型 设计 的 ， 而 这 里 考虑 的 是 带 权 重 的 局 部 模型 ， 所 以 这 些 准则 
必须 做 些 调整 。 文 献 Loader (1999) 给 出 一 种 局 部 模型 版 的 Marrow 的 C, 统计 量 
(y = ¥j)' Wily — Fi) 

22 




















Cp, local, j = + tr(W;) + 2nert,j (20. 1. 49) 
这 里 ， 用 局 部 模型 误差 代替 式 (20. 1.47) 中 的 全 局 模型 误差 。 式 中 ,ns ,描述 的 是 第 j 局 部 
模型 的 有 效 参 数 个 数 。 有 效 参 数 的 总 体 个 数 小 于 总 的 模型 参数 个 数 n， 这 是 因为 局 部 模型 的 
参数 有 可 能 部 分 重 倒 。 其 中 又 引入 了 局 部 模型 的 正则 化 ， 所 以 模型 总 的 自由 度 会 减少 。 各 局 
部 模型 的 自由 度 分 别 用 有 效 参 数 的 个 数 表示 。 关 于 有 效 参 数 个 数 的 进一步 讨论 可 参阅 文献 
(Moody, 1992; Murray-Smith and Johansen ，1997b) 。 有 效 参 数 个 数 可 以 利用 帽子 矩阵 ( 见 
第 23.7.2 W) 的 迹 来 确定 ， 写 成 
nent = (W X (X'W X) X'W) =H; (20. 1.50) 
式 (20.1.49) 中 用 6? 表示 的 残 差 方差 可 以 利用 加 权 平 方 误差 之 和 除 以 自由 度 来 估计 


M 
YO — 9) Wi(y — y)) 


A j=l 
ô?’ = 











(20.1.51) 
N= Yny 
j=l 


为 了 计算 局 部 模型 的 输出 了 ， 首 先 必须 确定 局 部 模型 的 参数 。 对 稳 态 局 部 模型 来 说 ， 可 以 简 
单 地 利用 最 小 二 乘 解 获得 。 注 意 ， 在 模型 方程 中 ， 有 
M 
$j = XO Wj (cra + cout + cauiuz +-->) (20. 1.52) 


m=1 

它 关 于 回归 变量 本 身 可 能 是 非 线性 的 ， 比 如 wju,， 但 关于 对 应 的 参数 c 是 线性 的 。 上 面 给 
出 的 这 种 准则 可 用 于 评价 具有 不 同 规模 回归 变量 集 的 局 部 模型 。 这 样 ， 对 每 个 局 部 模型 都 可 
以 选 到 最 优 的 回归 变量 集 ， 以 各 自 局 部 拟 合 过 程 的 非 线 性 。 

除了 用 于 局 部 回归 变量 的 选择 外 ， 上 面 引 入 的 准则 式 (20.1.47) 和 式 (20.1.48) 还 
可 以 在 划分 算法 (外 部 循环 ) 中 用 于 选择 最 优 的 全 局 模型 。 由 于 输入 空间 利用 树 构 造 算法 
进行 划分 ， 其 中 有 些 划 分 区 是 可 选用 的 。 考 虑 到 训练 误差 ， 具 有 最 大 划分 区 的 模型 是 最 好 
的 。 然 而 ， 由 于 方差 误差 随 着 模型 参数 个 数 的 增加 而 增 大 ， 当 然 也 随 着 局 部 模型 的 数量 增多 
而 增 大 ， 因 此 也 需要 进行 权衡 。 这 种 权衡 可 以 通过 最 小 化 上 面 所 给 的 全 局 模型 版 的 准则 函数 
来 实现 。 

考虑 局 部 模型 的 结构 ， 全 局 模型 版 的 C, 统计 量 写成 
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M 
YO -SY Wi(y - ys) 


M 
"=i (20. 1.53) 
Cp,global = ——— = -N+ (In. + m) 


vl 
式 中 ， 最 后 一 项 中 额外 的 参数 下 是 考虑 了 M 个 局 部 模型 的 方差 估计 。 利 用 上 面 所 给 的 这 个 
准则 ， 如 果 对 输入 变量 空间 的 划分 不 能 有 进一步 的 改进 ， 划 分 算法 就 可 终止 。 另 外 还 有 一 种 
可 能 ， 就 是 将 输入 变量 空间 划分 到 预定 的 局 部 多 项 式 模型 数目 为 止 ， 或 达到 预定 的 精度 为 
止 ， 然 后 再 利用 式 (20. 1. 53) 选择 最 优 模型 。 

下 面 通过 辨识 一 个 已 知 的 非 线 性 过 程 ， 以 解释 所 给 的 算法 相对 于 LOLIMOT 算法 的 优势 。 
图 20. 22 给 出 如 下 函数 的 仿真 实现 











x2 


y=xe +v (20. 1. 54) 
其 中 ， 真 实 过 程 的 输出 受到 测量 白 噪声 的 和 干扰。 图 中 “ x ”表示 仿真 数据 ， 基 于 这 个 数据 
集 ， 分 别 采 用 LOLIMOT 算法 和 改进 的 算法 对 过 程 进行 辨识 ， 辨 识 结果 分 别 见 图 20. 22a 和 
图 20. 22b。 表 20.2 给 出 训练 误差 和 相对 于 真实 过 程 的 验证 误差 。 








K 20.22 非 线 性 稳 态 过 程 的 辨识 例 
局 部 线性 模型 (LLM) b) 局 部 多 项 式 模型 (LPM) 





一 


a 


3% 20.2 NRMSES 训 练 误 差 和 验证 误差 
( 采用 局 部 线性 模型 (LLM) 和 局 部 多 项 式 模型 (LPM) ，100 次 仿真 的 平均 值 ) 





训练 误差 验证 误差 回归 变量 数 
LLM 0. 073 0. 034 16 
LPM 0. 076 0. 032 13 


从 图 20. 22 可 以 很 清楚 地 看 到 ， 这 两 种 算法 都 能 有 效 地 调整 非 线性 结构 ， 以 拟 合 过 程 ; 
LOLIMOT 算法 需要 划分 8 个 分 区 ， 改 进 的 算法 只 需要 划分 一 半 的 分 区 。 此 外 ， 对 这 个 真实 
过 程 ， 改 进 的 算法 获得 的 模型 质量 稍微 高 点 ， 而 回归 变量 的 个 数 反 而 更 少 ， 见 表 20.2。 改 
进 的 算法 还 有 一 个 优点 ， 就 是 局 部 模型 的 瞬 态 过 渡 区 更 小 。 但 它 也 有 缺点 ， 即 局 部 模型 变 得 
更 为 复杂 ， 且 不 能 按 线性 化 处 理 ， 必 须 以 局 部 级 数 展开 来 实现 。 

所 给 算法 的 更 多 应 用 例子 在 文献 (Sequenz et al, 2010) 和 (Mrosek et al, 2010) 中 可 














© 译 者 注 : NRMSE: Normalized Root Mean Squared Error (标准 均 方 根 误差 ) 。 
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以 找到 ， 其 中 包括 共 轨 柴油 引擎 的 建 模 例子 。 

上 述 分 析 可 以 归纳 为 ， 如 果 只 有 较 少 的 测量 值 可 以 利用 ， 则 改进 的 算法 特别 有 效 ， 因 为 
它 只 需要 估计 最 显著 的 参数 和 不 太 多 的 局 部 模型 。 如 果 给 定 大 的 数据 集 ， 两 种 算法 都 能 用 来 
调整 模型 结构 ， 以 拟 合 过 程 的 非 线性 。 此 外 ， 利 用 改进 的 算法 可 以 提供 选择 全 局 最 优 模型 的 
准则 。 

还 需要 指出 ， 同 样 的 算法 用 于 动态 过 程 辨 识 ， 由 于 误差 配置 不 同 ， 参数 佑 计 的 计算 量 可 
能 有 很 大 的 差别 ( 见 第 20. 1.5 节 中 的 全 局 参数 估计 )。 因 此 ， 选 择 算法 必须 采用 最 为 简单 
的 形式 ， 如 简单 的 向 前 选择 法 。 近 期 有 关 动 态 过 程 的 选择 算法 的 研究 可 参阅 文献 (Piroddi 
and Spinelli, 2003; Farina and Piroddi, 2009) 。 

例 20.2 (三 质量 振荡 器 的 动态 模型 ) 

利用 LOLIMOT 神经 网 络 算法 辨识 三 质量 振荡 器 的 动态 模型 ， 辩 识 结 果 见 图 20.23。 从 
图 中 可 以 看 到 ， 动 态 特性 建 模 效 果 很 好 。 文 献 (Bahr et al, 2009) 也 利用 LOLIMOT 算法 对 
摩擦 效应 建 模 。 



















































































tis] 
图 20.23 局 部 线性 模型 树 (LOLIMOT) 估计 算法 用 于 三 质量 振荡 器 动态 特性 辨识 


























输入 : 扭矩 My (1), ， 输 出 : 角速度 os ， 局 部 模型 个 数 N=36， 采 样 时 间 Ty =0.048s， 模 型 阶 次 m =6 





20.2 ”用 于 稳 态 过 程 的 查询 表 


本 市 将 讨论 除了 基于 多 项 式 模型 、 神 经 网 络 和 模糊 系统 之 外 的 其 他 类 型 的 非 线 性 模型 架 
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构 。 基 于 网 格 的 查询 表 (数据 图 ) 是 实际 中 用 于 描述 稳 态 非 线性 关系 一 种 最 为 常见 的 模型 
类 型 。 特 别 是 在 非 线性 控制 领域 ， 查 询 表 已 被 广泛 认可 ， 因 为 它 能 清晰 灵活 地 表达 非 线性 关 
系 。 比 如 ， 现 代 汽车 的 电子 控制 单元 包含 数 百 个 这 种 基于 网 格 的 查询 表 ， 特 别 是 内 燃 牵 引 和 
排放 控制 (Robert Bosch GmbH, 2007) 。 

在 汽车 应 用 中 ， 由 于 成 本 的 原因 ， 计 算 和 存储 能 力 受到 很 大 的 限制 ， 此 外 还 需要 满足 实 
时 计算 的 要 求 。 在 这 些 条 件 下 ， 基 于 网 格 的 查询 表 是 存储 非 线性 映射 关系 非常 适宜 的 一 种 方 
法 。 这 种 表格 模型 由 一 组 数据 点 或 节点 组 成 ， 分 布 在 多 维 的 网 格 上 ， 每 个 节点 包含 两 个 分 
量 ， 如 图 20. 25 所 示 。 数 据点 的 高 度 是 标量 ， 它 是 逼近 非 线性 函数 在 对 应 数据 点 位 置 上 的 估 
计 值 。 图 20. 25 中 位 于 网 格 线 上 的 所 有 节点 存储 在 比如 控制 器 单元 的 ROM 中 。 对 于 这 种 模 
型 的 生成 ， 通 常 要 事先 固定 好 所 有 数据 点 的 位 置 ， 再 将 测量 数据 值 直接 放 到 相应 的 网 格 上 ， 
这 是 形成 数据 点 高 度 最 常用 的 一 种 方法 。 

下 面 考 虑 最 常见 的 二 维 情况 ， 给 定 输入 值 六 和， 
计算 所 需 的 输出 Z 值 ， 包 含 两 个 步骤 : 第 一 步 ， 选 出 围 
绕 数据 点 的 四 个 坐标 点 ; 第 二 步 ， 进 行 双 线性 搬 值 
(Schmitt，1995 ) 。 为 此 ， 需 要 计算 四 块 面积 ， 如 图 
20. 24 所 示 (Schmitt, 1995; Töpfer, 2002b) 。 

为 了 计算 所 需 的 输出 5， 将 所 选 的 四 个 数据 点 的 高 
度 分 别 以 相对 区 域 的 面积 作为 权重 ， 进 行 加 权 求 和 运算 ， 
然后 除 以 总 面积 ， 结 果 为 

ZXY) = (Z6) XE+ D-NWG+D-N) 
区 1 
+ (ZG +17) X -—X@)VG+)-Y)) 
区 2 
+(ZG7+DOCG+D 一 ZI 一 7CD))) 
-一 一 
+ (ZG +1) +) (X -XY -YG))) 
一 一 一 一 
/( XG +) =XO)VG +)-YU) ). 
所 有 区 

由 于 计算 方法 相对 简单 ， 区 域 插值 规则 也 是 常用 的 ， 因 此 特别 适合 于 实时 应 用 。 这 种 广 
法 的 精度 取决 于 网 格 点 的 数量 。 对 于 “平滑 ”映射 关系 的 逼近 ， 有 少量 的 数据 点 就 足够 了 
对 于 强 非 线性 特性 ， 则 需要 选用 更 细 的 网 格 。 

区 域 插值 需要 假设 网 格 所 覆盖 的 整个 区 域内 所 有 数据 点 的 高 度 都 是 已 知 的 。 然 而 ， 这 个 
条 件 通常 得 不 到 满足 。 

基于 网 格 的 查询 表 属于 一 种 非 参 数 模型 类 型 。 这 种 描述 的 模型 结构 具有 这 样 的 优点 ， 由 
于 环境 条 件 变化 的 需要 ， 调 整 单个 数据 点 的 高 度 很 容易 做 到 。 然 而 ， 查 询 表 的 主要 缺点 是 ， 
数据 点 的 个 数 随 着 输入 数量 的 增加 将 指数 增长 。 因 此 实际 应 用 中 ， 基 于 网 格 的 查询 表 一 般 只 
局 限于 一 维 或 二 维 的 输入 空间 。 如 果 需 要 考虑 更 多 的 输入 ， 则 要 利用 嵌 套 的 查询 表 。 文 献 
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FA 20.24 查询 表 中 的 插值 区 域 








(20. 2. 1) 









































(Müller, 2003) 研究 了 一 种 确定 查询 表 数 据点 高 度 的 方法 ， 它 是 基于 任意 坐标 上 的 测量 值 
利用 参数 估计 方法 来 确定 的 。 

例 20.3 (基于 网 格 的 查询 表 ， 辨 识 内 燃 引 擎 的 稳 态 特性 ) 

例 20. 1 中 使 用 过 的 六 和 (火花 点 火 ) 引擎 特性 ， 这 里 再 次 使 用 。 这 次 ， 在 引擎 测试 台 
上 测 得 433 个 可 用 的 数据 点 ， 如 图 20. 12 所 示 ， 用 它们 生成 基于 网 格 的 查询 表 ， 得 到 的 二 维 
查询 表 如 图 20. 25 所 示 。 口 





引擎 扭矩 [N-m] 





Na | 
IS 


| — D 





节气 门 角度 ] 0 1000 发 动机 速度 [min] 





图 20.25 ii (KEAK) 引擎 的 基于 网 络 的 查询 表 (数据 图 ) 


另 一 个 可 选 的 方法 是 采用 参数 模型 表示 ， 比 如 多 项 式 模型 、 神 经 网 络 或 模糊 模型 等 。 显 
然 ， 这 种 情况 需要 较 少 的 模型 参数 就 能 逼近 输入 /输出 关系 ， 存 储 这 类 模型 所 需 的 空间 也 很 
小 。 但 是 与 区 域 插值 方法 相 比 ， 其 计算 复杂 度 要 高 得 多 ， 因 为 每 个 神经 元 的 非 线性 函数 都 需 
要 计算 。 男 外 一 方面 ， 基 于 网 络 的 查询 表 不 适用 于 动态 过 程 特性 的 辨识 和 建 模 。 

文献 (Nelles, 2001) 给 出 了 非 线 性 系统 辨识 模型 结构 的 详细 综述 。 





20.3 小 结 


本 章 讨论 了 神经 网 络 在 非 线 性 过 程 中 的 应 用 ,神经 网 络 是 一 种 通用 的 稳 态 特性 允 近 
器 。 多 层 感知 器 (MLP) MEHR (RBF) 网 络 是 最 常见 的 网 络 模型 结构 ，MLP 只 
能 用 于 非 线 性 迭代 优化 算法 的 训练 。 虽 然 RBF 网 络 的 权重 可 以 直接 利用 最 小 二 乘 方法 来 
确定 ， 但 是 存在 一 个 问题 ， 就 高 斯 基 函 数 的 布局 不 能 在 最 小 二 乘法 训练 过 程 中 得 到 优化 。 
此 外 ， 对 高 维 的 模型 而 言 高 斯 基 薄 数 的 布局 是 相当 困难 的 ， 因 为 基 函 数 不 能 均匀 地 分 布 
在 输入 空间 。 

借助 外 部 的 动态 特性 ， 这 些 通 用 的 稳 态 允 近 器 也 可 以 用 来 辨识 动态 系统 。 然 而 ， 它 
的 主要 缺点 是 ， 所 得 到 的 结果 模型 不 能 很 好 地 得 到 解释 ， 因 为 神经 网 络 的 结构 通常 无 法 
给 出 物理 解释 。 不 过 ， 利 用 局 部 线性 模型 ， 通 过 径 向 基 函 数 对 不 同 的 工作 点 进行 加 权 ， 
会 使 模型 具有 更 好 的 解释 性 。 本 章 还 介绍 了 LOLIMOT 网 络 ， 它 是 一 种 可 用 于 表示 一 类 局 
部 模型 的 方法 。 
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最 后 ， 介 绍 了 查 表 法 ， 它 不 需要 复杂 的 神经 元 计算 ， 又 能 全 局 逼近 函数 ， 台 近 的 效果 取 
决 于 数据 网 格 的 划分 。 对 高 维 模型 可 以 利用 幅 套 的 查询 表 ， 但 它 的 存储 空间 通常 会 指数 
增长 。 











习题 


20.1 神经 网 络 结构 

试 给 出 神经 网 络 中 不 同 连接 类 型 的 名 称 。 

如 何 给 网 络 的 不 同 层次 命名 ? 

20.2 多 层 感知 机 

画 出 一 个 神经 元 的 结构 ， 并 给 出 几 个 激活 函数 的 例子 。 

如 何 确定 网 络 的 参数 ? 

增加 额外 的 输入 ， 网 络 的 复杂 度 会 有 什么 变化 ? 

20.3 径 向 基 函 数 网 络 

画 出 一 个 神经 元 的 结构 ， 并 给 出 几 个 激活 函数 的 例子 。 

如 何 确定 网 络 的 参数 ? 

增加 额外 的 输入 ， 网 络 的 复杂 度 会 有 什么 变化 ? 

维 数 灾难 是 什么 意思 ? 

20.4 动态 神经 网 络 

有 哪 两 种 可 能 方法 可 用 于 带 外 部 动态 特性 的 神经 网 络 ? 所 给 出 的 两 种 方法 有 什么 优点 和 
缺点 ? 

20.5 神经 网 络 与 查询 表 的 比较 

对 神经 网 络 和 查询 表 ， 各 自 的 插值 性 能 如 何 ? 

20.6 EHK 

试 画 出 汽油 引擎 汽车 的 燃料 消耗 与 (常数) 速度 和 质量 相关 的 查询 表 ， 并 讨论 查询 表 
的 网 格 选择 问题 。 
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第 21 章 
基于 Kalman 滤波 的 状态 和 参数 估计 





通常 ， 对 这 样 的 问题 感 兴趣 : 基于 直到 7 时 刻 的 输入 wu(1) 和 输出 y(7) 的 测量 值 ， 估 计 斥 
时 刻 离 散 时 间 系 统 的 状态 tt(k) ， 见 第 2. 1.2 节 和 第 2.2. 1 节 及 图 21.1。 对 于 不 同和 j 的 选 
择 ， 存 在 几 种 不 同 的 情况 ， 由 此 状态 估计 被 赋予 不 同 的 名 称 (Tomizuka，1998 ) : 

e >j: n 步 (提前 ) 预报 问题 (n=k-j). 

e =j: 滤波 问题 。 

ek <j; 平滑 问题 。 

下 面 将 讨论 一 步 〈 提 前 ) 预报 问题 ， 因 为 它 是 状态 和 参数 估计 的 典型 问题 。 

虽然 对 于 滤波 、 平 滑 和 预测 一 些 典型 的 方法 是 基于 频 域 设计 的 ， 如 Wiener 和 Kolmogor- 
ov 提出 的 方法 (Hänsler, 2001; Papoulis and Pillai，2002) ， 但 Kalman 滤波 融 完 全 可 以 用 于 
时 域 设 计 。 在 第 21. 1 节 中 ， 首 先 推导 线性 时 不 变 离散 时 间 系 统 的 原始 Kalman 滤波 器 。 根 据 
Kalman 的 原始 推导 (Kalman, 1960) ， 假 设 状态 变量 x(k) 和 输入 变量 uk) 是 服从 零 均 值 高 
斯 分 布 的 。 












































图 21.1 离散 时 间 MIMO 系统 的 状态 空间 表示 


对 线性 时 不 变 的 情况 ， 滤 波 融 的 增益 将 趋 于 常量 ， 它 是 可 以 事先 计算 的 ， 从 而 节省 不 少 
计算 量 ， 使 滤波 器 更 容易 用 于 在 线 实 现 ， 第 21. 2 节 将 讨论 这 个 问题 。 此 外 ，Kalman 滤波 器 
可 以 很 方便 地 应 用 于 线性 时 变 离散 时 间 系 统 ， 见 第 21. 3 节 的 讨论 。 在 第 21. 4 节 中 ，Kalman 
滤波 天 将 扩展 用 于 非 线性 、 时 变 离散 时 间 系 统 。 扩 展 Kalman 滤波 器 不 是 最 优 估 计 占 ， 尺 管 
如 此 它 仍 在 很 多 任务 中 都 得 到 了 应 用 。 扩 展 Kalman 滤波 器 不 仅 能 用 于 估计 系统 状态 ， 还 可 
以 同时 用 于 估计 参数 ， 第 21. 5 节 将 讨论 这 些 问 题 。 
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21.1 离散 Kalman 滤波 器 


下 面 将 推导 经 典 〈 离 散 时 间 ) 的 Kalman 滤波 器 。 从 如 下 的 线性 动态 系统 状态 空间 模型 
开始 





x(k +1) = Ax(k) + Bu(k) + Vv(k) (21.1.1) 
y(k) = Cx(k) + n(k) (21.1.2) 
WP, v(k) 和 于 () 是 不 相关 的 白 噪 声 过 程 ， 均 值 为 零 ， 且 协 方差 为 
Elv(k)v'(k)} = M (21.1.3) 
E{n(k)n"(k)} = N (21.1.4) 








这 些 噪 声 作 用 在 系统 的 状态 和 输出 上 。 假 设 系统 没有 直接 馈 通 作用 ， 为 此 输出 方程 式 
(21.1.2) 中 不 含有 直接 馈 通 的 万 和 矩阵 。 

现在 ， 感 兴趣 的 是 要 找到 一 个 最 优 的 线性 滤波 器 ， 以 使 状态 预报 值 具有 尽 可 能 小 的 误 
差 。 所 以 预报 的 最 优 度量 可 以 采用 预报 误差 平方 的 数学 期 望 表 示 ， 即 写成 预报 误差 的 向 量 
2 - 范 数 














=Ef 人 lak+D=-zk+DI2 
= E[(Ek + x(k +D) (Ek +1) -xk + 1)} (21.1.5) 
这 个 代价 函数 将 被 最 小 化 ， 这 是 Kalman 滤波 器 的 基础 。 

在 下 面 的 推导 中 ，Kalman 滤波 絮 将 作为 预报 器 /校正 器 来 开发 ， 也 就 是 先 提前 一 步 预报 
未 来 +1 时 刻 的 状态 ， 再 基于 +1 时 刻 的 输出 测量 值 y(k +1) 对 状态 进行 校正 。 在 下 文 
中 ,，x(k) 代 表 记 时 刻 的 真实 状态 ,， 计 (k+1 ||) 代表 基于 直到 时刻 测量 值 的 状态 预报 ， 
lkl 1k+1) 代 表 在 +1 时 刻 对 状态 预报 的 校正 ， 符 号 (k+1 |k) RRE k +1 时 刻 利 用 直 
到 时 刻 测量 值 所 确定 的 值 。 和 矩阵 了 () 为 状态 协 方差 矩阵 











P(k) = B{(#(k) = x()) (&(k) -xD) "| (21.1.6) 
首先 ， 推 导 预 报 步 又。 真实 系统 的 动态 特性 描述 为 
x(k +1) = Ax(k) + Buk) + Vv(k) (21.07) 


其 中 ， 真 实 的 噪声 v(h) 是 未 知 的 。 由 于 假设 v( 有) 是 零 均值 的 ， 所 以 基于 直到 时 刻 的 测量 
值 ， 状 态 的 估计 可 更 新 为 
î(k + 1k) = A&(k) + Bu(k) (21.1.8) 
新 的 状态 协 方差 矩阵 己 - (大 +1) 确 定 为 
P(k +1) = B{ (8k + 1]k) —x(k + D)(Elk + 1k) — x(k + D) 
= B{ (Az) — Ax(k) + Vo(k))(A&(k) — Ax(k) + Vv(k))} 
= AE} (#(k) -1O = x()"baT 
(21.1.9) 
+ AE} (2(k) — x(k))v"\v7 
4 VEIO (k) — x(k))" }A" 
4 VEfo TT 
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最 后 ， 有 





P-(k +1) = AP(k)AT + VMV" (21.1.10) 

式 中 ， 上 和 角 标 “ - ”表示 状态 协 方差 矩阵 的 预报 步骤 在 校正 之 前 发 生 。 为 了 推导 的 需要 ， 要 
KECK) A x(k) 5 v kh ISAAK, Holk) 为 零 均 值 。 这 样 就 有 

E{x(k)v(k)"} =0 (21.1.11) 

E{£(k)v(k)"} = 0 (21.1.12) 

现在 ， 推 导 校 正 步骤 。 新 的 测量 值 y(k +1) 被 采集 之 后 ， 用 于 对 状态 估计 的 校正 

RK + MK +1) = (k +1) + K(k +1)(yk+D-Ck +1) (21.1.13) 

这 样 的 状态 估计 是 基于 直到 大 +1 时 刻 测量 值 的 。 反 馈 增 益 K +1) 的 选择 决定 了 在 更 新 状 

ASHI E(k +1 |h+1) 时 ， 是 基于 模型 的 状态 预报 值 t(k+1 |e) 的 权重 大 ， 还 是 实际 测量 值 

y(k+1) 的 权重 大 。 在 Kalman 滤波 中 ， 观 测 误差 y(k+1) -Ct(k+1 1k) 也 称 作 新 息 。 现 在 

的 问题 是 ， 对 任意 给 定 的 时 刻 k +1， 如 何 选 择 最 优 的 反馈 增益 矩阵 K(k +1)。 为 此 ， 需 要 

推导 协 方差 矩阵 P(k+1)，, 将 式 (21.1.13) 重 写 为 
Rk +k +1) = F(K + 1k) + K(k + 1)(Cx(k +1) +n(k + 1) —CR(kK + 1|k)) 
(21,1.14) 


























由 此 导出 
P(k+1) = BE{GK+Ik+D-zKk+D)EK+IKTD-zKTD) | (21.1.15) 
利用 矩阵 迹 运算 ， 将 代价 函数 式 (21.1.5) 改写 成 
V =Ef|êk+D-xk +D} 


= tC +1kK+D)—xK+ DER + 1k +1)- x(k + »)')| (21. 1.16) 





= wb { (Rk ilk +1)—x(k4 19) (x(k +D- êk + 110))"} 


FF A bis FY RE A ET SIE AT A ee AA, AE FAE ea 
运算 以 及 运用 向 量 微 积 分 规则 的 增益 矩阵 K 的 完整 推导 在 文献 (Heij et al, 2007) 中 有 详细 
介绍 。 

矩阵 迹 操 作 的 变量 是 状态 x(k) 和 状态 估计 诗 () 之 间 协 方差 阵 的 数学 期 望 ， 也 就 是 和 矩阵 
P(k+1), KEA 





V =trP(k +1) Ct, 
下 面 ， 为 了 行文 简练 ， 省 去 时 间 变 量 符号 。 这 样 ， 将 式 (21.1.14) 代入 可 得 到 
P=b|(@—x~ KC (8 - x) + Kn) (£ -x - KC (ê - x) + Ka) | 





E (21.1.18) 
=b| (1 KC) - x) + Kn) (I~ KC) - x) + Kn) | 
最 终 求 得 
P =(I—KC)P~(I—KC)' + KNK" (21.1. 19) 
为 了 确定 K(k+1) 的 最 优选 择 ， 可 以 先 求 式 (21. 1.17) RF KA) PR, FLEETS, 
对 式 (21.1.17) Re, AE 
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9 9 
Fz" ag "lt - KC)P (I - KC)" + KNK") (21. 1.20) 
TAT WA RE HERE WTS AAEE K SP, FCS HB eE i a is LY XT 


THER EM A, BAX, AU FAYE Mead Se LU 

















a 
— tr(AXB) = ATB" 21.1.21 
ay "AXB) ( ) 
d 
— tr(AX'B) = BA 21. 1. 22 
| ) ( ) 
d 
ae tr(AXBX'C) = A'C'XB' + CAXB (21. 1.23) 
d 
zy "(XAX') = XA" + XA (21.1.24) 
可 参见 文献 (Brooks ，2005 ) 。 这 些 规 则 可 以 应 用 于 式 (21.1.19)， 有 
OV =. 0 = = -rTrT -rTrT T 
Be zg "P KCP- — P-C'K' + KCP CIK'+ KNK") 
= ð = ð —CTRT ð —CTRT 
= zg "KOP gr C'K +z "KOP C'K 
A N ~、 
Q1121),4=T 和 B=CP- (21.122, A=P-C' M B=I (21.124, A=CP-C! (21.1.25) 
a 
— tr KNKT 
+5K tr 
Dee Ve 
(21.1.24), A=N 
于 是 导数 写成 
ƏV 
aK = —P-C™— PC + KCP-C'+ KCP-C'+ KNT+ KN £0 (21.1.26) 
上 式 的 解 为 
2K(CP"'C"+N)=2P"C" (21.1.27) 
&K = PCT(CP-CT+N) (21.1.28) 
重新 加 入 时 间 变 量 符 号 ， 则 成 为 
K(kK+D)=P (K+DCT(CP K+ DCTHN) (21.1.29) 


综 上 推导 ,方程 式 (21.18), È (21110), HH (21.1.13), & (21.1.19) AR 
(21.1.29) 构成 了 Kalman 滤波 器 ， 形 成 算法 为 








预报 : 
fk+1k) = AX(k) + Bulk) (21. 1.30) 
P-(k+1)=AP(k)A'+VMV"™ (21. 1.31) 

校正 
KK+D=P-K+DCTCP-KE+DCT+N) (21.1.32) 
(k+ MK +1) =R(kH+ IK) + KK +1(y(k+1)-Cê(k+1|k)) (21.1.33) 
P(k+1)=(T-K(k+1)C)P’(k +1) (21.1.34) 
其 中 ，P(E+1) 更 新 式 (21. 1.34) 只 有 以 最 优 Kalman 增益 K(k+1) 式 (21.1.32) HIER 

馈 时 才 成 立 。 
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关于 状态 的 初始 值 ， 一 般 可 选择 名 (0) =0。 和 矩阵 P(0) 可 选 为 x(0) 的 协 方差 阵 。 图 21.2 
给 出 Kalman 滤波 器 对 应 的 方块 图 。 























EAO 校正 过 的 预报 值 ， 即 最 优 状态 估计 
图 21.2 Kalman 滤波 器 的 方块 图 








在 上 述 设 定 下 ，Kalman 滤波 需 被 当 作 一 步 提前 预报 需 使 用 。 关 于 普 步 提前 预报 顺 的 推 
导 ， 读 者 可 参阅 文献 (Heij et al，2007)。 为 了 加 快 计算 速度 ， 可 以 将 nn 个 互 不 相关 的 测量 
向 量 当 作 个 顺序 的 标量 测量 值 。 如 果 采 样 数据 缺失 ， 滤 波 器 可 以 在 增益 矩阵 下 =0 情况 下 
运行 ， 也 就 是 只 执行 预报 步 又， 不 执行 利用 实际 测量 值 进 行 校正 的 步骤 (Grewal and 
Andrews, 2008) 。 








21.2 #2 Kalman 滤波 器 








由 方程 式 (21.1.30) ~ 式 (21.1.34) 给 出 的 Kalman 滤波 器 ， 其 主要 缺点 是 计算 量 比 
较 大 ， 主 要 是 由 式 (21.2.31) 和 式 (21.2.34) 协 方差 矩阵 P(E) 的 更 新 及 式 (21. 2. 32) 
滤波 器 增益 K(k) 的 计算 造成 的 。 对 线性 时 不 变 系统 ， 可 以 证 明 当 kw 时 P(k) 和 K(k) 将 
趋 于 常量 。 在 Kalman 滤波 器 的 设计 中 ， 这 些 常量 是 可 以 事先 确定 的 ， 并 在 滤波 过 程 中 保持 
不 变 。 事 先 确定 这 些 常量 会 带 来 副作用 ， 使 在 滤波 过 程 中 ， 无 需 等 待 P(k) 和 K(k) 调 整 到 最 
优 的 稳 态 值 ， 滤 波 器 就 从 “理想 ”的 滤波 器 增益 K(k) 开始 运行 。 

HTE Pk) E ko 时 的 值 ， 需 要 根据 式 (21.1.31) 建立 P (kk+1) 的 更 新 方程 。 
经 变换 式 (21. 1. 31) 变 成 

P-(k+1) 
= AP (k)A" — AP (ACT(CP (C+ N) CP-(K)AT + VMV" 
ko tht, EEP (kh) 趋向 于 常量 ， 即 有 
P-(K)=P (K+1)=P- (21. 2.2) 
因此 ， 可 将 式 (21.2.1) 写成 














(21.2.1) 
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P- = APTA" — AP-C'(CP-C"+N) CP-AT+VMVT (21.2.3) 
这 与 更 一 般 的 离散 代数 Riccati 方程 (DARE) 没有 什么 区 别 。DARE 方程 定义 为 (Arnold 
and Laub, 1984) 

A'XA-E'XE-(A'XB+S)(B'XB+R) (B'XA+S’)+Q=0 (21.2.4) 

现在 已 有 现成 的 软件 包 可 以 求解 方程 式 (21.2.1) ， 可 参见 文献 (Arnold and Laub, 1984; 
Soderstr5om，2002) 。 比 较 式 (21.2.3) 和 式 (21.2.4) 可 知 ， 如 何 可 将 系数 和 矩阵 传 给 DARE 
方程 求解 器 ， 具 体 对 应 如 下 : 

P- =4P-4T- AP-C™(CP-C™ +N) CP-A + VMV" 

SN ee eee MMMM (21.2.5) 


E=I A=AT = T 
A=AT, B=C', S=0, R=N BZEME 


ERE Po ARR DARE 方程 中 的 未 知 和 矩阵 于， 这 和 线性 二 次 型 调节 器 的 设计 非常 相似 ， 求 解 结 
果 就 是 P- 的 稳 态 值 P- 。 

一 旦 获得 P- , Kalman 滤波 需 的 稳 态 增益 和 矩阵 就 可 以 确定 

K=P C(CP C™+N)" (21.2.6) 

男 见 文献 (Verhaegen and Verdult，2007) 。 控 制 工程 领域 的 软件 包 通常 有 专门 的 调用 函数 ， 
可 以 用 来 设计 Kalman 滤波 器 ， 并 给 出 增益 矩阵 K。 一 旦 确定 了 P- 和 天 ， 需 要 实时 更 新 的 
Kalman 滤波 需 方 程 简化 为 

预报 : 




















E(k + 1k) = AxX(k) + Bulk) (21.2.7) 
校正 : 
K(k + 1k +1) = £(k + Ik) + K(y(k + 1) -Ci + 1|k)) (21. 2. 8) 
其 中 ， 状 态 估 计 的 初始 值 可 以 取 %(0) =0。 
为 了 与 状态 观测 器 作对 比 ， 将 上 一 时 刻 的 更 新 方程 式 (21.2.8) 代入 式 (21.2.7), 
得 到 
K(k + 1k) = Aŝ(k|k — 1) + Bu(k) + AK(y(k) — Cê(k|k - 1)) (21.2.9) 
与 如 下 的 状态 观测 器 对 比 
&(k +1) = ARK) + Bu(k) + H(y(k) — CE(K)) (21. 2. 10) 
可 知 ， 如 果 状 态 观 测 器 的 增益 选 为 





H=AK (21.2.11) 
则 状态 观测 需 方 程 就 相当 于 Kalman EI KF o 


21.3 时 变 离散 时 间 系 统 的 Kalman 滤波 器 


类 似 于 上 面 的 考虑 ， 由 于 滤波 器 方程 不 依赖 于 参数 和 矩阵 4(t) Bk) ACCOR) EEL, 
所 以 Kalman 滤波 器 可 以 扩展 用 于 时 变 系统 。 时 变 过 程 的 状态 空间 模型 可 以 写成 
x(k + 1|k) = A(k)x(k) + B(k)u(k) + V (k)v(k) (21.3.1) 
y(k) = C (k)x(k) + n(k) (21.3.2) 
那么 ， 由 方程 式 (21.1.8), X (21.1.13), se (21.1.10)、 式 (21.1.19) MX (21.1.29) 
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组 成 的 Kalman 滤波 器 ， 就 可 以 方便 地 改写 成 适用 于 时 变 系 统 的 形式 。 滤 波 央 方程 变 为 
预报 : 
E(k +1) = A(k)x&(k) + B(k)u(k) (21. 3.3) 
P-(k +1) = AWP (OAT) + V(k)M(k)V"(k) (21. 3.4) 
校正 : 
K(kK+l)=P (K+DC (E+)CETDP E+ CIE+D)+ N(k)) (21.3.5) 
Rk + Ak +1) = (k + 1k) + K(k + DyE+D) -Clk + DKK + 1]k)) (21.3.6) 
P(k+1)=(T-K(k +1)C(k + 1))P"(k +1) (21.3.7) 
其 中 ，P(E+1) 更 新 方程 同样 只 有 以 最 优 Kalman 增益 K(k +1) 用 作 反馈 时 才 成 立 。 








21.4 ”扩展 Kalman 滤波 器 


在 很 多 应 用 中 ， 遇 到 的 是 如 下 形式 的 非 线 性 系统 模型 
x(k +1) = fx(x(k),u(k)) + V (k)v(k) (21.4.1) 
y(k) = gr (x (k)) + n(k) (21.4.2) 
其 中 , f, 和 g, 中 的 大 表示 非 线 性 函数 本 身 也 可 能 是 时 变 的 。 
对 这 种 模型 形式 的 过 程 ， 在 很 多 应 用 中 采用 扩展 Kalman 滤波 器 (EKF) 。 在 一 些 早期 
的 文献 中 ， 这 种 滤波 器 称 作 Kalman - Schmidt 滤波 器 (Grewal and Andrews，2008 ) 。 在 扩展 
Kalman 滤波 器 中 ， 状 态 更 新 方程 是 基于 “真实 ”的 非 线 性 模型 ， 误 差 协 方差 矩阵 的 更 新 则 
基于 式 (21.4.1) Ast (21.4.2) ÉJ Taylor 级 数 展开 。 状 态 的 预报 步 又 由 下 式 给 出 




















K(k + 1k) = fr(&(k),u(k)) (21. 4.3) 
协 方差 的 更 新 需要 每 步 都 要 计算 Jacobian ÆRE, Jacobian 和 矩阵 由 下 式 给 出 
F) =) (21.4.4) 
x x=£(k), u=u(k) 
Gk +1) = ne) (21.4.5) 
x x= (k+1|k) 
随后 ，P(k+1) 的 更 新 方程 和 K(k +1) 的 计算 可 写成 
P (K+1)= F(k)P(k)F'(k) + V(k)M (k)V'(k) (21.4.6) 


K(k+1) = Pk +1)G(k+1)(G(k +1)P7(k+1)G"(k +1)+N(k + y) (21. 4.7) 
及 
P(E+D)=(T- K(k+DGEKE+D)P (K+)) (21.4.8) 
状态 估计 是 利用 真实 非 线性 关系 进行 校正 的 ， 写 成 
ŝ(k+1|k +1) = SK +R) + K (K+ 1)(y(k+ Dg 41 (4K + 1|k))) (21. 4.9) 
虽然 EKF 的 推导 看 起 来 很 简单 ， 但 是 必须 强调 一 点 : EKF 不 能 给 出 最 优 估 计 。 对 这 种 
Kalman 滤波 器 ， 虽 然 随机 变量 在 所 有 时 间 里 都 保持 为 高 斯 信号 ， 但 是 经 过 EKF 的 非 线性 变 
换 之 后 ， 随 机 变量 的 分 布 发 生 了 改变 。 男 外 要 注意 到 ， 比 如 初始 化 条 件 选择 不 当 ， 在 错误 的 
工作 点 附近 进行 线性 化 ， 滤 波 器 可 能 会 很 快 发 散 。 然 而 ， 尽 管 EKF 似乎 有 着 严重 缺陷 ， 但 
在 许多 应 用 中 仍然 还 在 使 用 ,最 典型 的 应 用 是 导航 系统 和 GPS 系统 。 
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最 终 的 扩展 Kalman 滤波 器 可 以 写成 





预报 : 
K(k + 1k) = fe (&(k),u(k)) (21.4. 10) 
Ifr(x,u) 
F(k) = 一 一 一 -一 
(k) | (21.4.11) 
P-(k +1) = F(K)P(K)F (kK) + V(k)M(k)V'(k) (21. 4. 12) 
校正 : 
G(k +1) = a (21.4. 13) 
x x=&(k+1|k) 





K(k+1) = P(k+1)G(k+1)(G(k+1)P7(k+1)GT(k+1) + N(k+1)) (21.4. 14) 
Sk + Ak +1) = Sk + 1k) + K(k + 1)(y(k +1) = gai (X (K + 1K))) (21.4. 15) 
P(k+1)=(T-K(k+1)G(k + 1))P(k +1) (21.4. 16) 


21.5 扩展 Kalman 滤波 器 用 于 参数 估计 


扩展 Kalman 滤波 也 可 以 用 于 参数 估计 。 这 里 ， 将 参数 向 量 O PR BAR AS I] x(k), 
中 ， 得 到 如 下 状态 方程 








ZKC+IDNY_ PERA TEEN o) 
(Saro) (k) FUO m 
y(k) = g(k(k)) (21.5.2) 
与 式 (21.4.1) 相 比 ， 引 入 了 参数 向 量 90(k) ， 其 动态 特性 为 
0(k+1)= O(k) + &(k) (21.5.3) 





见 文献 (Chen，1990)。 一 般 可 以 将 参数 向 量 视 为 常量 。 然 而 ， 上 述 模 型 中 包含 随机 干扰 ， 
也 就 是 参数 向 量 被 建 模 为 受到 白 噪声 的 干扰 。 如 果 不 是 这 种 情况 ,那么 扩展 Kalman JER 
就 假设 这 些 参 数值 准确 已 知 ， 并 在 滤波 过 程 中 不 再 调整 这 些 参 数值 。 














21.6 连续 时 间 模 型 

















如 果 遇 到 连续 时 间 过 程 模 型 ， 一 般 有 两 种 方法 。 第 一 种 方法 是 ， 因 为 通常 Kalman 滤波 
器 要 在 计算 机 上 实现 ， 所 以 都 是 采用 离散 时 间 的 形式 ， 这 种 情况 下 可 以 利用 式 (2.1.27) 
的 转换 矩阵 ， 将 描述 系统 动态 特性 的 连续 时 间 模 型 变换 成 离散 时 间 形 式 ， 然 后 利用 离散 时 间 
形式 的 Kalman 滤波 器 。 另 一 种 方法 是 完全 基于 连续 时 间 的 方法 ， 可 以 采用 Kalman - Bucy 
滤波 器 ， 具 体 处 理 可 参见 文献 (Grewal and Andrews，2008 ) 。 不 过 ， 这 在 计算 上 会 遇 到 困 
难 ， 因 为 它 需 要 求解 矩阵 Riccati 微分 方程 。 





II 














21.7 小 结 


本 章 首 先 介绍 了 Kalman 滤波 带 作 为 系统 状态 估计 的 一 种 方法 ， 它 在 子 空间 法 的 应 用 中 
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很 有 用 ， 因 为 系统 状态 在 其 中 是 必需 的 。 本 章 还 推导 了 用 于 离散 时 不 变 系 统 的 Kalman 滤波 
器 ， 随 后 又 给 出 了 Kalman 滤波 器 在 时 变 系 统 中 的 应 用 。 然 后 ， 介 绍 了 扩展 Kalman 滤波 带 
(EKF) 及 其 用 于 非 线 性 系统 模型 。 扩 展 Kalman 滤波 器 (EKF) 不 仅 能 用 于 估计 系统 状态 ， 
也 能 用 于 估计 系统 参数 。 这 里 需要 重点 注意 的 是 ， 参数 必须 按 受 随机 干扰 影响 进行 建 模 ， 否 
则 参数 就 不 受 滤 波 器 方程 控制 。 最 后 ， 简 单 讨论 了 滤波 器 在 连续 时 间 系 统 中 的 应 用 ， 这 种 情 
况 可 以 采用 Kalman - Bucy 滤波 需 ， 它 完全 基于 连续 时 间 域 ， 不 过 数学 上 比较 复杂 。 另 外 ， 
因为 如 今 的 滤波 器 都 是 利用 数字 计算 机 实现 的 ， 因 此 通常 更 适合 将 连续 模型 离散 化 ， 然 后 应 
用 离散 时 间 的 Kalman 滤波 方程 。 还 有 一 些 应 该 注意 的 事项 ， 如 使 用 扩展 Kalman 滤波 器 时 ， 
只 能 在 当前 (估计) 的 工作 点 附近 进行 线性 化 。 扩 展 Kalman 滤波 器 有 可 能 会 发 散 ， 也 就 是 
可 能 会 偏离 实际 的 工作 点 ， 导 致 完全 错误 的 结果 。Kalman 滤波 器 的 实时 实现 问题 在 文献 
(Chui and Chen, 2009; Grewal and Andrews, 2008) 中 有 详细 的 讨论 。 























习题 


21.1 Kalman 滤波 器 I 

状态 观测 器 和 Kalman 滤波 器 有 什么 区 别 ? 

21.2 Kalman 滤波 器 工 

试 给 出 一 阶 系统 的 Kalman 滤波 器 形式 ， 并 画 出 对 应 的 信和 号 流 图 。 

21.3 扩展 Kalman 滤波 器 I 

如 何 将 扩展 Kalman 滤波 器 用 于 参数 估计 ? 试 给 出 关于 描述 参数 “动态 ”特性 的 微分 
方程 。 

21.4 扩展 Kalman 滤波 器 II 

模型 动态 特性 的 局 部 线性 化 含义 是 什么 ? 
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第 22 Mi 
数值 计算 





一 些 基 本 的 参数 估计 方法 ， 为 了 改善 它们 的 性 能 ， 可 以 对 相应 的 算法 做 些 改进 。 通 过 
算法 的 改进 ， 可 以 提高 数字 计算 机 的 数值 计算 精度 或 者 能 获得 所 需 的 中 间 结 果 。 如 果 计 算 机 
字 长 有 限 或 者 输入 信 号 变化 很 小 ， 比 如 自 适应 控制 或 故障 诊断 问题 ， 这 时 数值 计算 性 能 就 显 

得 尤为 重要 ， 因 为 这 些 限制 可 能 会 导致 病态 的 方程 组 。 





























22.1 条 件数 


作为 参数 估计 的 一 部 分 ,需要 求解 如 下 方程 组 











A0 =b (22.1.1) 
WR b 受到 扰动 ， 比 如 由 于 数据 具有 固定 的 字 长 或 者 受 噪声 的 影响 ， 那 么 方程 组 变 成 
4(0 十 Ag) 一 5 十 Ap (22. 1.2) 
则 对 参数 误差 ， 有 
Ab = A !Ab (22.1.3) 
为 了 确定 Ab 对 参数 估计 误差 AO 的 影响 ， 引 入 癌 量 范 数 上 bp、|0| 和 算 阵 范 数 |A |. HT 
Ab = A !Ab (22.1.4) 
则 有 
|A@|| = AT AB] < Am" NAD (22. 1.5) 
进一步 由 于 
||| = 40 || < |A| 18 |l (22.1.6) 
可 得 
1 IAI 
Joi $ Te ||| #0 (22.1.7) 
4 |b || 40M, A 
lael a- HAS -1, ABl 
op <|4 IT SAIA -ar (22.1.8) 
以 上 关系 式 描述 了 到 相对 误差 对 O 相对 误差 的 影响 。 影 响 因 子 称 作 和 矩阵 条 件数 
cond(A) = ||A||||A7?| (22.1.9) 


AEB IRF EE, WR OR FA 2 - 范 数 ， 可 以 获得 条 件数 的 简单 关系 ， 表 示 成 矩 
阵 最 大 奇异 值 与 最 小 奇异 值 之 比 











Omax 
cond(A) = = > | (22. 1. 10) 
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现在 ,不 是 直接 计算 P 作为 算法 的 中 间 结 果 ， 而 是 计算 PTR, Th P 会 涉及 信号 
的 平方 运算 ， 这 样 可 以 改善 数值 计算 的 条 件数 。 由 此 而 导致 方 根 滤波 算法 或 分 解 算 法 ， 如 文 
Hk (Biermanmn ，1977) 。 采 用 这 种 方法 ， 算 法 的 形式 有 两 种 ， 或 出 于 协 方差 矩阵 尸 ， 或 出 于 
信息 矩阵 己 … (Kaminski et al, 1971; Biermann, 1977; Kofahl, 1986) 。 
由 系统 误差 的 灵敏 度 可 以 看 到 这 种 正 交 化 方法 的 优点 (Golub and van Loan, 1996), 40 
RAJH LS 方法 直接 求解 正则 方程 (22. 3. 1) ， 参 数 误 差 界 可 写成 
|A0l Ay _ Ay 




















— <cond(w'w) cond? (Ww) -一 一 (22. 1.11) 
le || ily ll II 
如 果 使 用 正 交 化 方法 ， 参 数 误 差 的 上 界 为 
el < cond) Al (22. 1. 12) 


161 llb || 
与 正则 方程 (22.3.1) FALE, 方程 (22.3.5) 对 测量 误差 的 灵敏 性 更 小 。 
下 面 的 讨论 引 自 文献 (Isermann et al，1992)， 所 有 的 方法 都 设法 求解 如 下 正则 方程 
Vw = vy (22. 1. 13) 
可 以 是 一 次 性 批 处 理 方 法 ， 也 可 以 是 递 推 方 法 ， 因 为 在 线 辨 识 过 程 中 有 可 用 的 新 数据 点 。 





22.2 4ER P 的 分 解 方 法 


求解 方程 (22. 1. 13) 的 一 种 简单 方法 是 采用 高 斯 消去 法 。 然 而 ， 当 bb 是 正定 矩阵 
时 ， 可 以 把 对 称 和 矩阵 了 分 解 成 三 角 和 矩阵 
P = SST (22.2.1) 
AF, S 称 为 方 根 阵 。 然 后 可 直接 利用 矩阵 $ 来 求解 方程 ， 由 此 可 以 推导 出 协 方差 形式 的 离 
散 方 根 滤波 (DSFC) 算法 。 对 于 RLS 算法 ， 结 果 变 成 
6(k +1) = 6(k) + y(k)e(k + 1) 
y(k) = a(k)S(k) f (k) 
f (k) = S*(k) wk +1) 
S(k +1) = (S (k) - gr (OSTE VAE) 
I/(a(k)) = FOS (k) + AK) 
g(k) = 1/(1 + VAa) 
算法 的 初始 值 SC0) = Jel 和 O(0) =0, 为 遗忘 因子 ， 参 考 第 9. 6 节 。 该 算法 的 缺点 是 每 
步 递 推 都 需要 计算 方 根 。 
文献 (Biermann, 1977) 提出 了 另 一 种 方法 ， 即 所 谓 的 UD 分 解法 (DUDC) 。 这 里 将 
协 方差 矩阵 分 解 成 












































(22.2.2) 








P = UDUT (22.2.3) 
AF, D 为 对 角 和 矩阵 ，U 是 对 角 线 元 素 为 1 WEZE, MA, DT AEREA E 
U(k +1)D(k +1) UTk +1) = 





22.2.4 
F(U ODOT -yO E+ IU (k)D(k)U"(k)) 
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将 式 (9.4.18) 和 式 (9.6.12) 代入 后 ， 





UDU" = 0 (PW - = ate f COG 
1 m (22.25) 
T T 
= zu (Di - Town W)u (k) 
式 中 
f (k) = U'(k)y(k +1) 
v(k) = D(k) f (k) (22.2.6) 
a(k) = à + f'(k)v(k) 
校正 向 量 为 
y(k) = gTV (22.2.7) 


如 果 对 式 (22.2.5) 中 的 (D -a`' vv") ERHET E, DA a 的 递 推 公式 变 成 ， 参 见 文 献 
(Biermann, 1977) 





oj = Qj1+ vf 











(Haj — 1) 
dj(k +1 
| ed (22.2.8) 
b; = Uj 
vj = = 
初始 值 取 
ee = (22. 2.9) 
aA 
by = vi (22. 2. 10) 
对 于 每 个 j, U 的 元 素 满足 下 列 关系 式 
ee Raed (22.2. 11) 
y(k) = Er (22. 2. 12) 
Am 
最 后 ， 根 据 式 (9. 4. 17) ， 模 型 参数 的 递 推 公式 可 写成 
6(k + D) = (k) + y(k)e(k +1) (22. 2. 13) 
elk +1) = y(k +1) — yT(k + DO‘) (22. 2. 14) 


上 面 的 式 (22.2. 12) 、 式 (22.2.8) 和 式 (22.2.11) 代替 了 式 (9.4.18) 和 式 (9.4.19) 
的 计算 。 与 DSFC 相 比 ， 该 算法 不 需要 计算 方 根 的 子 程序 ， 其 计算 量 与 RLS 的 计算 量 相 当 ， 
H5 DSFC 的 数值 性 能 类 似 ， 只 是 U 和 DD 的 元 素 比 $ 的 元 素 更 多 。 

为 了 减少 每 步 采 样 后 的 计算 量 ， 可 以 利用 和 矩阵 不 变性 (Ljung et al, 1978) 构成 快速 算法 。 
这 对 阶 次 m >5 的 系统 可 以 节省 计算 时 间 ， 但 会 增加 存储 开销 ， 而 且 对 初始 值 比较 敏感 。 


22.3 和 矩阵 尼 -! 的 分 解 方法 
根据 非 递 推 的 LS 算法 ， 信 息 形 式 的 离散 方 根 滤波 (DS) 算法 可 写成 








© HE: 本 节 由 Michael Vogt 编写 。 
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P-IK+D6EK+D=YIK+DyEC+D= AKC+D (22.3.1) 








式 中 
PT(k+1)=APT(k)+y(k + DW(k +1) (22.3.2) 
SK+D=AF) + WK + DK +1 (22. 3.3) 
ME, Ka PERE Po DR BE = FARE R 
P-'!=R'R (22. 3.4) 
对 照 式 (22.2.1), ER=S', 通过 利用 下 式 
R(k + 1)6(k +1) = b(k +1) (22. 3.5) 


进行 回 代 ， 由 式 (22.3.1) 可 计算 获得 6(k+1)。 这 个 方程 是 根据 式 (22.3.1) 推导 得 到 
的 ， 通 过 引入 正 交 变换 矩阵 O (满足 0 "0 =I), ， 使 得 











ZITOIOV = YIOTOy (22. 3.6) 
其 中 
ov- (4) (22. 3.7) 
是 上 三 角 和 矩阵 ， 且 下 列 的 方程 成 立 
oy- (7) (22. 3.8) 
利用 式 (22.3.6), ， 可 得 到 
Ok+I)WKk+DOK+1 = Qk +1)y(k +1) (22.3.9) 
实际 上 ，DSFT 算法 是 利用 另 一 种 不 同 的 思想 来 最 小 化 误差 平方 和 
V =_e) = le 人 = 下 一 了 (22. 3. 10) 
管 利 用 LS 方法 通过 解 正则 方程 VV=0 可 以 求 得 最 小 值 解 ， 不 过 这 里 采用 QR 分 解 方法 
ov= (4) (22. 3.11) 


使 求解 式 (22.3.10) 变 得 简单 。 这 是 依据 这 样 的 事实 : 向 量 乘 以 正 交 和 矩阵 2， 其 范 数 不 





R\, (b 
=ô- = 1078- ovi = (4 )@-(2 JIB 
RÊ —b 
ai T bl + Jw 3 = min 


正如 式 (22.3.5) 所 表述 的 那样 ， 通 过 求解 方程 组 R6-b=0， 可 以 求 得 模型 参数 6。 剩余 
的 |w 忆 为 残 差 ， 也 就 是 对 应 于 最 优 参 数 6 的 误差 平方 和 。 

上 述 描述 的 方法 其 主要 工作 量 是 计算 丸和 2， 通 党 可 以 对 和 矩阵 (到 y) 应 用 Householder 
变换 (Golub and van Loan，1996) ， 这 样 就 无 需 计 算 Q. 

DSFI 算法 需要 递 推 计算 R 和 1。 假 设 每 步 递 推 都 有 一 行 数据 添加 到 (更 y), A 
(22.3.9) 可 转换 成 如 下 递 推 形 式 (Kaminski et al, 1971) 


(Ar D) =Q0(k+ Ve (22.3.12) 
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b(K+1)\ Abk) 
(ee) (22. 3. 13) 


根据 式 (22.3.5), 利用 RCEk+1) 和 p(k+1) 计 算 9(k+1),w(k+1) 是 当前 残 差 。 如 果 每 步 
采样 不 需要 用 到 参数 ， 这 种 方法 特别 适合 。 这 时 ， 只 需要 递 推 计算 R 和 b， 这 需要 对 式 
(22.3.12) 和 式 (22.3.13) 的 右边 作 Givens 旋转 。 对 2 x 维 的 矩阵 M 作 如 下 Givens 旋 
转变 换 











= y o 
es (22.3. 14) 
以 消去 变换 矩阵 M' = GM 中 的 元 素 m;, ， 也 就 是 在 该 矩阵 中 引入 一 个 零 元 素 
yo\fmimn‘-\_(mıma‘“ 
S S (22.3.15) 
由 如 下 两 个 条 件 
det(G) = y? +0” = 1( 归 一 化 ) (22. 3. 16) 
mz = -omı + ymaı = 0( 消 去 m91) (22. 3.17) 
可 解 出 旋转 参数 为 
mıı 
See (22. 3. 18) 
my, T M21 
oa m21 
22.3.19 
my, T m3 ( ) 


现在 ， 将 该 变换 不 断 应 用 于 式 (22.3.12) PA yk 41) MVAR( kK) 的 行 向 量 ， 此 时 G 是 


(n+1) x(n +1) 58% 
os: (sss) e (5 
100% ]771{00* | 710 
0x x 0 * 0 
) 


Givens 矩阵 的 乘积 就 是 变换 矩阵 Oh +1 


(or?) = cote ry (Sie) 
O(k +1) 


利用 同样 的 方法 可 以 计算 式 (22.3.13) 中 的 p(k+1)。 完 整 的 DSFI 更 新 步 又 可 描述 为 
i=l, n 时 , 计算 
ri(k +1) = Yard + WOK +1)? 
y = rilk)/rii(k +1) 
o= WOK 4D/ rik +1) 
ryk +1) = Vayrij(k) +oy (k +1) o (22.3.21) 
yë ies Vori; (k) En yw k+ 1) j=i+l, -n 
bilk +1) = Vaybi(k) + oy(k +1) 
yO Dk +1) = -vobi (k) + yy (Kk +1) 
有 关 方 根 滤波 算法 的 进一步 讨论 可 参见 文献 (Peterka, 1975; Goodwin and Payne, 1977; 
419 


ooee 


(22. 3. 20) 





Strejc, 1980), 

K 22.1 用 于 比较 不 同 参数 估计 算法 的 计算 量 。 归 一 化 最 小 均 方 算法 是 一 种 随机 梯度 下 
降 法 ， 因 此 在 寻 优 过 程 中 不 太 稳定 ， 见 第 10.7 节 。 递 推 最 小 二 乘法 每 步 更 新 时 计算 量 较 大 ， 
不 过 精度 比较 高 。 表 格 的 最 后 一 行 是 信息 形式 的 离散 方 根 滤波 算法 ， 这 种 算法 数值 计算 鲁 棒 
性 强 ， 但 每 步 更 新 时 计算 量 较 大 ， 包 括 n 个 方 根 的 计算 。 如 果 采 用 下 面 的 技巧 ，DSFI 算法 
可 以 更 高 效 地 执行 ， 只 存储 矩阵 R 的 上 三 角 元 素 ， 逐 行 存储 矩阵 ， 这 时 通过 递增 指针 就 可 
访问 矩阵 元 素 ， 每 次 迭代 并 不 计算 参数 向 量 ， 而 只 是 更 新 矩阵 情 。 表 22. 2 给 出 待 估计 参数 
个 数 n=4 和 n=6 时 的 计算 量 。 

表 22.1 不 同 参 数 估 计算 法 的 计算 量 ， 其 中 正 交 法 包含 回 代 运 算 ，n 是 待 估计 参数 个 数 

法 平方 根 
































HR 加 法 /减法 He OK 除 方 

NLMS 3n 3n+1 1 0 

RLS 1. 5n? +3. 5n 2n? +4n n 0 

RMGS 1. 5n? +1.5n 2n? +3n 2n 0 

FDSFI 1. 5n? +1. 5n 2n? +5n 2n 0 

DSFI 1. 5n? +1. 5n 2n? +5n 2n 0 

22.2 待 估计 参数 个 数 n=4 和 n=6 时 的 浮 点 运算 总 数 
n=4 n=6 
方法 
加 法 /减法 乘法 除法 平方 根 加 法 /减法 乘法 除法 平方 根 
NLMS 12 13 1 0 18 19 1 0 
RLS 38 48 4 0 75 96 6 0 
DSFI 30 66 12 4 63 129 18 6 
22.4 小 结 


DSFC 算法 和 DSFI 算法 在 数值 性 能 方面 没有 本 质 差别 ， 每 步 和 迭代 计算 DSFI 算法 需要 n 
RIIE BATERE P HÍT UD 分 解 那样 也 可 以 对 和 矩 阵 了 ”进行 分 解 ， 这 样 就 无 需 方 根 运 
算 。 这 些 技术 需要 用 快速 Givens 旋转 替代 Givens 旋转 (Golub and van Loan, 1996) 或 采用 
递 推 形式 的 Gram Schmidt 正 交 化 。 这 些 快速 正 交 化 方法 具有 同样 的 误差 灵敏 度 ， 但 它们 的 
和 矩阵 元 素 要 比 使 用 DSF 算法 多 一 些 。 

根据 表 22. 1 以 及 现在 计算 机 具有 的 较 高 计算 能 力 ， 一 般 情况 下 建议 采用 DSF 算法 。 如 
果 使 用 DSFI 算法 不 能 获得 好 的 结果 ， 则 RLS 算法 是 一 种 好 的 选择 ， 因 为 RLS 算法 计算 量 比 
较 小 ， 而 且 精 度 高 于 随机 梯度 下 降 算法 。 

















22.5 习题 


22.1 QR 分 解 与 Householder 变换 
描述 如 何 利 用 三 个 Householder 变换 Q, 、 
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Q, Al 0;， 对 5 x3 维和 矩阵 进行 QR 分 解 ? 用 * 


代表 可 能 改变 的 元 素 ， 用 . 表示 不 变 的 元 素 。 
22.2 DSFI 算法 I 
证 明 对 于 任何 正 交 和 矩阵 @ 和 任何 向 量 x， 有 |Ox| 


人 


(Ix = llall2 + 1513 
利用 这 些 结果 ， 采 用 QR 分 解 最 小 化 如 下 代价 函数 
V = ||W6 — yl 





2 = |x |B, HE-FIENN THE x 


有 


22.3 DSFI 算法 I 


编写 DSFI 参数 估计 算法 程序 ， 用 于 如 下 二 阶 动态 离散 时 间 过 程 辨 识 
y(k) + ai(y(k - 1) +a2y(k -2) = biu(k — 1) + bzu(k — 2) 
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第 23 Mi 
参数 估计 的 实际 问题 





回顾 图 1.7 可 以 看 到 ， 前 面 各 章 主 要 讨论 图 中 的 “运用 辨识 方法 ” 方 框 ， 所 获得 的 过 
程 模型 是 非 参数 或 参数 的 ， 本 章 将 详细 讨论 图 中 的 其 他 方 框 。 另 外 ， 还 将 讨论 一 些 特殊 的 问 
题 ， 通 常 这 是 辨识 方法 自身 不 考虑 的 问题 ， 比 如 低频 和 高 频 干 扰 ， 以 及 系统 输入 端 干扰 和 积 
分 作用 系统 的 特殊 处 理 方法 。 此 外 ， 本 章 将 对 所 有 的 辨识 方法 进行 总 结 ， 并 讨论 它们 的 最 主 
要 优 缺 点 ， 见 第 23.4 节 。 最 后 ， 在 本 章 的 结尾 会 介绍 一 些 严 格 评价 辨识 结果 的 方法 。 





23.1 输入 信号 的 选择 


对 动态 过 程 辨 识 来 说 ， 如 果 输 入 信号 可 以 自由 选择 ， 那 么 必须 考虑 第 1. 2 市 提 到 的 限制 
条 件 ， 即 

© 输入 信号 u(t) 的 最 大 允许 幅 值 及 变化 速度 。 

。 输出 信号 y(t) 的 最 大 允许 幅 值 。 

© RAWE Ty mao 

根据 第 9. 1. 4 节 给 出 的 可 辨识 条 件 ， 输 入 信号 必须 是 m 阶 持续 激励 的 ， 其 中 m 是 过 程 
模型 阶 次 ， 而 且 输 入 信号 的 幅度 还 必须 满足 一 致 估计 条 件 。 如 果 在 给 定 约束 条 件 下 ， 想 获得 
具有 最 大 逼真 度 的 模型 ， 则 必须 通过 设计 测试 信号 ， 使 辨识 模型 的 代价 函数 也 达到 最 优 。 吐 
A, 这 可 以 根据 参数 估计 误差 的 协 方差 阵 推导 出 一 个 合适 的 质量 评价 准则 。 作 为 质量 评价 准 
则 ， 需 要 定义 一 个 标量 代价 函数 B， 记 作 























V =E{o(J)} (23.1.1) 
参见 文献 (Goodwin and Payne, 1977; Gevers ，2005) ， 比 如 
Vi = Efer J7} (23.1.2) 
该 式 为 A -最 优 准 则 ， 或 
V = Eltr WI} (23.1.3) 
式 中 ，W 是 适当 维 的 权 和 矩阵 ( 称 作 工 一 最 优 准 则 ) 。 另 外 一 个 度量 定义 为 
V3 = det J (23.1.4) 











该 准则 称 作 D -最 优 准则 。 在 高 斯 分 布 误差 的 假设 条 件 下 ， 对 最 小 二 乘法 来 说 , 采用 的 准 


则 是 





1 1 = 
J= ee = gre n (23.1.5) 
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基于 这 个 质量 评价 准则 ， 可 以 在 时 域 或 频 域 中 设法 设计 最 优 测试 信号 (Mehra, 1974; Kro- 
likowski and Eykhoff, 1985) 。 

为 了 消除 输入 信号 达到 最 优 和 参数 估计 之 间 的 相互 依赖 ， 可 以 采用 文献 (Welsh et al, 
2006) 论述 的 最 大 最 小 方法 。 这 时 可 以 采用 上 面 介绍 的 任何 一 种 代价 函数 来 优化 输入 信号。 
不 过 ， 不 仅 要 在 单 参数 集 0 上 对 代价 函数 进行 评价 ， 还 要 在 整个 紧 参数 集 @ 上 对 代价 函数 
进行 评价 ， 也 就 是 对 在 整个 紧 参 数 集 上 获得 的 最 大 代价 函数 进行 最 小 化 。 因 此 ， 这 就 成 为 最 
大 最 小 优化 问题 。 

最 优 测试 信号 仅仅 是 就 特殊 情况 而 言 的 ， 比 如 ， 有 效 参 数 估计 方法 和 较 长 测量 时 间 。 此 
外 ， 质 量 评价 准则 不 仅 可 以 基于 期 望 的 参数 误差 ， 也 可 以 基于 模型 的 最 终 应 用 。 在 实际 应 用 
中 ， 模 型 和 噪声 是 先 验 未 知 的 ， 这 使 得 事情 更 加 麻烦 。 因 此 ， 只 能 用 迭代 的 方法 设计 测试 信 
号 或 者 采用 次 最 优 的 测试 信号 。 从 现在 起 将 这 些 次 最 优 的 测试 信号 称 作 可 用 测试 信号 ， 并 建 
议 采 用 如 下 的 指导 原则 来 选取 可 用 测试 信号 。 

正常 工作 的 信号 或 人 工 的 测试 信号 

可 以 采用 正常 工作 期 间 的 信号 ， 也 可 以 采用 人 工 的 特殊 测试 信号 ， 作 为 辨识 的 输入 信 
号 。 不 过 ， 只 有 在 感 兴趣 的 过 程 动态 特性 范围 内 ， 能 充分 激励 待 辨识 过 程 的 正常 工作 信和 号 才 
是 可 用 的 。 此 外 ， 输 入 信号 必须 是 平稳 的 ， 而 且 与 作用 于 过 程 的 扰动 是 不 相关 的 。 这 些 要 求 
只 有 在 极 少数 情况 下 才能 得 到 满足 ， 因 此 应 该 尽 可 能 采用 人 工 的 测试 信号 ， 其 特性 是 准确 知 
道 的 ， 并 且 能 通过 调整 以 获得 高 逼真 度 的 模型 。 

测试 信号 的 形状 

测试 信号 的 形状 最 重要 的 是 受 执行 器 (如 电动 、 气 动 或 液压 驱动 ) 限制 ， 因 为 执行 器 
的 最 大 变化 速度 是 受 限 的 ， 也 就 是 输入 信号 对 时 间 的 导数 受到 限制 。 这 也 限制 了 输入 信号 的 
最 大 频率 。 

可 用 测试 信号 通常 需要 连续 激励 感 兴趣 的 过 程 特征 值 ， 而 且 与 扰动 的 功率 谱 相 比 要 尽 可 
能 强 。 就 测试 信号 的 设计 /选择 而 言 ， 必 须 考 虑 如 下 一 些 问 题 ， 也 可 参见 第 1.5 节 。 

e 测试 信号 的 幅 值 w 应 尽 可 能 大 ， 但 是 必须 考虑 输入 信号 、 输 出 信号 以 及 系统 状态 的 

限制 ， 这 些 限 制 可 能 是 源 于 工作 点 限制 或 线性 假设 。 

© 信号 边缘 越 陡 ， 高 频 激 励 越 强 (Gibb 现象 ) 。 

© 输入 信号 脉冲 宽度 越 窄 ， 中 高 频 激励 越 强 ;脉冲 宽度 越 宽 ， 低 频 激励 越 强 。 

根据 上 述 这 些 考虑 ， 伪 随机 二 值 信号 (PRBS) 和 广义 随机 二 值 信号 (GRBS) 特别 适 
合用 于 相关 分 析 和 参数 估计 ， 人 参见 第 6. 3 节 。 如 果 PRBS 要 激励 高 频 ， 时 钟 时 间 A 必须 选择 
等 于 采样 时 间 7,。 当 选择 和 A/T, =2,3,…， 会 增加 低频 功率 谱 密 度 ， 并 能 获得 更 好 的 DC 增 
益 估 计 ， 不 过 会 减弱 对 高 频 的 激励 。 通 过 改变 时 钟 时 间 入 ， 可 以 凭借 这 个 单 参数 调整 激励 信 
号 的 频谱 。 对 于 GRBS 信号 ， 可 以 利用 概率 p 来 改变 信号 的 形状 ， 还 可 以 设想 在 实验 过 程 中 
在 线 调整 时 钟 时 间 ， 对 PRBS 和 GRBS 信号 的 具体 设计 可 参见 第 6.3 节 。 对 于 低 阶 过 程 和 某 
些 系统 状态 受 限 的 过 程 ， 建 议 使 用 多 频率 信号 ， 不 建议 使 用 PRBS 信号 ， 参 见 第 5.3 节 。 文 
献 (Bombois et al, 2008) 提出 了 一 种 设计 最 优 多 正弦 激励 测试 信号 的 方法 ， 该 方法 在 参数 
误差 方差 有 约束 条 件 下 ， 通 过 最 小 化 最 大 功率 ( 幅 值 平方 和 ) 来 实现 。 

如 果 测 量 时 间 足 够 长 ， 利 用 正弦 本 数 激励 来 估计 过 程 的 频率 响应 是 一 种 确定 线性 过 程 频 
率 响 应 的 最 好 方法 ， 比 如 正 交 相关 分 析 法 ， 参 见 第 5.5.2 节 。 非 线性 过 程 需要 采用 多 值 的 测 
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试 信号 ， 如 第 6. 3 节 讨 论 的 APRBS 信号。 


23.2 采样 速率 的 选择 


对 于 离散 时 间 信 号 过 程 辨 识 来 说 ， 在 测量 之 前 必须 选择 好 采样 速率 ， 之 后 采样 时 间 不 能 
减 小 ， 相 反 地 利用 每 隔 2 个 、3 个 等 采样 点 ， 可 以 方便 地 使 采样 时 间 增 加 两 倍 或 三 倍 。 不 
过 ， 降 低 采 样 速 率 之 前 ， 数 据 必须 进行 低 通 滤波 ， 以 避免 降 速 采样 数据 出 现 混 欠 效应 。 采 样 
时 间 的 选择 主要 依据 于 : 

。 辨识 后 期 应 用 中 离散 时 间 模 型 所 用 的 采样 时 间 。 

© 辨识 模型 的 精度 。 

。 数值 计算 问题 。 

下 面 的 章节 将 详细 讨论 这 些 问题 。 


23.2.1 预期 的 应 用 


如 果 模 型 随后 用 于 设计 数字 控制 器 ， 采 样 时 间 必须 根据 控制 算法 所 用 的 采样 时 间 选 择 ， 
而 控制 算法 的 采样 时 间 又 取决 于 很 多 方面 ， 如 希望 的 控制 质量 、 所 用 的 控制 算法 及 实现 的 硬 
件 等 。 对 于 PID 控制 器 算法 ， 作 为 参考 值 ， 可 选择 为 
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Bey (23.2.1) 


式 中 ,7 是 在 比例 作用 控制 下 的 过 程 阶 跃 响应 调节 时 间 的 95% (Isermann and Freyermuth, 
1991)。 如 果 有 更 高 的 控制 质量 要 求 ， 采 样 时 间 应 该 更 短 些 。 类 似 地 ， 文献 (Verhaegen and 
Verdult, 2007) 建议 在 系统 上 升 时 间 段 内 采样 8 ~9 次 。 

为 了 确定 振荡 系统 的 采样 速率 ,文献 (Verhaegen and Verdult, 2007) 提出 在 阶 跃 响应 
达到 稳 态 之 前 记 下 周期 数 ， 如 果 周 期 数 为 n， 并 假设 大 概 需 要 4 倍 的 时 间 常 数 系统 能 达到 稳 
定 ， 那 么 系统 的 时 间 常 数 可 估计 为 


























Tx AT cycle 


根据 估算 的 时 间 和 常数 ， 可 以 选择 采样 速率 ， 使 系统 在 一 个 时 间 和 常数 期 间 内 采样 5 ~15 次 。 如 
果 采 样 速率 过 高 ， 会 产生 如 下 影响 : 

© 和 矩阵 亚 ' 杰 的 数值 条 件 变 差 ， 因 为 矩阵 的 行 几乎 线性 相关 。 

。 离散 时 间 系 统 的 极点 聚集 在 z=1 附近 。 

。 数据 含有 高 频 噪声 。 
23.2.2 辨识 模型 的 精度 

表 23. 1 给 出 了 采样 时 间 7, 对 三 质量 振荡 器 传递 函数 参数 a, Alb, 估计 的 影响 。 从 表 中 
可 以 看 到 ， 减 小 采样 时 间 使 参数 b, 的 绝对 值 减 小 ， 而 且 使 参数 b, 的 和 值 过 于 依赖 于 b, 各 个 
参数 小 数 点 后 的 第 4 位 或 第 5 位 ， 而 参数 5, 的 和 值 对 确定 DC 增益 很 重要 。 从 表 中 还 可 以 看 
到 ， 很 小 的 参数 绝对 误差 对 模型 (增益 、 脉 冲 响应 ) 的 输入 /输出 行为 特性 有 很 大 的 影响 。 


另外 ， 如 果 采 样 时 间 选 择 过 大 ， 那 么 所 获得 的 模型 阶 次 会 降低 。 这 从 表 23. 1 最 后 一 列 可 以 
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(23. 2.2) 























看 出 ,这 时 ou 11+ > a,| Mb: | > b,| ， 因 为 最 后 一 个 参数 小 到 可 以 忽略 ， 所 以 模型 阶 
次 降低 了 。 
表 23.1 三 质量 振荡 器 ( 见 附录 了 B) 传递 函数 的 理论 模型 参数 





7o[s] 0. 003 0. 012 0. 048 0. 144 
k 1 4 16 48 
b -0.013112 -0. 0090007 0.055701 5.2643 
b, - 0. 0042292 -0.011311 0. 49831 7. 5739 
bs 00086402 0. 020682 0. 767 2. 3529 
by 0. 0032622 -0. 0019679 0. 44988 0. 73567 
bs 一 0. 0087436 0. 026107 0. 0081502 0. 12386 
be 0. 023896 0. 047981 -0.051817 -0. 031231 
a, -0. 73415 -1.4584 -1.955 0. 11845 
ay 一 0. 45075 -0. 22564 1.718 0. 18661 
az - 0. 21071 0. 38383 -0. 68648 -0. 60705 
a -0.01038 0. 50713 -0. 29154 -0. 22439 
as 0. 16337 0. 16565 0. 7275 一 0. 094103 
ag 0.2451 -0. 36914 -0. 47486 - 0. 022469 
>; 0. 0097141 0. 072491 1.7272 16. 0194 
1+ da, 0. 0024734 0. 003428 0. 037615 0. 35704 
K 3. 9275 21. 1468 45. 9185 44. 8669 





多 种 采样 时 间 的 数据 

















23.2.3 ”数值 计算 问题 

如 果 采 样 时 间 选 择 过 小 ， 则 会 导致 病态 的 方程 组 ， 因 为 不 同时 刻 的 差分 方程 几乎 变 成 
线性 相关 。 因 此 ， 减 小 采样 时 间 会 使 参数 方差 突然 增 大 。 

然而 ， 采 样 时 间 的 选择 并 不 是 很 严格 ， 过 小 与 过 大 采样 时 间 之 间 的 范围 是 相当 宽 的 。 











23.3 ”线性 动态 模型 结构 参数 的 确定 


用 如 下 传递 函数 表示 的 参数 模型 
y(z) biz tet baz P à 

= -z 
u(z) Daye +: + anz’ 
确定 模型 的 阶 次 就 是 确定 过 程 模 型 的 结构 参数 m 和 d， 其 真实 的 阶 次 为 m, 和 d,。 在 理想 情况 
下 ， 应 该 获得 m = m, Md = dy. 

在 大 多 数 情况 下 ， 在 模型 参数 估计 之 前 必须 选 定 模型 结构 参数 。 为 此 它们 也 是 部 分 的 先 
验 假设 ,必须 通过 结果 验证 来 确定 ， 也 就 是 利用 本 章 随后 讨论 的 模型 验证 方法 来 确定 模型 的 
阶 次 和 迟延 时 间 ， 见 第 23. 8 节 。 另 外 ， 还 有 一 些 特殊 的 方法 可 用 来 确定 结构 参数 ， 这 些 方 
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Gp(z) = (23.3.1) 














法 通常 要 与 相应 的 参数 估计 方法 一 起 使 用 。 

这 些 特 殊 的 方法 称 作 阶 次 或 迟延 检测 ， 根 据 下 面 的 不 同情 况 处 理 方法 有 所 区 别 : 

© 确定 性 的 方法 或 随机 性 的 方法 。 

© 参数 估计 和 需 先前 进行 或 无 需 先前 进行 。 

o 过 程 模型 和 噪声 模型 是 分 别处 理 或 是 同时 处 理 。 

下 面 介 绍 一 些 用 于 确定 模型 阶 次 和 迟延 的 方法 。 文 献 (Söderström, 1977; van den 
Boom，1982; Raol et al，2004) 除了 讨论 其 他 一 些 内 容 之 外 ， 对 模型 阶 次 的 测试 方法 做 了 
总 结 。 通 党 ， 相 继 地 确定 迟延 时 间 和 模型 阶 次 是 比较 合适 的 ， 不 过 也 可 以 并 行 地 确定 这 两 个 
结构 参数 。 这 些 方法 在 频 域 辨识 中 也 能 用 ， 参 见 文献 ( Pintelon and Schoukens，2001) 。 阶 
次 太 高 的 模型 会 导致 无 效 的 参数 估计 ， 阶 次 太 低 的 模型 可 能 导致 非 一 致 估计 (Heij et al, 




















2007) 。 利 用 非 参数 辨识 技术 〈 如 频率 响应 法 ) ， 并 通过 对 辨识 结果 的 分 析 ， 可 以 初步 获得 
模型 的 阶 次 估计 。 


23.3.1 ” 述 延 时 间 的 确定 
现在 ， 假 定 过 程 阶 次 m 已 知 ， 为 了 确定 迟延 时 间 ， 还 假设 真实 的 迟延 时 间 d, EAR 
的 ， 即 0 大力 径 4 ，， 将 过 程 模型 





B* (z271) R 
yke) = A) u(z) = Gp(z)u(z) (23. 3.2) 
的 分 子 多 项 式 增 广 为 
BN Si a ba eae Oe (23.3.3) 


对 比 式 (23.3.1) 所 示 的 过 程 模型 ， 可 获得 
DR NN . 
be =b, g,i=1+d,2+d,---.mt+d (23. 3.4) 
b¥=0, i=mt+d+1,---,m+ dmax . 
为 了 研究 参数 估计 ， 使 用 如 下 向 量 
Wk +1) = (-y(k) + —y(k -m)|-u(k - 1) ++ —u(k —m—dmax)) (23.3.5) 
Ô = (a ++ Âm o hran) (23. 3.6) 
对 于 一 致 的 参数 估计 方法 ， 希 望 获得 
E{b*} =0, i= 1,2,...,do 
和 =m+dot+1,m+do+2,--+,m + dmax 
也 就 是 分 子 多 项 式 的 这 些 参 数 与 其 余 的 参数 相 比 要 小 得 多 ， 所 以 可 以 使 用 下 面 的 准则 来 确 


定 d 





(23. 3.7) 





m—dmax 
be So on biale brr = 1.2.0.4 (23. 3.8) 
i=1 
在 理想 情况 下 ， 这 个 准则 的 第 一 条 件 是 对 所 有 的 i = d<d, 都 要 满足 ， 第 二 条 件 只 要 对 i=4 
=d, 满足 即 可 (Isermann，1974) 。 然 而 ， 这 种 简单 的 方法 需要 假设 几乎 不 存在 扰动 的 影响 ， 
因此 只 适用 于 扰动 很 小 或 测量 时 间 足 够 长 的 情况 。 
如 果 存 在 较 大 的 扰动 ， 可 以 使 用 下 面 的 方法 (Kurz and Goedecke, 1981): 
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。 第 一 步 : 确定 B  (z-…) 的 最 大 参数 | d, x | ， 那 么 迟延 时 间 应 该 在 如 下 区 间 之 内 


0 2 zu. (23.3.9) 
。 第 二 步 : 计算 脉冲 响应 误差 
Aga(t) = &*(t) - ĉa (1), d=0, 1, door (23.3. 10) 
RH, g* (7) SEG) (z) 的 脉冲 响应 ，g,(7) 是 Cul) 的 脉冲 响应 ， 其 中 Gule) H 
Bat) 3 
Gpa(z) = eas « (23.3.11) 


对 于 这 两 个 脉冲 响应 ， 分 母 多 项 式 4(z-!) 是 相同 的 。 利 用 脉冲 响应 g* (7) ， 可 以 确定 模 
型 Cual ETRE) 的 参数 为 


by = 8*(14d) (23.3. 12) 
A A i—l A 
bi = BG +4) +> ajg -j +d), i =2,--+,m (23.3. 13) 
j=l 


文献 (Kurz, 1979) 提出 了 En 








V(d) = > d 一 0,1 ,dh (23. 3. 14) 


t=1 

。 第 三 步 : 通过 最 小 化 Y(d) 来 确定 迟延 时 间 d。 

。 第 四 步 : 估计 参数 4 。 
这 种 方法 的 计算 量 相对 较 低 ， 因 此 在 弟 推 参数 估计 的 每 步 采样 之 后 都 可 以 使 用 。 文 献 (Kurz 
and Goedecke, 1981) 给 出 了 一 个 过 程 自 适 应 控制 的 实例 ， 所 用 的 模型 具有 可 变 的 迟延 
时 间 。 

对 于 脉冲 响应 或 阶 牙 响应 等 非 参 数 模型 而 言 ， 可 以 利用 输入 与 其 激励 的 初始 输出 响应 之 
间 的 延 时 来 确定 迟延 时 间 。 


23. 3.2 模型 阶 次 的 确定 


为 了 确定 未 知 的 模型 阶 次 m， 可 以 使 用 不 同 的 准则 ， 如 .: 
e 代价 函数 。 
o 信息 矩阵 的 秩 。 
© IRIE 
e 极点 和 零点 。 
利用 这 些 准则 来 确定 模型 阶 次 的 原理 是 随 着 模型 阶 次 的 变化 ， 这 些 准则 量 在 跨越 真实 
模型 阶 次 时 会 表现 出 不 同 的 特性 。 下 面 分 别 介绍 这 些 准 则 的 应 用 。 
代价 函数 
因为 所 有 的 参数 估计 方法 都 要 通过 最 小 化 如 下 代价 函数 
Vim, N) = eT(m, N)e(m, N) (23.3. 15) 
因此 ， 一 种 较 直 观 的 方法 就 是 分 析 代 价 函 数 ， 把 它 当 作 模 型 阶 次 估计 m 的 函数 。 式 中 可 以 
是 方程 误差 向 量 ， 也 可 以 是 采用 参数 估计 方法 获得 的 残 差 .或 者 是 模型 和 过 程 之 间 的 输出 误 
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差 。 对 给 定 的 模型 阶 次 估计 m， 先 估计 得 到 参数 向 量 9( N) ， 然 后 就 可 以 计算 得 到 误差 e。 
当 mm=1,2,3,… ,mo 时， 代价 函数 V(m,NN) 将 随 之 变 小 ， 因 为 随 着 模型 阶 次 的 增加 ， 误 
Ze 将 逐渐 减 小 。 如 果 没 有 扰动 作用 于 过 程 ， 理 论 上 应 该 得 到 Vm, N) =0。 如 果 过 程 受 到 
WIREH, WE Vm, N) 是 代价 函数 变化 过 程 中 一 个 明显 的 折 点 ， 并 且 当 m > mo 时 ， 
V(m,N) 不 再 有 大 的 变化 。 因 此 ， 确定 模型 阶 次 的 准则 可 以 采用 随 着 模型 阶 次 增加 时 Vn, N) 


的 变化 量 

















AV(m +1) = V(m) — V(m +1) (23. 3. 16) 
模型 阶 次 测试 就 是 寻找 这 个 折 点 
AV(m +1) K AVM) (23.3.17) 
这 时 ， 代 价 函 数 不 会 再 有 较 大 的 改善 ， 或 者 V(m) 基本 上 不 再 明显 下 降 ， 使 得 Vim +1) ~ 
V(m) ， 那 么 mm 就 是 模型 阶 次 的 估计 。 
例 23.1 (三 质量 振荡 器 模型 阶 次 的 确定 ) 
现在 将 通过 分 析 代 价 函 数 确 定 模型 阶 次 的 方法 用 于 三 质量 振荡 器 系统 。 从 图 23. 1 中 可 
知 ， 模 型 阶 次 可 以 被 准确 估计 得 到 m = m。=6。 当 输出 加 上 噪声 后 ， 模 型 阶 次 m 高 于 m 时 ， 
代价 函数 的 变化 量 略 有 减 小 。 



































Vm, N) [=] 











图 23.1 对 于 三 质量 振荡 器 系 统 ， 利 用 参数 估计 得 到 的 代价 函数 V(m,N) ， 它 是 模型 阶 次 m 的 函数 


HET mE (也 对 每 个 4d 值 ) 来 说 ,代价 函数 的 计算 都 必须 用 到 所 有 的 NN 个 数据 点 。 
因此 ， 采 用 像 COR -LS 的 辨识 方法 是 一 种 不 错 的 选择 ， 这 种 方法 以 非 参 数 模型 作为 中 间 模 
型 ， 使 得 所 要 处 理 的 数据 量 比 原始 时 间 序 列 的 数据 量 小 得 多 。 对 于 模型 阶 次 和 迟延 时 间 的 在 
线 估计 来 说 ， 这 个 优点 是 很 重要 的 ， 因 为 在 每 步 采样 期 间 都 需要 同时 并 行 地 测试 所 有 可 能 的 
m Fido 

为 了 自动 估计 模型 阶 次 ， 应 用 统计 假设 检验 的 方法 是 很 有 优势 的 。 当 模型 阶 次 从 m, 变 
化 到 m, 时 ， 通 过 判别 代价 函数 是 否 发 生 显著 变化 来 确定 模型 阶 次 。 一 种 可 能 的 方法 是 利用 
了 -检验 (Astrsm，1968) ， 这 种 检验 方法 是 基于 T(m: ,N) 与 了 (Im,N) -V(m,,N) 是 统计 独 
立 的 。 当 残 差 服从 正 态 分 布 时 ， 它 们 服从 入 分 布 。 为 了 进行 假设 检验 ， 需 要 判别 当 模 型 阶 
WK m, 增加 到 m, 时 ,代价 函数 是 否 发 生 显著 变化 ， 也 就 是 参数 个 数 从 2m, 变 到 2m,， 利 用 
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下 面 的 统计 量 来 判别 

_ Vom) — Vm2) N—2m2 

a V(m2) 2(m2 — mı) 
当 WNW 较 大 时 ， 随 机 统计 量 t WERA FL2(m, -mi),(N-2m,)] 分 布 。 为 了 利用 下 分 布 进行 
假设 检验 ， 需 要 定义 一 个 阔 值 ， 并 从 下 分布 表 中 查 得 相应 的 1* MEL (如 见 文 献 Lehmann and 
Romano, 2005), WWR t<t*, m 就 是 估计 的 模型 阶 次 。 

与 极 大 似 然 估计 结合 ，Akaike 定义 了 几 种 统计 检验 准则 。 下 面 是 最 终 预报 误差 准则 
N 
NEIM tet = Y elk, OeTk, 8) (23. 3.19) 


N — 2m N 


式 中 ，e(k,0) 是 基于 ML 估计 量 9 的 超前 一 步 预报 误差 ， 利 用 FPE 达到 最 小 值 可 以 确定 模 
FBTR m (Akaike, 1970)。 男 一 个 准则 是 Akaike 信息 准则 (AIC) 

AIC = 2m — 2log L(0) (23. 3. 20) 
式 中 , L(0) 是 似 然 函 数 ，09 是 模型 阶 次 为 m 时 的 ML 参数 估计 ， 利 用 AIC 达到 最 小 值 可 以 确 
定 模型 阶 次 m。 如 果 参 数 模 型 的 参数 个 数 过 多 ， 上 式 右边 第 一 项 会 使 AIC 增 大 。 再 一 个 准则 
是 贝 叶 斯 信息 准则 


(23.3. 18) 








FPE = 


























BIC = 2mlog N — 2log L(®) (23. 3.21) 
文献 (Söderström, 1977) 证 明了 下 -检验 、FPE FI AIC 是 渐 近 等 价 的 。 
实际 应 用 代价 函数 来 确定 模型 阶 次 时 ， 需 要 对 每 个 模型 阶 次 m 确定 相应 的 参数 估计 
0(m) ， 然 后 再 计算 代价 函数 V(m) 。 为 了 降低 计算 量 ， 下 面 的 方法 可 供 选 择 : 
© 针对 不 同 的 阶 次 m， 北 推 计算 协 方差 矩阵 了 P(m,N)， 期间 不 会 有 和 矩阵 的 道 运算 
(Schumann et al, 1981), 
© 利用 DSFI 算法 获得 参数 估计 ， 以 相继 减少 过 高 阶 次 的 模型 估计 量 〈 计 算 量 比较 小 ， 
因为 采用 三 角 和 矩阵 ) (Kofahl，1986)。 























信息 矩阵 的 秩 检验 
对 于 LS 参数 估计 
O(N) = (Ww) wy (23.3. 22) 
研究 如 下 和 矩阵 的 性 质 
J! = P! = yy (23.3.23) 





该 矩阵 是 式 (11.2.56) HIERMIT. SRA EFAS OL, “4 RT 
m > mo 时 ，J' 变 成 奇异 矩阵 ， 即 有 

det J’ = det YTY = 0 (23.3.24) 
因为 

rank J’ = 2mo (23. 3. 25) 

对 于 有 扰动 n(k) 作 用 于 系统 的 情况 ， 当 m = mi 一 总 =m +1 时， 虽然 矩阵 了 的 行列 式 不 会 为 
零 ， 但 会 发 生 明 显 的 变化 。 因 此 , 文献 (Woodside, 1971) 提出 通过 计算 如 下 行列 式 比 来 判 
WTAE RE 了 的 变化 情况 

















J! 
DR(m) = u (23. 3. 26) 


J 


m+1 
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当 m =m,。， 且 信和 品 比 较 大 时 ， 行列 式 比 会 出 现 突变 。 对 品 声 幅度 较 大 的 情况 ， 建 议 采 用 
J” = J -oR (23. 3.27) 
CH, OR 是 噪声 协 方差 阵 ， 它 必须 是 已 知 的 。 
下 面 推导 一 种 不 需要 进行 参数 估计 就 能 计算 代价 函数 的 方法 (Hensel，1987) 。 因 有 
6 = (ww) wy = (ww) q (23. 3. 28) 
eTe = (y? — THT) (y —W6) = yTy 一 q'(w'w)"q 
T, radjyTy 


























_ 23.3. 29 
YV- dviy i ) 
利用 
0 xT T n 
det wi =- J xwjAji = —x (adj A)w (23.3.30) 
i j 
0 q' — Thag yt 
det guy) (adj w"W)q (23.3.31) 
由 此 可 推导 出 
T T 
ele det YTY = (7,7 ve) = det Im (23. 3.32) 
det T, 
V(m) =e'e = m 
(m)=e e det Ji, (23. 3. 33) 


LAY Zs UL SCHK (Woodside, 1971), FEM J, AA 2m x 2m WHEE HA fe MET, 的 维 数 
N(2m+1)x(2m+1). KIE, REDT, EERE I, 7 1 维 ， 这 是 行列 式 比 检 验 所 需要 的 。 

文献 (Mäncher and Hensel, 1985) 建议 计算 如 下 代价 函数 比 
Vim—1) _ det Im- det Ji, 

Vim) det J}, det Tn 

它 是 模型 阶 次 m 的 函数 ， 然 后 通过 检验 这 个 比值 来 确定 模型 阶 次 。 对 于 不 同 阶 次 球 ， 所 需 
的 行列 式 可 以 相继 确定 。 利 用 这 种 方法 ， 可 以 用 较 小 的 计算 量 确定 模型 阶 次 和 迟延 时 间 。 这 
种 方法 也 能 适用 于 MIMO 系统 (Mäncher and Hensel, 1985) 。 

上 面 介绍 的 方法 分 别 需 要 检验 信息 和 抢 阵 J 的 秩 或 者 检验 增 广 信息 和 矩阵 五 的 秩 ， 并 与 代 
价 函 数 的 理论 值 之 间 建 立 联系 。 这 种 方法 的 最 大 优点 是 不 需要 估计 模型 参数 ， 也 非常 适合 于 
MIMO 过 程 (Hensel, 1987) 。 

零 极点 检验 

如 果 所 选择 的 模型 阶 次 m 高 于 过 程 阶 次 m,。 ， 那 么 辨识 模型 就 会 有 额外 的 (mm) 个 
零 极 点 ， 它 们 应 该 可 以 相互 抵消 。 这 种 抵消 效果 可 以 用 来 确定 模型 阶 次 ， 不 过 必须 计算 模型 
分 子 多 项 式 和 分 母 多 项 式 的 根 。 

文献 (Pintelon and Schoukens, 2001) 提出 采用 如 下 的 检验 方法 : 

。 通过 计算 信息 矩阵 的 秩 ， 初 步 估 测 可 能 的 最 大 模型 阶 次 。 佑 测 的 模型 阶 次 要 保守 些 ， 
也 就 是 取 尽 可 能 高 的 阶 次 。 
© 利用 估 测 的 模型 阶 次 ,初步 进行 参数 估计 。 
。 消去 那些 对 模型 动态 特性 贡献 不 大 的 零点 、 极 点 和 零 极 点 对 ， 可 以 利用 部 分 分 式 展开 

判断 贡献 的 大 小 。 需 要 检验 每 次 约 简 的 正确 性 ， 如 果 没 有 进一步 约 简 的 可 能 ， 就 结 





VR(m) = 





(23. 3. 34) 
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约 简 。 这 时 就 确定 了 模型 阶 次 ， 然 后 再 做 最 后 的 参数 估计 。 必 要 时 可 反复 执行 这 种 

方法 。 

残 差 检验 

在 无 偏 估计 情况 下 和 其 他 的 理想 假设 条 件 下 ，LS、ELS、GLS 和 ML 等 参数 估计 方法 产 
生 的 残 差 应 该 是 白色 的 。 因 此 ， 利 用 计算 残 差 的 自 相 关 函 数 ， 可 以 检验 残 差 的 白色 性 。 一 般 
来 说 ， 这 种 方法 不 仅 非常 适合 用 于 模型 验证 ， 也 可 用 于 模型 阶 次 的 确定 (van den Boom and 
van den Enden, 1974; van den Boom, 1982) 。 从 模型 阶 次 估计 m =1 开始 ， 了 逐渐 增加 模型 阶 
次 ， 直 至 残 差 首次 被 检验 为 白色 ， 此 时 便 可 获得 期 望 的 模型 阶 次 m = mo。 

结论 

实践 经 验 表 明 ， 对 于 高 阶 过 程 来 说 ， 基 于 代价 函数 或 信息 矩阵 的 模型 阶 次 辨识 方法 可 以 
获得 较 好 的 结果 。 如 果 能 组 合 多 种 检验 方法 来 确定 模型 阶 次 可 能 会 更 加 有 益 。 不 过 在 许多 情 
况 下 ， 可 能 不 存在 “最 佳 ”的 模型 阶 次 ， 因 为 春 干 小 的 时 间 常 数 或 迟延 都 可 能 会 组 合成 为 
一 个 时 间 常 数 ， 或 者 因为 分 布 参数 系统 或 ( 弱 ) 非 线性 过 程 的 结构 不 可 能 完全 用 线性 集 总 
参数 模型 来 表征 。 因 此 ， 辩 识 得 到 的 模型 阶 次 只 是 一 种 近似 。 根 据 应 用 的 类 型 ， 下 面 的 建议 
可 供 参考 。 

交互 式 确 定 模型 阶 次 : 使 用 者 所 作 的 决策 作为 离线 辨识 的 一 部 分 ， 这 时 因为 计算 量 不 是 
主要 的 ， 建 议 采 用 不 同方 法 的 组 合 来 确定 模型 阶 次 ， 比 如 代价 函数 检验 方法 和 零 极 点 检验 方 
法 的 结合 。 

自动 确定 模型 阶 次 : 如 果 模 型 阶 次 需要 实时 确定 ， 那 么 在 所 选 的 一 种 合适 算法 中 计算 量 
可 能 是 起 支配 作用 的 。 在 与 递 推 参数 估计 方法 结合 应 用 时 ， 建 议 采 用 代价 函数 检验 方法 或 信 
息 矩 阵 秩 检验 方法 。 






































23.4 不同 参 数 估 计 方 法 的 比较 
本 节 将 对 本 书 介绍 的 不 同 估计 方法 进行 比较 。 
23.4.1 导言 


首先 根据 所 要 推导 的 模型 和 噪声 的 假设 ， 对 大 量 的 现 有 参数 估计 方法 进行 分 类 ， 然 后 对 
各 种 辩 识 方法 的 优 缺 点 进行 总 结 。 
在 随后 的 章节 中 ， 对 这 些 辨 识 方 法 的 特点 进行 比较 之 前 ， 有 必要 先 就 辨识 方法 的 比较 给 
些 导言 评注 。 
先 验 假设 的 比较 主要 考虑 与 各 种 方法 数学 推导 和 收敛 性 分 析 有 关 的 不 同 假设 ， 这 种 考虑 
也 适合 于 计算 量 的 比较 ， 这 时 主要 比较 算法 的 浮 点 运算 (FLOPS) 次 数 和 存储 空间 。 对 于 非 
递 推 方法 ， 主 要 比较 浮 点 运算 的 总 次 数 ; 对 于 递 推 方法 ， 主 要 比较 两 个 数据 采样 点 之 间 的 
FLOPS 次 数 。 
模型 可 信和 度 的 比较 难度 更 大 。 一 种 方法 是 先 假设 特定 的 模型 和 噪声 ， 再 在 计算 机 上 进行 
仿真 ， 然 后 计算 模型 的 误差 ， 它 是 数据 样本 长 度 或 噪声 水 平 的 函数 。 这 种 方法 的 最 大 优点 
是 ， 对 于 违背 先 验 假设 或 违背 收敛 性 理论 分 析 所 需 假 设 的 情况 ， 也 能 进行 比较 。 这 在 实际 应 
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用 中 经 常会 遇 到 ， 因 此 需要 特别 关注 在 这 样 的 情况 下 ， 辨 识 方法 的 运行 效果 如 何 ” 这 种 方法 
的 主要 缺点 是 ， 所 有 结果 都 依赖 于 所 用 的 仿真 模型 ， 因 此 这 些 结果 只 是 在 理论 上 对 该 特定 仿 
真 模型 有 效 。 尽 管 这 些 仿真 结果 在 大 多 数 情况 下 可 以 推广 ， 但 是 不 能 无 条 件 地 推广 。 

对 于 一 些 参 数 估计 方法 而 言 ， 也 可 以 在 收敛 性 理论 分 析 方 面 进 行 比 较 ， 例 如 可 以 直接 比 
较 LS、WLS 和 ML 等 非 递 推 方法 的 协 方差 和 矩阵， 对 于 递 推 方法 可 以 比较 参数 估计 的 变化 轨 
迹 。 对 于 理论 上 获得 的 收敛 性 结果 的 比较 ， 隐 信 着 比较 结果 只 能 适用 于 很 长 (甚至 可 能 
EK) 的 测量 时 间 ， 且 满足 所 有 先 验 假设 的 情况 。 如 果 关 注 短 测量 时 间 和 /或 出 现 违背 先 验 
假设 的 情况 ， 一 般 只 能 求助 于 仿真 研究 。 

第 三 种 可 能 是 将 不 同 的 辨识 方法 应 用 于 真实 过 程 ， 对 应 用 的 效果 进行 比较 。 如 果 已 经 有 
辨识 方法 的 应 用 案例 ， 并 能 获得 这 种 应 用 的 典型 数据 ， 特 别 推荐 采用 这 种 比较 方法 。 然 而 ， 
问题 是 在 大 多 数 情况 下 准确 的 过 程 模型 是 未 知 的 ， 而 且 过 程 行为 特性 和 扰动 是 随 着 时 间 变 化 
的 ， 使 得 比较 结果 通常 无 法 推广 。 

总 之 ， 可 以 说 没有 一 种 方法 ， 用 于 辨识 方法 性 能 比较 时 ， 比 较 结论 会 是 明确 的 和 令 人 信 
FRAY, Pit, 仿真、 收敛 性 理论 分 析 和 实际 应 用 这 三 种 比较 方法 应 该 结合 起 来 使 用 ， 以 便 获 
得 具有 一 般 性 的 比较 结论 。 

男 外 一 个 问题 是 模型 与 过 程 之 间 误 差 的 数学 量化 ， 比 如 可 采用 如 下 的 误差 : 

e 参数 误差 Ag =0 -Opo 

。 输出 误差 Ay(k) =y(k) -y(k)o 

© FRÉ elk) =y(k) -W'(k)O;=0(k-1), 

© 输入 /输出 行为 特性 误差 ， 如 脉冲 响应 误差 Ag(7) =g(r) -g(7)。 

评价 这 些 误差 的 方式 : 

e 绝对 值 。 

© 相对 值 。 

e 均值 (线性 的 、 二 次 型 ) 。 

由 于 上 述 误差 和 评价 方式 有 多 种 可 能 的 组 合 ， 因 此 存在 多 种 误差 的 度量 。 因 为 这 些 度量 
所 含 的 信息 有 很 大 的 差异 ， 所 以 应 该 将 其 中 的 一 些 度量 综合 起 来 考虑 。 然 而 ， 对 于 最 终 的 稀 
量 标准 ， 模 型 的 应 用 是 最 重要 的 依据 。 


23.4.2 ” 先 验 假设 的 比较 

对 参数 估计 方法 来 说 ， 必 须 给 出 一 定 的 假设 ， 以 便 获 得 无 偏 估 计 ， 尤 其 要 假设 成 形 滤波 
器 的 结构 和 噪声 或 误差 的 特性 。 这 些 假 设 需要 通过 比较 和 检验 ， 以 便 知 道 这 些 假 设 在 实际 参 
数 估计 应 用 中 是 否 能 满足 。 图 23. 2 给 出 一 种 适宜 的 模型 结构 ， 一 般 情况 下 假设 过 程 受 到 若 
干扰 动 z, ,…,z, 的 干扰 ， 而 且 还 假设 这 些 干扰 是 通过 线性 扰动 传递 隐 数 G,(z) ,…,G.(z) 作 
用 于 测量 输出 信号 y 的 ， 见 图 23.2。 如 果 各 个 干扰 z 都 是 平稳 的 随机 扰动 ， 那 么 还 可 以 假 
设 这 些 扰动 都 是 由 适当 的 成 形 滤波 器 在 白 噪声 驱动 下 生成 的 。 在 这 种 情况 下 ， 有 

nz) = Gz1(2)Grı (z)vi (z) + +++ + Gzv(Z) Gry (Z) vv (z) (23.4.1) 

典型 的 情况 是 ， 利 用 这 个 模型 ， 且 假设 过 程 C(z) AZ-TAMF (2) TR, TT A 
一 个 成 形 滤波 需 C,(z) 滤 波 ， 见 图 23.3， 即 有 
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n(z) = Gvv(z) (23. 4.2) 
又 假设 各 个 成 形 滤 波 器 都 是 线性 的 ， 而 且 可 以 用 一 个 共同 的 噪声 源 代 替 各 个 白 噪 声 。 这 里 ， 
还 要 强调 噪声 信号 n 应 该 是 平稳 的 。 但 是 ， 这 些 噪声 也 可 能 是 非 平 稳 的 ,或 者 噪声 特性 未 
知 ， 在 辨识 之 前 ， 需 要 利用 特殊 的 方法 消除 它们 。 


er 
| i | 


图 23.2 FFERR ETE AS ARA SE RA 图 23.3 图 23. 2 所 示 过 程 的 简化 模型 结构 


表 23.2 给 出 各 种 参数 估计 方法 关于 成 形 滤波 器 的 假设 。 在 最 一 般 的 情况 下 ， 成 形 滤波 
器 的 结构 可 写成 
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Gy(z) = 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 ~ 23. 4.3 
"(©) Ca!) co 十 clz-1 十 …' 十 cpZ-P ( ) 
表 23.2 针对 不 同 的 参数 估计 方法 和 不 同 的 模型 类 型 ， 比 较 噪 声 模型 ， 也 见 图 2.8 
v D(z ‘) | 
| Cz) 
: | 
u B(z') Ya © 7Y 
| A(z') K 
Le ‘ 
参数 估计 方法 过 程 模型 噪声 滤波 器 模型 类 型 先 验 假设 
最 小 二 乘 (LS) zen me ARX 
BENLE (STA) He ey ARX 
广义 最 小 二 乘 (GLS) Ban IFE ARARX FET) Wik v 
; es Biz-! Dia-! 
增 广 最 小 二 乘 (ELS) en Er ARMAX 
极 大 似 然 (MD) as) Ba ARMAX e 或 n 服 从 正 态 分 布 
销 助 变量 CV) re ce BJ 
相关 一 最 小 二 乘 (COR-LS) eD Bez) BJ 


为 了 利用 LS 方法 获得 无 偏 估计 ， 成 形 滤波 器 的 结构 必须 是 1/A C) 的 形式 ， 也 就 是 说 
这 种 成 形 滤波 器 一 定 具 有 与 待 辨识 过 程 相同 的 分 母 多 项 式 。 由 于 这 种 情况 几乎 是 不 可 能 存在 
的 ， 所 以 最 小 二 乘法 通常 只 能 给 出 有 偏 估 计 。 对 随机 逼近 法 来 说 ,通常 也 是 这 种 情况 。 
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对 广义 最 小 二 乘法 ， 噪 声 滤波 器 具有 更 一 般 的 形式 L/L A(z!) F(z!) FES 
中 不 可 能 是 这 种 情况 ， 因 此 这 种 方法 也 只 能 给 出 有 偏 估计 。 然 而 ， 通 过 适当 选取 F(z” ) 的 
模型 阶 次 v， 与 普通 的 最 小 二 乘法 相 比 ， 这 种 方法 的 估计 偏差 会 小 些 。 

对 极 大 似 然 法 和 增 广 最 小 二 乘法 来 说 ， 假 设 成 形 滤波 器 为 D(z )/4(z”')。 这 个 模型 比 
最 小 二 乘法 和 广义 最 小 二 乘法 假设 的 噪声 模型 稍 有 灵活 性 ， 但 它 还 是 不 能 完全 近似 于 一 般 的 
噪声 滤波 器 D(z !')/C(z-!)。 

辅助 变量 法 和 二 步 法 ， 如 相关 - 最 小 二 乘法 ， 不 需要 关于 噪声 的 任何 特 丈 假设， 因此 这 
些 方法 非常 适用 于 一 般 用 途 的 应 用 。 

在 输入 和 输出 受到 未 知 直流 分 量 DC 值 影响 的 情况 下 ， 各 种 辨识 方法 也 会 体现 出 不 同 的 
FEE, WR E{u(k)} =0， 直 流 分 量 DC 值 7, 的 存在 不 会 影响 利用 辅助 变量 法 和 相关 - 最 小 
二 乘法 的 参数 估计 。 对 于 最 小 二 乘法 、 随 机 逼近 法 和 极 大 似 然 法 ， 需 要 事先 辨识 出 直流 分 量 
DC {E  ， 或 者 把 它 当 作 参 数 估计 问题 来 考虑 ， 以 避免 造成 系统 误差 。 

















23.4.3 ”辨识 方法 总 结 


本 节 将 总 结 本 书 所 介绍 的 辨识 方法 的 一 些 主要 优 缺 点 2 。 
非 递 推 参数 估计 法 
最 小 二 乘法 (LS) ,参见 第 9.1 节 。 
- “有 扰动 情况 下 ， 给 出 有 偏 估计 。 
+ 可 应 用 于 短 测量 时 间 ， 因 为 这 种 情况 下 一 致 性 方法 不 能 给 出 较 好 的 辨识 效果 。 
- “对 未 知 直 流 分 量 DC 值 Yo MR, 

计算 量 相对 较 小 。 

无 需 特殊 先 验 假设 。 
- 二 次 型 代价 函数 对 异常 值 的 反应 过 于 强烈 。 
连续 时 间 最 小 二 乘法 (LS) ， 参 见 第 15. 1 节 。 
- 给 出 有 偏 估计 。 
-可 能 需要 计算 (RE) 信号 的 导数 。 
0 利用 特殊 的 滤波 器 ， 可 以 同时 计算 信号 导数 和 低 通 滤波 器 。 
+ ”估计 参数 通常 具有 直观 的 物理 意义 。 
广义 最 小 二 乘法 (GLS) ， 参 见 第 10. 1 节 。 
- ”由 于 噪声 滤波 器 比较 特别 ， 可 能 造成 有 偏 估计 。 
- ”计算 量 相 对 较 大 。 
+ ”噪声 模型 可 辨识 。 
- “噪声 成 形 滤波 器 的 阶 次 需要 先前 假设 。 
增 广 最 小 二 乘法 (ELS) ， 参 见 第 10. 2 节 。 
- 如果 噪声 滤波 需 与 实际 噪声 不 匹配 ， 可 能 造成 有 偏 估计 。 








- 计算 量 相 对 较 大 。 
O 译 者 注 :“- ”表示 是 缺点 , “+ ”表示 是 优点 ,“0” 表 示 不 是 特有 的 ,“ + ”表示 不 算是 优 缺 点 。 
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+ ”噪声 模型 可 辨识 。 

+ 几乎 没有 额外 的 计算 量 。 

- “噪声 成 形 滤波 器 的 阶 次 需要 先前 假设 。 

- 国定 的 噪声 模型 分 母 多 项 式 会 限制 可 用 性 。 

偏差 校正 法 ( CLS) ,参见 第 10. 3 节 。 

+ ”计算 量 小 。 

- ”需要 计算 偏差 .而 且 偏 差 只 能 在 特殊 情况 下 才能 计算 得 到 。 
- ”可 用 性 受到 限制 。 

总 体 最 小 二 乘法 (TLS) ， 参 见 第 10. 4 节 。 

+ ”能 处 理 输 入 带 有 噪声 的 情况 。 

- TLS 法 没有 考虑 特殊 的 数据 矩阵 结构 。 

辅助 变量 法 (IV) ， 参 见 第 10.5 节 。 

+ “对 于 较 大 范围 的 噪声 ， 都 可 获得 良好 的 辨识 效果 。 

+ 计算 量 小 /中 等 。 

- ”收敛 性 可 能 存在 问题 。 

+ Tulk) =0 条 件 下 ， 不 受 未 知 直流 分 量 DC 值 7 ,的 影响 。 
- ”噪声 成 形 滤波 器 的 阶 次 需要 先前 假设 。 

极 大 似 然 法 (ML) ， 参 见 第 11. 2 节 。 

- ”计算 量 大 。 

+ ”噪声 模型 可 辨识 。 

-代价 函数 可 能 存在 局 部 最 小 值 。 

+ 易于 深入 的 理论 分 析 。 

+ 先 验 假设 与 优化 方法 有 关 。 

相关 - 最 小 二 乘法 (COR-LS), BWA 9.3.2 节 。 

+ “对 于 较 大 范围 的 噪声 都 可 获得 良好 的 辨识 效果 。 

+ ”计算 量 小 。 

+ ”中 间 结 果 模 型 可 以 利用 ， 且 不 依赖 于 所 选择 的 模型 结构 。 
在 u(k) =0 条 件 下 ， 对 未知 直流 分 量 DC 值 7 不 敏感 。 
确定 模型 阶 次 和 退 延 时 间 所 用 的 计算 量 小 。 

结果 易于 验证 。 

先 验 假设 只 与 计算 相关 函数 值 的 数量 有 关 。 

-由 于 先 要 计算 相关 函数 ， 所 以 计算 量 较 大 。 

- ”要 使 相关 函数 的 估计 误差 小 ， 需 要 较 长 的 测量 时 间 。 

0 与 需要 计算 相关 函数 的 方法 具有 同样 的 优 缺 点 。 

频率 响应 最 小 二 乘法 (FR -LS) ， 参 见 第 14. 2 节 。 

+ “对 于 较 大 范围 的 噪声 都 可 获得 良好 的 辨识 效果 。 

+ ”频率 响应 已 知 时 ， 计算 量 小 。 

+ ”中 间 结 果 模 型 可 以 利用 ， 且 不 依赖 于 所 选择 的 模型 结构 。 























FEu(k) =0 条 件 下 ， 对 直流 分 量 DC 值 7 不 敏感 。 
确定 模型 阶 次 和 退 延 时 间 所 用 的 计算 量 小 。 
结果 易于 验证 。 
先 验 假设 只 与 测量 频率 点 的 数量 有 关 。 
如 果 采 用 正 交 相关 分 析 法 测量 频率 响应 ， 结 果 几 乎 不 受 噪声 影响 。 
给 出 频 域 模型 ， 随 后 可 用 于 辨识 连续 时 间 模 型 。 
估计 参数 通常 具有 直观 的 物理 意义 。 
-由 于 先 要 计算 频率 响应 ， 所 以 计算 量 大 。 
-频率 响应 估计 可 能 需要 较 长 的 测量 时 间 ， 取 决 于 所 用 的 频率 响应 辨识 方法 。 
0 与 辨识 频率 响应 的 方法 具有 同样 的 优 缺点 。 
递 推 参数 估计 方法 
除非 特别 提 到 ， 其 他 性 质 与 非 递 推 方法 相同 。 
递 推 最 小 二 乘法 (RLS) ， 参 见 第 9.4 节 。 
+ ”可靠 的 收敛 性 、 鲁 棒 。 
+ ”对 于 短 辨 识 时 间或 时 变 过 程 ， 辨 识 结果 好 于 其 他 的 一 致 性 辨识 方法 。 
+ ”算法 运行 具有 好 的 数值 计算 特性 ， 任 何 情况 下 都 是 首选 的 一 种 方法 。 
+ ”可 用 于 许多 领域 ,参见 第 24 章 。 
递 推 增 广 最 小 二 乘法 (RELS), 参见 第 10. 2 节 。 
+ ”如 果 特 定 的 噪声 成 形 滤 波 器 D/A 与 实际 噪声 近似 吻合 ， 且 1AD(z”… ) 没 有 不 稳定 的 
极点 ， 则 具有 良好 的 辨识 效果 。 
- 不 能 保证 一 定 收敛 。 
- 与 RLS 相 比 ， 初 始 收敛 速度 较 慢 。 
- D(z” ) 的 参数 估计 收敛 较 慢 。 
+ ”计算 量 相当 小 。 
递 推 辅 助 变量 法 (RIV) ， 参 见 第 10.5 节 。 
+ ”如 果 启 动 时 采用 他 种 方法 ， 比 如 RLS， 则 具有 可 靠 的 收敛 性 。 
+ ”如 果 保 证 能 收敛 ， 则 对 于 较 大 范围 的 噪声 都 可 获得 良好 的 辨识 效果 。 
递 推 极 大 似 然 法 (RML ) ， 参 见 第 11.2 节 。 
e 基本 上 与 RELS 算法 具有 相同 的 性 能 。 
随机 逼近 法 (STA), 参见 第 10.6 节 ; 归 一 化 最 小 均 方法 (NLMS) ， 人 参见 第 10.7 节 。 
- ， 步 长 控制 还 有 待 解决 。 
-收敛 较 慢 。 
+ 易于 实现 。 
+ ”计算 量 比 RLS 算法 小 。 
- 尽管 RLS 具有 较 大 的 计算 量 ， 但 现今 大 多 数 情 况 下 都 采用 RLS 算法 ， 而 不 采用 
STA 算法 。 
扩展 Kalman 滤波 器 法 (EKF) ， 参 见 第 21.4 节 。 
+ ”可 同时 估计 状态 和 参数 。 
+ ”模型 不 一 定 是 关于 参数 线性 的 。 
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— 工作 点 附近 局 部 线性 化 可 能 导致 发 散 。 
-因为 还 必须 估计 状态 ， 所 以 计算 量 较 大 。 
其 他 方法 

特征 参数 估计 法 ， 参 见 第 2. 5 节 。 


+ 简单 且 易 于 执行 ， 可 以 获得 主导 时 间 常 数 、 过 程 行为 特性 等 一 些 重要 的 信息 。 





- ”精确 度 不 高 。 
基于 非 周期 信号 的 频率 响应 测量 方法 ， 人 参见 第 4 章 。 
+ ”可 用 快速 算法 计算 傅 里 叶 变换 。 
+ 方法 易于 理解 
+ 不 需要 模型 结构 假设 。 
+ 给 出 频 域 模型 ， 且 易于 转换 成 连续 时 间 模 型 。 

没有 采用 多 组 测量 数据 的 平均 ， 方 法 不 是 一 致 的 。 
基于 周期 信号 的 频率 响应 测量 方法 ( 正 交 相 关 分 析 法 ) ， 参 见 第 5 5 2 节 。 
+ 对 合理 的 噪声 具有 极 强 的 抑制 能 
易于 理解 。 
不 需要 模型 结构 假设 。 
如 果 用 于 线性 过 程 ， 什 么 时 候 进 行 实验 是 不 重要 的 。 
给 出 频 域 模型 ， 日 易于 转换 成 连续 时 间 模 型 。 
- ”需要 较 长 的 测量 时 间 。 
去 卷 积 法 ， 人 参见 第 7.2.1 节 。 
+ 不 需要 模型 结构 假设 。 
+ ”易于 理解 。 
+ ”对 于 白 噪声 输入 ， 运 算 简 单 。 
-脉冲 响应 比 频率 响应 提供 的 信息 量 小 。 
迭代 优化 方法 ， 参 见 第 19 章 。 
A 
i: 
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可 使 用 多 种 代价 函数 ， 比 如 可 采用 那些 对 异常 值 反应 不 太 强 烈 的 代价 
模型 不 一 定 是 关于 参数 线性 的 。 
易于 包含 多 种 约束 (比如 参数 的 范围 、 辨 识 模 型 的 稳定 性 等 ) 。 
可 靠 、 便 利 且 实用 的 算法 。 

- 计算 量 较 大 。 

-不 一 定 保证 收敛 〈 可 能 出 现 局 部 最 小 值 ) 。 

- “只 有 获得 全 局 最 小 时 ， 估 计量 的 性 能 (如 有 效 性 ) 才 有 可 能 达到 。 

子 空间 法 ， 人 参见 第 16 章 。 

+ 可 以 半自动 确定 模型 阶 次 。 

+ ”模型 描述 形式 适合 于 MIMO 系统 。 

+ ”实用 的 可 靠 方法 。 

- ”计算 量 较 大 。 

- ”状态 变量 通常 没有 物理 意义 。 

神经 网 络 法 (NN), 参见 第 20 章 。 











RT, 
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+ ”模型 近似 、 通 用 。 
模型 不 一 定 是 关于 参数 线性 的 。 

+ ”有 许多 可 用 的 实现 工具 ( 如 软件 工具 箱 )。 

-多数 网 络 的 物理 意义 是 有 限 的 ， 甚 至 没有 。 

- ”计算 量 较 大 。 

- ”网络 参数 的 选择 并 不 直观 。 

上 面 汇 集 了 辨识 方法 最 重要 的 优 缺 点 ， 它 表明 不 存在 唯一 “最 佳 ”的 一 种 辨识 方法 。 相 
反 地 ， 应 该 在 若干 种 可 能 的 方法 中 ， 选 择 最 适合 于 实验 条 件 ， 也 最 适合 于 后 期 应 用 的 方法 。 
所 以 ， 下 一 章 将 讨论 一 些 应 用 实例 ， 以 说明 应 如 何 组 合 不 同 的 辨识 方法 ， 才 能 获得 成 功 。 

















23.5 具有 积分 作用 过 程 的 参数 估计 


具有 积分 作用 的 线性 过 程 ， 其 传递 函数 可 写成 
y@) BED _ Ba!) 





Gp(z) = = = 23.5.1 
eO = O AG) Te aD en 
式 中 
AG Nata eee, ae D (23.5.2) 
BB al 5 Az ) 的 系数 有 关 ， 具 有 如 下 关系 : 
a, =a,-1 
a2 =a,—a} 
(23. 5.3) 
am-1 = Am — dm-2 
dm = 一 00 1 


这 种 过 程 有 一 个 单 极点 z=1， 而 且 还 是 稳定 的 (临界 稳定 )。 因 为 输入 和 输出 之 间 关 系 明 
Wi, 一 般 情况 下 采用 的 参数 估计 方法 与 比例 作用 的 过 程 相同 。 但 是 ， 具 有 积分 作用 过 程 具有 
独特 性 ， 需 要 采用 不 同 的 参数 估计 方法 ， 参 见 图 23. 4。 


A(z') Ea | 
B(z") 
A(z’) 
: AZ) 
e) 
图 23.4 对 具有 积分 作用 过 程 的 辨识 ， 所 用 不 同 框架 


a) 情况 1: 类似 于 比例 作用 系统 b) 情况 2: 输出 信号 差分 c) 情况 3: 输入 信号 求 和 
d) 情况 4: 测试 信号 差分 e) 情况 5: 采用 比例 控制 器 的 闭环 系统 
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类 似 于 比例 作用 系统 的 辨识 
最 简单 的 方法 是 不 考虑 积分 极点 ， 基 于 模型 式 (23. 5. 1)， 直 接 利用 wu(k) 和 y(%) 测 量 
数据 ,估计 Az ) 和 B(z” ) 参 数 。 这 种 情况 记 作 图 23.4“ 情 况 1”。 
积分 作用 的 先 验 知识 
如 果 极 点 z=1 是 已 知 的 ， 那么 可 以 在 用 于 参数 估计 的 信号 中 考虑 这 个 极点 ， 也 就 是 要 
么 基于 (图 23.4“ 情 况 2”) 
vU- Aye) _ BE) 
u(z) u(z) AKT!) 
BASF (23.4 “EM 3”) 























(23.5.4) 


yl)  _ les _ BED 
u(z)/(1—z 1) uz) A(z) 
对 模型 式 (23.5.1) 中 的 4(z") 和 B(z”') 参 数 进行 辨识 。 在 “情况 2” 中， 可 用 信号 为 输 


A ulk) 和 输出 的 一 阶 差 分 Ay(k) 。 相 反 地 ， 在 “情况 3” 中， 可 用 信号 为 积分 输入 u, (k) All 





(23. 5.5) 


输出 y() 。 
测试 信号 的 调整 





如 果 使 用 标准 的 PRBS 信号 ， 必 须 先 减 去 适当 的 校正 项 ， 以 去 除 信 号 的 均值 。 为 了 充分 
激励 过 程 的 高 频 成 分 ，PRBS 信和 号 的 时 钟 时 间 应 选择 得 尽 可 能 小 。 当 时 钟 时 间 取 最 小 值 时 ， 
BA =1， 对 低频 和 高 频 成 分 的 激励 强度 相同 。 这 会 导致 积分 作用 过 程 的 输出 发 生 较 大 幅度 
的 变化 ， 在 实际 中 这 是 不 允许 的 。 为 了 增强 对 高 频 成 分 的 激励 ， 同 时 减弱 对 低频 成 分 的 激 
励 ， 可 使 用 PRBS 信号 〈 即 测试 信号 u) 的 一 阶 差 分 (图 23.4“ 情 况 4” ) 

u(z) = (L—z")urs(z) = Aurs(z) (23.5.6) 











闭环 

在 实际 应 用 中 ， 在 测量 期 间 通常 难以 避免 积分 作用 过 程 会 出 现 漂移 。 为 了 克服 这 种 漂 
移 ， 在 实验 期 间 可 以 让 过 程 处 于 闭环 控制 状态 ， 并 根据 测试 信号 调整 设 定点 (图 23.4“ 情 
55”), 

结论 

针对 有 噪声 和 无 噪声 两 种 情况 ,文献 (Jordan ，1986 ) ih y 
利用 阶 次 分 别 为 m=2 Alm =3 的 仿真 过 程 ， 对 比 研究 了 图 二 ee á 
23.4 所 示 的 不 同情 况 ， 采 用 递 推 增 广 最 小 二 乘法 (REIS) 
作为 过 程 参数 的 估计 方法 。 通 过 调整 测试 信号 (图 23.4 
“情况 4" ) ， 并 考虑 输入 或 输出 中 的 积分 作用 〈 图 23.4“ 情 wm 

















况 2” 和 “情况 3”) ， 就 可 获得 最 好 的 收敛 效果 。“ 情 况 1” 图 23.5 输入 和 输出 均 
和 “情况 5” 收敛 最 慢 。 文 献 (Box et al, 2008) 中 也 提出 扰动 的 过 程 














了 一 种 辨识 积分 作用 过 程 的 方法 。 


23.6 系统 输入 扰动 


对 参数 估计 方法 来 说 ， 大 多 数 情况 下 都 假设 输入 信号 准确 已 知 ， 现 在 考虑 输入 信号 受到 
干扰 的 情况 。 输 入 信和 号 可 能 被 测量 噪声 污染 ， 写 成 





439 


um(k) = u(k) + &(k) (23. 6.1) 
输出 信号 也 受到 干扰 ， 写 成 


y(k) = yu(k) + n(k) (23. 6.2) 
这 种 情况 见 图 23.5。 待 辨识 的 过 程 描述 为 
_ Bz") 
YulZ) = Aga" (23. 6.3) 





LEAN ECh) 和 nk) EFH, TARA, 59h, ERT SEMA uch) WAAR, 万 
其 要 求 过 程 没有 外 部 反馈 。 利 用 式 (23.6.1) 和 式 (23. 6.2) ， 将 相关 函数 的 计算 写成 

Rumun (1T) = E{um(k)um(k + 1)} = Efulk)uck +1) +ECk)Ek+rT)} (23.6.4) 
WER E(k) HAMS, WA 








Rumun (T) = Ruu(r) T #0 (23. 6.5) 
此 外 
Rayy(t) = E{um(k 一 t)y(k)} = E{u(k 一 t)yu(k)} = Ruy, (23. 6.6) 
WOR Hy Nl ATZE ARTE EC k) 扰动 ， 就 可 确定 + AO 时 的 输入 信号 自 相关 函数 
(ACF), MHE RZ (CCF) 的 计算 方法 与 过 程 输入 侧 没有 受到 扰动 时 的 计算 方法 相 
同 。 如 果 R,,(0) 可 以 去 除 的 话 ， 就 可 以 采用 COR - LS 方法 ， 而 这 会 大 大 限制 方程 数量 。 另 
外 ,输入 信号 可 能 不 是 白 噪声 ， 这 样 就 不 能 保证 T 关 0 时 R,,(7) =0。 文献 (Söderström et 
al, 2009) 建议 将 噪声 方差 of 当 作 辨识 的 一 部 分 ， 通 过 估计 这 个 噪声 方差 ， 再 计算 出 w (大 ) 
中 的 白 噪 声 对 R,,(0) 的 贡献 。 因 为 噪声 方差 of 可 作为 R,,(0) 的 钱 加 成 分 ， 所 以 该 项 可 作为 
附加 参数 引入 到 问题 描述 中 。 
文献 (Söderström et al, 2002; Söderström, 2007) 就 输入 含有 噪声 的 参数 估计 问题 对 不 
同方 法 给 出 了 综述 ， 这 个 问题 也 归 作 变量 带 误差 (EIV) 的 辨识 问题 。 人 研究 表明 ， 由 于 真实 
参数 不 能 使 代价 函数 取得 最 小 值 ， 因 此 所 有 基于 一 步 预 报 的 汰 识 方法 都 不 能 给 出 无 偏 估 计 ， 
而 只 能 是 有 偏 估计 。 在 假设 2() 是 白 噪声 的 情况 下 ， 可 以 利用 谱 分 析 法 或 联合 输入 输出 法 ， 
以 获得 无 偏 估计 。 后 面 这 种 方法 假设 输入 信号 uw(%) 是 利用 滤波 器 从 统计 独立 信号 wlk) 产生 
AY, 再 将 wu(k) 和 y(k) 看 作 状 态 空间 模型 的 输出 信和 号， 并 利用 数值 优化 方法 使 其 代价 函数 最 
小 化 ,文献 (Agüero and Goodwin, 2008) 讨论 了 它 的 可 辨识 性 。 
解决 变量 带 误差 辨识 问题 的 男 外 一 种 方法 是 基于 Frisch 方法 ， 参 见 文 献 ( Hong et al, 
2008). SCH (Thil, 2008) 比较 了 两 种 辅助 变量 法 ， 其 中 有 只 选 输入 作为 辅助 变量 的 ， 也 
有 选 输入 和 输出 作为 辅助 变量 的 ， 参 见 第 10.5 节 。 



































23.7 消除 特殊 的 扰动 


在 系统 辨识 中 ， 一 般 只 对 受 测试 信号 激励 的 输出 信号 的 特定 频率 范围 感 兴趣 ， 之 后 所 用 
的 辨识 方法 主要 能 消除 特定 频带 内 随 着 时 间 变 化 的 扰动 ， 较 高 频 的 扰动 或 较 低频 的 扰动 需要 
用 特殊 的 方法 消除 。 下 面 将 讨论 这 个 问题 ， 随 后 还 将 讨论 异常 值 的 消除 方法 。 

23.7.1 漂移 和 高 频 噪声 


高 频 扰动 最 好 在 采样 之 前 利用 模拟 滤波 器 消除 ， 这 也 是 抗 混 闭 现象 需要 人 研究 的 重要 问 
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题 ， 参 见 第 3. 1. 2 节 ， 本 节 也 会 提 及 抗 混 受 滤波 器 。 

需要 特别 关注 的 是 低频 扰动 ， 它 通常 表现 为 自身 漂移 。 人 研究 已 表明 ， 这 些 低 频 扰动 会 对 
辨识 造成 严重 影响 ， 参 见 第 1. 2 节 和 第 5. 5. 2 节 。 低 频 扰 动 可 用 如 下 模型 描述 。 

1. 4 阶 非 线 性 漂移 








d(k) = ho + hik + hak? +... + hgk! (23.7.1) 
2. ARIMA 过 程 
u F) 
IT EE De 
式 中 ,wv(z) 为 平稳 不 相关 信号 。 
3. 低频 周期 信号 


v(z), p=1,2 (23. 7.2) 


I 
d(k) = 》 By sin(@,Tok + ay) (23.7.3) 


v=0 
利用 如 下 方法 可 从 输出 信号 yC) 中 消除 这 些 低频 扰动 
4 阶 非 线性 漂移 
FI) FE HBS Bh, hy, oh, HATH 
Fk) = y(k) — d(k) (23.7.4) 
这 种 方法 主要 用 于 离线 辨识 和 较 长 的 测量 时 间 。 
ARIMA 过 程 
利用 如 下 滤波 器 消除 非 平稳 部 分 
F(z) = (1—z 1)?y(z) (23.7.5) 
也 就 是 对 信号 y(k) 求 p 次 微分 (Young et al，1971) 。 然 而 ， 这 种 方法 同时 放大 了 高 频 噪声 ， 
因此 此 方法 只 能 用 于 噪声 n(k) 比 有 用 信号 y, CK) NEED, 
低频 周期 信号 
对 低频 周期 部 分 的 辨识 可 以 利用 傅 里 叶 分 析 方法 。 如 果 扰 动 各 自 成 分 的 频率 o, RA, 


则 可 利用 计算 幅 值 谱 的 方法 来 确定 。 因 此 ， 语 Me, 是 能 估计 的 ， 然 后 计算 
Fk) = y(k) — â (k) (23. 7.6) 

也 可 以 假设 低频 周期 信号 为 逐 段 二 阶 漂移 ， 再 确定 其 时 变 参数 。 

高 通 滤波 

目前 介绍 的 所 有 方法 都 有 一 个 最 大 的 共同 缺点 ， 它 们 只 适合 于 特定 的 扰动 ， 并 且 扰 动 的 
阶 次 g、p 或 ! 必须 先 验 已 知 或 者 需要 用 较 大 的 工作 量 才能 估计 得 到 。 如 果 使 用 高 通 滤波 器 ， 
就 会 容易 得 多 ， 因 为 它 阻隔 低频 信和 号 成 分 ， 让 较 高 频 的 信号 成 分 通过 。 为 此 ， 可 采用 具有 如 
下 传递 函数 的 一 阶 高 通 滤波 器 






































Ts 
Gup(s) = TITs (23. Ts 7) 
AB AY ES EBLE VE FERN (BSL CHK (Isermann and Freyermuth, 1991) ) 
> a 
Gm(2) = II = I (23.7.8) 


y(z) 1 +ayz7! 
式 中 
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Ber (23.7.9) 
为 了 避免 估计 结果 失真 ， 输 入 也 采用 相同 的 滤波 器 。 
滤波 器 时 间 常 数 的 选择 必须 确保 不 会 滤 除 有 用 信和 号 的 低频 部 分 ， 因 此 了 的 选择 依赖 于 
低频 扰动 的 频谱 和 输入 信号 。 若 采用 时 钟 时 间 为 和 、 周 期 为 Y、 最 低频 率 为 wo =20/NA 的 
PRBS 信和 号 作为 输入 信号 ， 并 且 只 对 w > wu 的 动态 过 程 感 兴趣 ， 那 么 滤波 器 的 转折 频率 应 该 
选择 为 wm <w。， 即 











7 > 一 一 (23.7. 10) 
文献 (Pintelon and Schoukens, 2001) 建议 在 使 用 频 域 辨识 方法 时 可 以 不 考虑 输入 和 输 
出 中 的 低频 成 分 。 这 是 可 替代 高 通 滤波 的 一 种 方法 ， 因 为 较 高 频率 成 分 的 幅 值 和 相位 不 会 


变化 。 





23.7.2 异常 值 


下 面 将 介绍 消除 异常 值 的 作 图 法 和 分 析 法 。 作 图 法 的 最 大 优点 是 使 用 直观 ， 无 需 调整 参 
数 ， 而 且 使 用 者 能 完全 控制 哪些 数据 是 要 捆 除 的 。 作 图 法 的 主要 缺点 是 不 容易 自动 执行 ， 因 
此 难以 用 于 大 数据 集 ， 即 长 测量 时 间 信 号 和 /或 大 数量 信和 号。 

异常 值 的 消除 对 于 使 用 误差 平方 的 最 小 二 乘法 非常 重要 ， 这 种 情况 下 异常 值 的 扰动 特别 
突出 ， 因 为 误差 取 平方 使 得 大 的 误差 会 对 代价 函数 产生 重大 的 影响 。 采 用 为 一 种 代价 函数 
(参见 第 19. 1 节 ) 可 有 助 于 减 小 异常 值 的 影响 。 需 要 特别 注意 ， 只 是 要 去 除 异常 值 ， 不 能 
把 相关 数据 也 从 训练 数据 中 去 除 。 如 果 模 型 与 过 程 动态 特性 不 匹配 ， 这 种 情况 很 容易 发 生 。 

男 外 ， 许 多 用 于 估计 动态 模型 的 辨识 方法 要 求 使 用 等 采样 间隔 的 数据 ， 这 种 情况 下 不 能 
只 简单 地 除 掉 异 常 值 ， 还 需要 找到 合适 的 蔡 代 数据 。 文 献 (Kotter et al, 2007) 对 异常 值 的 
检测 方法 给 出 了 综述 。 

x-t E 

x 一 t 图 是 用 于 检测 异常 值 的 最 简单 方法 之 一 。 它 将 测量 值 绘制 成 随时 间 变 化 的 曲线 ， 
如 果 测 量 值 出 现 重 复 ， 就 可 以 认为 存在 漂移 效应 (参见 第 23.7.1 节 ) 或 存在 某 种 趋势 和 交 
叉 效 应 ， 比 如 温度 测量 值 。 因 为 分 段 的 阶 路 激励 也 可 能 引起 测量 变量 的 突变 ， 因 此 只 应 去 除 
特别 高 或 特别 低 的 数据 点 。 

测量 - 预测 图 
测量 -预测 图 就 是 在 x 轴 绘 制 测量 变量 ， 在 y 轴 绘 制 预测 变量 〈 即 模型 输出 ) 。 如 果 测 
量 值 与 预测 值 完 全 吻合 ， 所 有 的 数据 点 都 应 位 于 横 坐 标 和 纵 坐 标 之 间 的 等 分 线 上 。 然 而 ， 这 
种 方法 对 未 建 模 动态 非常 敏感 ， 在 瞬 态 响应 期 间 ， 可 能 会 导致 与 等 分 线 的 严重 偏离 。 

杠杆 作用 

杠杆 作用 是 本 节 介 绍 的 第 一 种 分 析 方 法 。 测 量 值 的 杠杆 作用 h, 写成 

hi=hi, H=W(W'w) wv (23.7.11) 
和 矩阵 H PRWEB RE, RA ROC: 
















































































= 


























$= Hy (23. 7. 12) 
其 误差 为 
e=y-y=(U-A)y (23.7. 13) 
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h, 代表 测量 值 对 模型 的 潜在 影响 ， 其 最 大 值 或 最 小 值 元 素 对 参数 估计 会 产生 较 大 的 影响 。 
虽然 有 时 建议 利用 杠杆 作用 去 除 测量 数据 中 的 异常 值 ， 但 是 这 种 方法 似乎 还 存在 许多 疑问 。 
作为 杠杆 作用 ， 它 只 表明 某 个 数据 点 与 参数 估计 的 关联 性 ， 并 没有 说 明 该 数据 点 与 辨识 模型 
匹配 得 好 或 不 好 ， 因 为 杠杆 作用 根本 没有 考虑 输出 yo 

学 生化 残 差 

学 生化 残 差 的 思想 是 利用 数据 集 的 标准 差 估 计 对 误差 进行 规范 化 。 进 一 步 说 ， 可 利用 杜 
杆 作 用 来 规范 误差 ， 因 为 具有 较 大 杠杆 作用 的 数据 点 对 参数 估计 影响 较 大 ， 从 而 会 朝 各 自 相 
应 的 方向 “拉动 ”模型 输出 。 学 生化 残 差 写作 








e. = 
eae (23.7. 14) 
其 方差 估计 为 
N 
A 2 
raa (23.7.15) 








式 中 ,NN 是 数据 点 数 ，m 是 模型 参数 个 数 。 去 除数 据点 的 浆 值 通常 在 区 间 [2,3 ] 内 选择 
(Kötter et al, 2007; Jann, 2006) 。 

SE AY Sill BR 

学 生化 剔除 残 差 与 学 生化 残 差 稍 有 不 同 ， 唯 一 的 区 别 在 于 估计 方差 时 ， 待 分析 的 元 素 不 
再 用 来 计算 ro， 即 





、 1 ad 
ô-i Ten: (23.7. 16) 
kzxi 
为 此 ， 学 生化 剔除 残 差 可 写成 
nm _ ei 
se > (23. 7.17) 
下 标 “ -i” 表 示 第 i TRAIN FS HEN TR, FEAR AN BES ER EE 


化 残 差 相同 。 

COOK’s D 5 DFFITS 

用 于 异常 值 检测 的 其 他 统计 方法 还 有 COOK’ s D 法 和 DFFITS 法 。 它 们 的 本 质 思想 是 ， 
如 果 同 时 出 现 较 大 的 杠杆 作用 值 和 较 大 的 残 差 ， 就 可 能 有 异常 值 出 现 。 这 两 个 检测 统计 量 按 
下 式 计算 











e? hi 
D; = 二 23.7.1 
u ey (23.7.18) 
和 
n" hi 
DFFITS; = e’ (23.7.19) 
1-h 
COOK’ s D HREN 4/N (Jann, 2006), DFFITS 法 的 阔 值 建议 取 2 /p/N (Myers, 
1990) 。 


DFBETAS 
最 后 介绍 的 是 DFBETAS 法 ， 其 思想 是 ， 遗 漏 一 个 观测 值 ， 计 算 佑 计 参 数 的 差异 ， 即 按 
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下 式 计 算 DFBETAS 值 
9 — 01,-i 
DFBETAS}: = 3 — = 
式 中 ,wj 是 矩阵 ( WW) ACR, 0, 是 利用 包含 第 i 个 测量 值 的 一 次 完成 估计 ，0, ,是 
没有 利用 第 i 个 测量 值 的 一 次 完成 估计 。 所 以 ,需要 针对 每 个 数据 点 和 每 个 估计 参数 计算 
DFBETAS 指标 ， 共 有 N x i 个 数值 。 因 为 每 次 计算 这 些 量 都 需要 执行 一 次 完整 的 参数 估计 ， 
所 以 DFBETAS 法 的 计算 相当 费时 。 文献 (Myers, 1990) 将 拒绝 存在 扰动 的 阅 值 取 为 


UN. 


(23.7.20) 





23.8 验证 





完成 过 程 辨识 和 参数 佑 计 之 后 ,需要 检验 所 获得 的 模型 是 否 与 过 程 特性 相 吻 合 。 这 种 检 
验 取 决 于 辨识 方法 和 评价 形式 〈 非 递 推 、 递 推 ) 。 在 所 有 情况 下 ， 需 要 检验 : 

e 辨识 方法 的 先 验 假设 。 

e 辨识 模型 的 输入 /输出 特性 与 所 测 的 系统 输入 /输出 特性 的 吻合 程度 。 先 验 假设 的 检验 

可 按 下 列 方法 进行 。 

非 参数 辨识 方法 

o 线性 : 比较 利用 测试 信号 不 同 幅 值 所 获得 的 辨识 模型 ， 比 较 两 个 方向 上 不 同 阶 跃 幅度 

作用 下 的 阶 跃 响应 。 

e 时 不 变性 : 比较 利用 不 同 记 录 测 量 数据 段 所 得 的 辨识 模型 。 

e 扰动 : 噪声 与 测试 信号 是 否 统计 独立 ?” 是 否 是 平稳 的 ? R,(7) =0? Ein(k)} =0? 

e 不 容许 扰动 : 是 否 存在 不 容许 扰动 ? 是 否 存 在 异常 值 ? 均值 是 否 变化 ”是否 存 在 漂 

移 ? 对 记录 信号 进行 检验 。 

e 输入 信号 : 它 能 在 无 测量 误差 或 无 噪声 的 状态 下 测量 吗 ? 它 能 持续 激励 过 程 吗 ? 

e 稳 态 值 : 稳 态 值 准确 已 知 吗 ? 

大 多 数 方法 都 假设 系统 是 线性 的 。 一 种 简单 测试 线性 的 方法 是 ， 输 入 乘 以 因子 w， 检 验 
系统 是 否 也 能 按 比例 输出 (Pintelon and Schoukens, 2001)? 

参数 辨识 方法 

除了 上 述 陈 述 的 问题 外 ， 还 应 该 对 各 自 的 参数 估计 方法 ,检验 其 他 所 有 的 先 验 假设 。 针 
对 不 同 的 参数 估计 方法 ， 这 些 检验 可 能 包括 : 

e 误差 信号 : 统计 独立 吗 ? 当 |7 | 头 0 时 ，R,(7) =0 吗 ? 与 输入 信和 号 统计 独立 吗 ? 是 

T R,,(7) =0? Eju(k) } =0? 

e 参数 误差 的 协 方差 阵 : 随 着 测量 时 间 的 增加 ， 参 数 估计 误差 的 方差 逐渐 减 小 吗 ? 参数 

估计 误差 的 方差 足够 小 吗 ? 

对 模型 的 进一步 评价 可 基于 输入 /输出 特性 的 比较 ， 如 利用 x — 2 图 ， 将 模型 的 特性 与 测量 
值 进 行 比较 。 另 外 ， 第 23.7. 2 节 介 绍 的 测量 - 预测 图 也 可 用 于 模型 验证 。 文献 (Box et al, 
2008) 还 强调 肉眼 检查 的 重要 性 。 

D 在 下 述 输入 信号 作用 下 ， 比 较 被 测 的 输出 y (Ae) 和 模型 输出 y() : 
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。 与 辨识 所 用 的 输入 信号 u( k) 相同 。 
o 其 他 输入 信号 ， 如 阶 跃 或 脉冲 。 
Q 比较 测量 信号 的 互相 关 函 数 R, (7) 和 根据 模型 确定 的 互相 关 函 数 。 
对 具有 好 的 信 噪 比 过 程 ， 可 以 直接 比较 输出 信号 。 在 其 他 情况 下 ， 需 要 借助 于 相关 函 
数 。 因 为 误差 Ay(k) 可 写成 
Bez) B(z7) 


ay(ky = vik) = 500 = (EER 3 Jul) + mth (23.8.1) 
Ae) ÂG 

所 以 看 到 ， 当 nk) 较 大 时 ， 该 误差 取决 于 该 噪声 ， 不 取决 于 模型 误差 。 如 果 噪声 模型 也 辩 
识 得 到 ， 那 么 可 以 采用 


zii B(z-1 A (2-1 
Ay(k) = (= Ju | (m ja (23. 8.2) 


Hr, SEP RTE Ck - 1) 可 计算 一 步 预报 值 。 对 于 不 同 模型 的 比较 ， 一 种 较为 适宜 的 准 
则 为 




















1 N 
三 TAr (23.8.3) 
k= 











1 
其 他 的 检验 方法 还 包括 误差 分 析 。 这 种 误差 必须 是 零 均 值 、 高 斯 分 布 的 白 噪 声 序 列 。 对 
于 这 种 检验 ， 误 差 序列 的 均值 记 为 








网 
é=— Y ek) (23.8.4) 
N k=0 
方差 记 为 
oa A 
6? = er an — ê)? (23.8.5) 
偏 斜 度 定义 为 标准 化 三 阶 中 心 距 
N= as 
-4È 2 2, (23.8.6) 
=0 
峰 度 系 数 定义 为 标准 化 四 阶 中 心 距 
N= GUI 
7 (23. 8.7) 











由 于 高 斯 分 布 具 有 对 称 性 ， 偏 斜 度 总 是 为 零 的 ， ERREF. 因此 ， 可 以 利用 这 些 量 来 
检验 高 斯 分 布 。 统 计 独 立 性 可 以 利用 计算 自 相关 函数 来 检验 ， 对 统计 独立 信号 的 采样 数据 应 














Ree(t) TO0,T#0 (23. 8.8) 

还 可 以 利用 图 形 检 验 的 方法 ， 将 输出 概率 密度 防 数 积分 ， 生 成 累积 分 布 函 数 ， 然 后 显示 

成 图 形 ， 然 后 再 对 y 坐标 进行 适当 的 比例 缩放 ， 生 成 等 分 线 。 这 种 具有 合适 比例 缩放 的 图 称 
作 规 范 概率 图 。 

另外 ， 模 型 验证 应 该 使 用 其 他 的 数据 ， 不 能 使 用 系统 辨识 用 过 的 数据 。 这 称 作 交互 验 

证 ， 交 互 验证 可 以 克服 过 拟 合 问题 。 数 据 集 可 以 拆 分 使 用 ， 如 2/73 数据 用 于 辨识 ，173 数据 
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用 于 检验 (Ljung，1999)。 正 如 第 20 草 所 论述 的 ， 模 型 误差 可 拆 分 成 有 偏差 误差 和 方差 误 
差 。 文献 (Ljung and Lei, 1997) 指出 ,通常 许多 通过 验证 的 模型 存在 方差 误差 占 主 导 的 情 
况 ， 也 是 因为 模型 自由 度 太 多 ， 致 使 这 些 模型 更 多 地 适应 噪声 。 





23.9 过程 辨识 所 用 的 特殊 设备 


KA 1970 年 及 以 后 出 现 的 过 程 计算 机 ， 以 及 1975 年 前 后 开始 兴起 的 微型 计算 机 都 可 以 
用 于 动态 系统 辨识 。 现 今 ， 通常 都 使 用 带 有 合适 程序 软件 包 的 计算 机 ， 下 一 节 将 讨论 这 些 问 
题 。 由 于 软件 包 的 原因 ， 现 在 用 于 参数 估计 的 特殊 设备 使 用 率 并 不 高 。 在 不 追求 完整 的 前 提 
下 ， 下 面 简要 介绍 一 些 特殊 的 硬件 设备 和 利用 数字 计算 机 进行 辨识 所 用 的 软件 包 。 


23.9.1 硬件 设备 


本 节 简 要 提 及 硬件 设备 的 发 展 历史 。 在 研发 正 交 相关 分 析 技 术 之 后 ， 大 约 在 1955 年 期 
间 ， 使 用 该 技术 进行 频率 响应 辨识 的 特殊 设备 开始 进入 市 场 。 直 到 目前 ， 这 种 设备 依然 还 在 
使 用 。 

相关 分 析 法 的 发 展 促进 了 相关 仪器 的 研发 ， 可 用 的 相关 仪器 有 机 械 式 的 、 光 电 式 的 或 磁 
式 的， 其 中 有 一 种 相关 仪器 所 使 用 的 磁带 ， 其 记录 磁头 和 读数 磁头 的 间距 是 可 变 的 。 这 种 仪 
器 完全 采用 模拟 技术 制造 ， 并 且 能 在 * -y 绘图 仪 上 输出 相关 函数 和 功率 谱 密度 。 

基于 数字 傅 里 叶 变 换 的 设备 最 具 影 响 力 ， 一 般 都 使 用 快速 傅 里 叶 变 换 。 这 些 设 备 特别 适 
用 于 高 频 测量 ， 并 可 采用 不 同 的 描述 形式 ， 如 相关 函数 、 功 率 谱 密 度 等 。 

市 场 上 可 以 购买 到 用 于 产生 测试 信号 的 特殊 信和 号 发 生 器 。 
23.9.2 利用 数字 计算 机 辨识 

HE, 通常 都 使 用 数字 计算 机 进行 过 程 辨识 。 市 场 上 可 以 购买 到 一 些 提供 辨识 工具 的 软 
件 包 。 这 些 软件 包 一 般 都 包含 数值 计算 工具 箱 ， 如 计算 傅 里 叶 变 换 或 提供 QR 分 解 工具 。 此 
外 ， 还 有 能 提供 完整 过 程 辨识 功能 的 工具 箱 ， 如 系统 辨识 工具 箱 (Ljung, 1999) 或 LOLIM- 
OT 神经 网 络 工具 箱 ( Nelles，2001)。 







































































23. 10 小 结 


本 章 讨论 了 参数 估计 方法 实际 应 用 中 的 一 些 问 题 。 首 先 ， 对 输入 信和 号 的 选择 进行 了 概 
述 ， 虽 然 不 可 能 确定 出 最 优 输 入 信号 ， 但 是 至 少 给 出 了 应 该 如 何 选择 输入 信和 号 的 注意 事项 。 
还 介绍 了 基于 代价 函数 优化 的 一 些 方法 ， 如 信息 矩阵 函数 。 可 是 ， 大 多 数 代价 函数 只 有 在 辩 
识 实验 完成 后 才能 进行 评价 ， 因 此 输入 信号 的 优化 方法 只 能 根据 中 间 的 测量 值 迭 代 进 行 。 

然后 ， 对 采样 速率 的 选择 进行 了 分 析 。 需 要 说 明 的 是 ,采样 速率 的 选择 不 要 求 非常 严 
格 ， 在 较 大 范围 内 选择 不 同 的 采样 速率 ， 通 常 都 能 获得 良好 的 估计 结果 。 如 果 没 有 存储 空间 
的 限制 ， 应 该 选择 尽 可 能 快 的 采样 速率 ， 之 后 只 要 对 所 采 数 据 向 量 每 隔 2 个 或 3 个 等 进行 抽 
样 ， 就 可 以 降低 采样 速率 。 另 外 还 介绍 了 一 种 用 于 判断 采样 时 间 选 择 是 和 否 合适 的 指标 。 

接 下 来 ,介绍 了 模型 阶 次 和 述 延 时 间 的 确定 方法 。 这 些 方法 基于 不 同 的 测试 准则 ， 如 代 
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价 函 数 、 残 差 检验 、 辨 识 模型 零 极 点 相 消 和 信息 抢 阵 秩 检验 等 。 

具有 积分 作用 的 过 程 一 般 可 以 像 通常 的 具有 比例 作用 的 过 程 那样 进行 处 理 。 如 果 积 分 行 
为 的 先 验 知识 可 以 利用 ， 佑 计 效 果 会 得 到 很 大 的 改善 。 例 如 ， 可 以 选择 特别 的 测试 信号 ， 以 
适应 具有 积分 作用 的 过 程 。 一 般 来 说 ， 测 试 信号 必须 具有 零 均 值 ， 以 避免 引起 漂移 。 此 外 ， 
可 以 将 测试 信号 的 导数 引入 过 程 ， 以 增强 对 高 频 动态 特性 的 激励 。 最 后 ， 具 有 积分 作用 的 过 
程 可 以 在 闭环 下 运行 ， 以 消除 过 程 外 部 扰动 等 引起 的 漂移 。 本 章 也 讨论 了 测量 信号 漂移 的 消 
除 方法 ， 并 简短 地 探讨 了 输入 测量 带 有 噪声 的 辨识 问题 。 

另外 ， 还 讨论 比较 了 本 书 介绍 的 所 有 辨识 方法 ， 并 对 它们 的 最 主要 优 缺 点 进行 了 总 结 。 
这 将 有 助 于 选择 合适 的 辨识 方法 ， 以 解决 特定 的 辨识 问题 。 

最 后 ， 讨 论 了 检验 辨识 结果 和 判断 它们 质量 的 一 些 方法 。 在 大 多 数 情况 下 ， 都 是 通过 比 
较 特 定 输入 信和 号 激励 的 过 程 输出 和 模型 输出 。 如 果 噪 声 影 响 太 大 ， 也 可 以 通过 比较 输入 和 输 
出 的 互相 关 函 数 。 然 而 ， 最 好 的 检验 方法 是 将 模型 应 用 到 辨识 任务 中 。 





















































习题 


23.1 输入 信号 

输入 信和 号 的 选择 需要 考虑 哪些 问题 ?怎么 样 的 输入 信号 对 辨识 有 利 ? 

23.2 采样 时 间 

如 果 采 样 时 间 选 择 太 小 ， 会 有 什么 问题 ? 如 果 采 样 时 间 选 择 太 大 ， 又 会 有 什么 问题 ? 
23.3 ”积分 作用 系统 

哪 种 方法 可 用 于 获取 过 程 是 否 具有 积分 作用 的 先 验 知识 

23.4 ”特殊 扰动 

列举 出 应 用 参数 估计 算法 之 前 应 该 限制 的 特殊 扰动 ， 如 何 消除 这 些 扰动 的 影响 ? 
23.5 模型 验证 

如 何 验证 辨识 结果 
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第 24 Mi 
应 用 实例 





本 章 给 出 不 同 领域 的 过 程 辩 识 应 用 实例 。 这 些 实例 涵盖 了 从 电动 和 射流 执行 器 、 机 融 人 
和 机 床 、 内 燃 引 擎 和 汽车 ， 一 直到 热 交 换 顺 等 多 种 多 样 的 过 程 ， 以 用 于 阐述 不 同方 法 的 应 
用 。 然 而 ， 这 里 也 只 给 出 不 同方 法 应 用 的 粗略 概述 。 可 以 看 出 ， 最 好 的 应 用 结果 与 许多 方面 
AR, WIR: 

e 实验 设计 ， 特 别 是 输入 信号 的 选择 和 信号 调理 〈 如 低 通 滤波 ) 。 

o 过 程 的 先 验 知识 ， 用 于 选择 应 用 结果 的 模型 类 。 

e 辨识 得 到 模型 的 应 用 意图 。 

从 实例 中 将 会 清楚 地 看 出 ， 对 于 不 同 的 过 程 ， 需 要 将 辨识 方法 与 滤波 带 进行 不 同 的 组 
合 ， 比 如 有 的 模型 要 在 时 域 中 辨识 ， 有 的 模型 要 在 频 域 中 辨识 。 另 外 ， 既 有 非 线 性 稳 态 模 
型 ， 也 有 线性 动态 模型 ， 还 有 非 线 性 动态 模型 。 特 别 是 关于 最 终 的 应 用 ， 既 可 能 倾向 于 连续 
时 间 模 型 ， 也 可 能 是 离散 时 间 模 型 。 还 将 看 到 ， 所 选 的 模型 结构 和 所 用 的 辨识 方法 一 定 与 过 
程 的 物理 特性 有 关 。 因 此 ， 获 取 先 验 知识 对 过 程 的 物理 (理论 ) 建 模 而 言 ， 总 是 一 个 好 的 
出 发 点 。 

本 童 介绍 的 实例 概览 见 表 24. 1。 对 于 每 个 应 用 实例 ， 所 用 到 的 特殊 符号 都 将 罗列 于 相 
应 的 模型 方程 之 下 。 

















表 24.1 ”本章 实例 概览 


连续 ”离散 物理 神经 



























































过 程 (括号 中 为 小 节 号 ) 时 间 ”时 间 时 域 ” 频 域 线性” JERE MÆ MIMO 模型 网 络 
无 刷 直流 电动 执行 器 (24.1.1) v v v v 
电动 节 流 阀 所 用 的 传统 DC 电动 4 y p 
机 (24.1.2) 
液压 执行 器 (24.1.3) v v v v 
机 床 (24.2.1) v v v V 
工业 机 器 人 (24.2.2) v v v v 
离心 泵 (24.2.3) v v V v 
热 交 换 器 (24.2.4) v J 7 J J CO: .i 
空调 (24.2.5) v v Jf 
干燥 絮 (24.2.6) v Vv v 
引擎 试 验 台 (24.2.7) v v v 
车 辆 参数 估计 (24.3.1) v v v vi v v 
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(2) 


连续 ”离散 物理 神经 





过 程 ( 插 号 中 为 小 节 号 ) 时 域 ” 频 域 线性” 非 线性 ”时 变 MIMO 








时 间 ”时 间 模型 网 络 
制 动 系统 (24.3.2) v v v v v 
汽车 悬挂 (24. 3.3) v v 7 (v) v 
ALE (24.3.4) v 
NAHER (24.3.5) x v NZ Vv v 


24.1 执行 器 


本 章 的 应 用 概述 从 电动 和 射流 执行 器 开始 ， 一 般 情 况 下 在 自动 化 系统 中 ,特别 是 机 电 系 
统 ， 它 们 被 广泛 用 作 执 行 器 。 有 关 的 构造 和 设计 特征 ， 及 各 自 实 现形 式 的 具体 优 缺 点 ， 乃 至 
建 模 和 控制 等 各 个 方面 的 详细 论述 ， 可 参阅 专著 (Isermann, 2005); 在 故障 检测 和 诊断 方 
面 的 应 用 ， 请 参阅 (Isermann, 2010) 及 所 给 的 参考 文献 。 


24.1.1 无 刷 直 流 执行 器 


作为 电动 执行 机 构 的 第 一 个 例子 是 客机 的 座舱 排 气 阅 。 客 机 飞行 在 2000 m 以 上 时 ， 机 
身 内 的 压力 需要 持续 控制 。 从 引擎 出 来 的 新 鲜 引 气 不 断 地 从 机 号 前 面 释放 到 客舱 ， 安 装 在 机 
身 尾 部 的 客舱 排 气 阅 ， 将 客舱 中 的 空气 排放 到 周围 环境 中 。 这 些 阀 门 由 无 刷 直 流 电 动机 
(BLDC) 驱动 ， 如 图 24.1 所 示 (Moseler et al，1999 ) 。 为 了 安全 起 见 ， 驱 动 器 设 有 宛 余 ， 
有 两 个 无 刷 直 流 电动 机 作用 于 共同 的 齿轮 上 ， 男 外 还 有 一 个 传统 直流 电动 机 用 作 和 额外 的 
备份 。 


功率 电子 电路 I = 
包括 微 控制 器 a tele 











无 刷 直流 Seal HETE I 
电动 机 1 —w en 包括 微 控制 器 


(图 中 未 显示 ) 


























弹簧， 用 作 
负载 仿真 器 
无 刷 直流 电动 机 工 





图 24.1 客舱 排 气 阀 的 照片 a) 和 方块 图 b) 
下 面 ， 讨 论 无 刷 电动 机 及 其 驱动 负载 的 动态 建 模 及 随后 进行 的 参数 辨识 。 电 动机 的 技术 
数据 见 表 24. 2。 
表 24.2 BLDC 电动 机 的 技术 数据 








参 数 数 fA 
重量 335 g 
长 度 87 mm 

径 30. 5 mm 
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3 M 数 fi 
供电 电压 28V 
电 枢 电阻 2.30 
空 载 速率 7 400 rpm 
空 载 电流 50 mA 
短路 转 矩 28 mN + m 
短路 电流 1A (限制 ) 





由 于 电动 机 需要 旋转 磁场 ， 以 保持 转子 的 运 


动 ， 传 统 的 直流 电动 机 配置 所 谓 的 换 向 器 (整流 
子 ) ， 它 是 一 个 机 械 装置 ， 用 以 改变 转子 绕组 的 电 Leal 
SEE 











流 馈 和 方向， 而 无 刷 直 流 电动 机 使 用 电路 来 完成 
这 个 任务 。 通 常 ， 转 子 是 由 一 块 永 磁 体 做 成 的 ， 
电流 供给 定子 绕组 ， 以 产生 适当 的 旋转 磁场 。 由 
于 转子 仅 由 永 磁体 构成 ， 所 以 无 需 电气 连接 。 转 
子 的 位 置 利用 霍 尔 传感器 检测 ， 反 馈 给 电子 电路 ， 
以 完成 电子 换 向 ， 见 图 24. 2。 电 子 换 向 的 优点 是 
不 需要 电 刷 ， 也 就 不 会 由 于 磨损 消耗 而 造成 电磁 
干扰 ， 因 此 可 靠 性 很 高 。 位 置 检测 定子 
定子 有 3 个 线圈 ，Y 形 连 接 ， 利 用 脉冲 宽度 waa 元 出 直流 电动 机 示意 图， 利用 
调制 (Pulse Width Modulation, PWM) 3% 25 485K 集成 电路 和 晶体 管 实现 电子 换 向 
动 。 转 子 有 4 个 永 磁 体 ， 转 子 的 磁体 位 置 由 安装 
在 定子 上 的 3 个 霍 尔 传 感 絮 检测 ， 由 它们 来 决定 PWM i ae at 6 个 MOSFET (Metallic Oxide 
Semiconductor Field Effect Transistor ， 金 属 氧化 物 半导体 场 效 应 管 ) 晶体 管 的 切换 序列 。 这 个 
切换 方案 是 由 一 个 单独 的 可 编程 逻辑 阵列 控制 实现 的 。 由 直流 电源 给 PWM 逆 变 需 提 供 固定 
的 电压 VU; ， 通 过 换 向 逻辑 ， 经 过 6 个 晶体 管 接 到 3 个 线圈 ( 相 ) 上 ， 以 产生 方 波 电压 。 
通常 ， 只 有 供电 电压 Us 6 相 全 桥 电路 的 输入 电流 /和 转子 角速度 wx 是 可 测 的 。 然 而 ， 
下 文 讨论 详细 建 模 时 ， 还 需要 用 到 相 电 流 I 和 相 电 压 UV, 的 测量 值 。 由 于 转子 运动 时 无 刷 直 
流 电动 机 将 电流 逐个 相位 地 切换 ， 因 此 相 电 压 和 电流 是 与 转子 方位 有 关 的 有 效 相位 对 (在 






















































































星 形 接 法 中 ) 。 
电动 机 的 特性 可 用 如 下 两 个 微分 方程 描述 : 
UNO) = Ralalt) + LoS a(t) + Wort) (24.1.1) 
VI,() = JS ont + Myoar(t) + Mc sign Wr(t) + MY (24. 1. 2) 


通过 反 电 动 势 0 = Yoon (t) MERE Ma = PIO), KESIR - 机械 子 系统 耦合 在 一 起 。 利 
用 库仑 力 和 粘性 力 ， 按 惯性 对 机 械 负载 进行 建 模 。 此 外 ， 提 供 外 部 负载 的 转 矩 为 Wi 。 电 动 
机 的 驱动 轴 与 袜 避 通过 齿轮 耦合 在 一 起 ， 齿 轮 比 > 与 电动 机 轴 的 位 置 ps MEERE, 有 
KX, A 








由 三 至 (24.1.3) 


v 
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其 中 , v =2500, BR 








的 负载 转 矩 是 关于 pe 的 正 态 分 布 

Mi = cs f (po) (24.1.4) 
在 稳 态 工作 点 附近 ， 这 个 特性 近似 已 知 (EIS, DRITTER). U, 
的 物理 量 就 都 转换 到 “电动 机 ” 侧 ， 参 考 的 负载 转 和 矩 记 作 Wi ， 图 24. 3 是 模型 的 方块 图 。 
这 种 情况 下 所 用 的 符号 如 下 : 


Li 电 枢 电感 
R, 电 枢 电阻 
yp Te KE ES A 
v 齿轮 比 








J 惯性 
Me 库仑 力 系数 
M, 粘性 力 系数 

















图 24.3 无 刷 直 流 电 动机 模型 的 方块 图 














为 了 辨识 ,阀门 全 程 工作 在 实 咽 角度 pg.(1) 的 闭环 位 置 控 制 下 ， 设 定 值 和 相应 的 测量 值 
TL 24.4, 测量 信号 以 100 Hz 的 频率 采样 获得 ， 而 且 经 过 用 FIR 实现 的 低 通 滤波 器 滤波 ， 


a) 


b) 


c) 


d) 


e) 











2 


Tr [A] 


ge [rad/s] 





图 24.4 无 刷 直 流 








t [s] 














动机 的 设 定 值 和 相应 的 测量 值 











a) WREE b) PWM 占 空 比 c) 滤波 后 的 相 电 压 d) 滤波 后 的 相 电流 e) 滤波 后 的 转速 (Vogt, 1998) 
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滤波 器 系数 冯 =24， 拐 角 频 率 .大 =5 Hz， 并 利用 旋转 位 置 测量 值 ， 通 过 微分 滤波 器 生成 旋转 
速度 信号 。 

利用 方程 式 (24.1.1) 和 式 〈24.1.2) ， 就 可 以 构成 参数 估计 问题 。 为 了 进行 参数 佑 
计 ， 需 要 获得 下 面 的 测量 信号 和 计算 信号 : UG), LA), oG) Meot) HAF RL ERK 
时 间 常 数 很 小 ， 利 用 给 定 的 采样 率 无 法 可 靠 地 估计 电感 L, ， 因 此 电路 简化 为 




















Ua(t) = Rala(t) + Vor(t) (24. 1.5) 
对 信和 号 进行 采样 ， 用 于 参数 估计 的 模型 为 
y(k) = w" (k)O (24.1.6) 
其 中 
y(k) = Ua (k) (24. 1.7) 
Y7 (k) = (Ir(k) @r(k)) (24. 1. 8) 
= (3) (24. 1.9) 


利用 最 小 二 乘法 ， 可 以 得 到 参数 估计 值 R Me, 
另外 ， 磁 - 机 械 子 系统 也 需要 简化 ， 简 化 后 的 模型 为 


WIa(t) = J oxi) + Mc sign wr + cr¢c(t) (24. 1.10) 
其 中 ， 有 几 个 参数 假设 已 知 ， 包 括 转动 惯量 和 负载 特性 ， 为 此 得 到 的 模型 为 
Uat) = Rala(t) + LERO + Wag(t) (24. 1.11) 
式 中 
y(k) = Walk) — espalk) — Jor (k) (24. 1. 12) 
VT (k) = (signor(k)) (24. 1.13) 
0 = (Mc) (24.1.14) 


利用 最 小 二 乘法 ， 可 以 估计 出 库仑 力 系数 ML 。 这 样 ， 总 共 估计 了 3 个 参数 R, ÖM Meo 
在 本 例 中 ， 使 用 了 多 种 参数 估计 方法 ， 如 RLS ( 北 推 最 小 二 乘 ) DSF (离散 平方 根 滤 
W) 和 FDSFI (快速 DSFI) 、NLMS ( 归 一 化 最 小 均 方 )， 并 就 浮 点 实现 和 整数 实现 的 计算 量 
和 估计 性 能 进行 了 比较 。 对 16 位 的 信号 处 理 器 ， 浮 点 实现 是 标准 的 ， 在 这 种 情况 下 可 以 采 
FA RLS, DSFI 5% FDFSI 算法。 但 是 ， 如 果 必 须 使 用 可 靠 ， 且 公认 低 成 本 的 微 控 制 器 ， 比 如 
16 位 的 西门 子 C167， 就 必须 采用 整数 实现 ,那么 只 有 NLMS 算法 是 可 行 的 ( Moseler， 
2001) 。 
算法 中 的 遗忘 因子 选 为 =0. 999。 不 是 所 有 的 测量 值 都 能 用 来 进行 参数 估计 ， 因 为 
模型 在 某 些 工作 区 域内 测量 值 不 是 很 精确 。 估 计算 法 只 用 了 0.05<PWM<0.95, H o> 
10 rad/s 区 间 里 的 测量 数据 ， 这 也 确保 了 估计 算式 不 会 出 现 除 以 零 的 情况 。 由 于 用 FIR IE 
波 器 来 消除 噪声 ， 所 以 当 没 有 参数 要 佑 计时 ， 滤 波 器 可 以 关 掉 。 用 于 参数 估计 的 测量 值 ， 
要 丢掉 前 m 个 样本 数据 。 在 第 m+1 个 时 间 点 之 后 ， 滤 波 器 的 过 渡 过 程 已 经 结束 ， 滤 波 器 
的 输出 可 以 放心 地 用 于 参数 估计 。 参 数 佑 计 的 结果 见 图 24.5, 前 3s 的 测量 值 也 被 丢掉 ， 
以 免 估 计 结 果 受 过 渡 过 程 的 影响 。 在 上 =5s 时 开始 输出 参数 估计 值 ， 以 保证 参数 估计 的 方 
差 降 到 合理 值 。 辨 识 得 到 的 模型 准确 度 很 高 ， 如 图 24. 6 所 示 ， 这 里 采用 经 典 的 y -图 来 
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验证 结果 。 


a) 


b) 





0 5 10 15 20 25 30 35 
t[s] 


图 24.5 无 刷 直流 电动 机 的 辨识 结果 
a) 欧姆 电阻 b) 磁 通 量 (Vogt, 1998) 




















b) 





0 0.2 0.4 


0.6 
t [s] 
图 24.6 模型 验证 
a) HEE b) 转子 角度 ,测量 和 仿真 数据 几乎 重 双 


c) 转子 角度 测量 和 仿真 数据 之 间 的 误差 ( Vogt，1998) 


















































24.1.2 ”电磁 汽车 节气 门 执行 器 

汽车 节气 门 执行 器 是 参数 估计 应 用 于 带 负 载 直流 驱动 的 另 一 个 例子 。 大 约 1990 年 开始 ， 
电动 节气 门 成 为 汽油 引擎 的 一 个 标准 部 件 ， 用 来 控制 通过 吸入 歧 管 到 汽 饶 的 空气 质量 流量 。 
电动 节气 门 由 加 速 踏板 操作 ， 期 间 通过 电子 控制 单元 ， 还 利用 了 来 自 傅 速 控制 、 牵 引 控制 和 
巡航 控制 的 控制 输入 信号 。 相 比 于 前 一 个 例子 ， 这 里 使 用 的 是 带 有 机 械 换 向 器 的 传统 直流 电 
动机 。 

图 24.7 是 执行 器 的 示意 图 ， 其 照片 见 图 24. 8。 利 用 带 刷 换 向 持续 激励 的 直流 电动 机 ， 
通过 二 级 齿轮 ， 在 开 或 关 的 方向 上 操纵 节气 门 ， 克 服 主 螺 旋 弹 得 运行 。 为 了 在 电压 损失 进入 
跨行 位 置 〈 一 种 机 械 宛 余 ) 的 情况 下 能 打开 节气 门 ， 另 一 个 弹簧 在 节气 门 关闭 区 间 以 相反 
的 方向 工作 。 电 动机 由 脉冲 宽度 调制 (PWM) 的 电 枢 电 压 U, e( -12V… +12V) 控 制 ， 测 
量变 量 为 电 枢 电 压 UV, 、 电 枢 电 流 六 和 节气 门 的 角 位 置 pv se (0°%…90°)。 节 气门 位 置 利用 两 
个 元 余 的 、 分 别 工作 在 两 个 不 同方 向 上 的 孤 刷 电位 计 检 测 ， 位 置 控制 器 采用 基于 模型 的 滑 模 
控制 器 ,或 采用 具有 时 灌 、 采 样 时 间 7, =1.5 ms AY PID 调节 器 (Pfeufer, 1997, 1999), 
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双 电位 计 


iil 


























于 跨行 模式 换 向 器 和 电 刷 ”传统 直流 电动 机 
的 复位 弹簧 





a) b) 


24.7 汽油 引 警 电动 节 气门 
a) RER b) 方块 图 


























电磁 子 系统 机 械 子 系统 





图 24.8 ”车 辆 电动 节气 门 照片 图 24.9 带 负 载 的 直流 电动 机 方块 图 











对 节气 门 进行 理论 建 模 ， 得 到 下 面 这 些 基 本 方程 (Isermann，2005) 。 直 流 电动 机 的 模 
型 为 


Ua(t) = Rala(t) + Voa(t) (24. 1.15) 
Malt) = WIa(t) (24. 1. 16) 
机 械 部 分 〈 与 电机 轴 有 关 ) 的 模型 为 
vJ @(t) = Malt) — Mmech(t) (24. 1.17) 
Mech (t) = (ea + Mso + Mr), px > po (24.1.18) 
Mg(t) = Mero sign a(t) + Mrı@x(t) (24.1.19) 
本 例 中 使 用 的 符号 : 
R, 电 枢 电阻 v 磁 链 
v 齿轮 比 (v =16. 42) J 电动 机 转动 惯量 
Myo 库仑 摩擦 转 矩 My, Bi tir EE PR AR 
Cs 弹簧 系数 M, 弹簧 预 张 力 
o, 节气 门 角速度 ( =¢,) OA 电机 角速度 ，w、 =vo, 


电 枢 的 电感 可 以 忽略 ， 因 为 电 时 间 常 数 WM。 =L /R =l ms， 相 比 于 机 械 动 态 特 性 要 小 得 
多 。 在 试验 台 上 测量 时 ， 与 输入 激励 相关 的 ， 主 要 有 库仑 摩擦 和 粘 消 摩 氛 。 
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动态 特性 的 参数 估计 
在 离散 平方 根 滤波 (DSFI) 的 形式 下 ， 利 用 递 推 最 小 二 乘法 进行 参数 佑 计 。 基 本 的 模 
型 方程 为 





yE) = ¥ (0 (24. 1. 20) 
电气 部 分 的 数据 向 量 和 参数 向 量 为 
y(t) = Ua (t) (24. 1.21) 
YTO = (IA vox(t)) (24. 1.22) 
6 
-(4) (24.1.23) 
机 械 部 分 的 数据 向 量 和 参数 向 量 为 
y(t) = àlt) (24. 1.24) 
YTE) = (Tat) a) olt) 1) (24.1.25) 
04 
9=|% (24.1. 26) 
06 . . 
9 


由 于 输入 激励 很 快 ， 库 仑 摩擦 项 可 以 忽略 ， 在 速度 足够 大 ， 即 lo, | >1.5 rad/s If, ARD 
TEER Mp 进行 估计 。 
过 程 物 理 系数 和 参数 佑 计量 的 关系 为 
ĝi = Ra, =, 





TE w nn CsI TA Mri > Mso (24.1.27) 
4 ge 2 el 
由 于 齿轮 比 v 已 知 ， 转 动 惯 量 为 
ge? (24.1.28) 
vO4 


其 他 的 过 程 系数 也 可 直接 由 参数 估计 Â, 求 得 。 

为 了 进行 参数 估计 ， 执 行 器 在 闭环 下 运行 ， 设 定 值 通过 PRBS 信号 在 10° ~70° 之 间 变 
Kt. Fo, =9 Mo, =p, 可 以 利用 状态 变量 滤波 器 确定 ， 滤 波 器 的 采样 时 间 选 为 To sw = 
2 ms。 参 数 估计 的 采样 时 间 取 T, =6 ms。 获 得 的 参数 估计 收敛 很 快 ， 电气 部 分 的 最 大 方程 误 
FESS % 或 和 3. 3" ， 机 械 部 分 的 最 大 方程 误差 地 7…12% (Pfeufer, 1999), 

稳 态 特性 的 参数 估计 

为 了 获得 机 械 部 分 ， 特 别 是 摩擦 现象 的 更 为 准确 的 信息 ， 只 考虑 缓慢 连续 输入 变化 下 的 
稳 态 特性 。 

We k=0， 并 忽略 烙 滞 摩擦 ,根据 式 (24.1.15) ~ 式 (24.1.19), fee =kT, 下， 可 
导出 


In) = les) + Mso + Mro sign ox(k)) = wT(k)@ (24. 1.29) 
由 于 库仑 摩 所 与 开 和 关 的 方向 有 关 ， 分 别 给 出 两 个 估计 ， 


400 


= 


Wik) = (p(k) 1). Wok) = (pr (k) 1) 





el sae 50 
0 = vy 0 4 Mroy¥ 
CS1 人 Mso — Mro 
93 = vy n= vý 
由 式 (24.1.27), ， 可 得 到 磁 链 W, IBA, TEKUSA 
6, +ô 
CS1 = Mn 
RER ae. 
2 
Mro = we 
递 推 的 DSFI 算法 完成 参数 估计 ， 1 


利用 


对 每 次 运动 ， 采 样 时 间 取 T, =6ms。 图 . | | | 
24. 10 25 Ht For ET PE, AR s | 000000 
预 张力 Ms 导致 线性 弹簧 特性 的 正 偏 移 ， 
静 座 擦 使 摩擦 特性 曲线 移动 了 Mh 和 


Mw, 


HIRERE My = >Y7 进行 比较 ， 表 


明 与 


( 佑 计 的 电磁 转 矩 出 现 振荡 是 由 于 与 粘 
着 摩擦 或 粘 - 滑 效 应 的 闭环 特性 有 关 ， 
没有 对 其 进行 建 模 。 返 回 点 附近 的 区 


域 
计 中 





工作 范围 (10" ~ 75°) 








结果 形成 沾 环 特性 。 通 过 与 节气 


估计 的 滞 环 特性 具有 很 好 的 一 致 性 











也 就 是 粘着 发 生 的 位 置 ， 在 参数 佑 
由 于 简化 而 被 忽略 ) 。 


图 24.10 ”节气 门 执行 器 的 稳 态 特性 估计 


24.1.3 液压 执行 器 





液压 系统 应 用 于 许多 场合 ， 对 需要 大 功率 且 具 有 快速 动作 能 力 的 应 用 ， 液 压 系 统 的 优 下 


(= 


























PERS. DIr, UCAS TAMAR AS 5p ERRES, MT HEL LAB A rhs BE ET RET 
生 直 线 运动 。 





出 ， 











引言 
液压 伺服 轴 的 典型 配置 如 图 24. 11 所 示 ， 正 排 量 泵 用 来 提供 压力 供给 ， 油 从 储 鲜 中 被 抽 
以 高 压 进入 供给 线 ， 从 这 里 流 进 液压 伺服 轴 。 对 于 直线 运动 的 情况 ， 通 常 需要 一 个 比例 

































































阀 和 一 个 液压 油 氏 。 比 例 闪 用 来 节 流 液压 流量 ,将 油 导 入 液压 油 生 的 两 个 腔 室 之 一 。 为 了 实 
现 这 个 任务 ， 比 例 阀 中 有 一 个 滑 阀 ， 在 阀 套 中 它 可 以 自由 运动 。 滑 阀 靠 不 同 的 力 驱 动 ， 包 括 
工人 的 手 力 〈 如 建筑 机 械 ) 、 液 压力 〈 如 两 级 阀 的 第 二 级 ) 、 转 矩 电 动机 〈 如 两 级 阔 的 第 一 
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级 喷嘴 挡 板 ) ， 或 本 例 中 的 两 个 螺 线 管 (AREA) 的 力 ， 见 图 24. 13。 由 于 滑 阀 的 移动 ， 
发 生 微小 的 开启 ， 微 小 开启 产生 的 压 降 Ap 形成 清流 。 油 流入 液压 油 币 ,在 活塞 上 产生 压 
力 ， 借 助 活塞 杆 传递 这 个 力 ， 以 驱动 外 部 负载 。 由 于 活塞 运动 ， 油 从 对 面 的 腔 室 压 回 到 储 
事 。 油 氏 的 两 个 腔 室 由 活塞 隔离 ， 标 准 液压 油 负 一 般 采 用 如 图 24. 14 所 示 的 密封 配置 。 这 
里 ,需要 遵循 一 个 权衡 . 如果 油 氏 密 封 与 油 负 外 香 压 得 太 紧 ， 在 活塞 的 频繁 运动 中 磨损 太 
R, 密封 和 油 生 外 日 之 间 造 成 摩擦 ; 反之 ， 如 果 密 封 安 装 得 太 松 ， 在 油 生 的 两 个 腔 室 之 间 会 
有 大 的 旁 通 ， 造 成 压力 形成 流 和 粘性 形成 流 的 混合 。 特 别 地 ， 在 故障 检测 和 诊断 领域 ， 有 意 
义 的 是 确定 泄漏 流 系数 ， 因 为 它 是 衡量 密封 是 否 健 康 的 一 个 很 好 指标 。 本 节 给 出 的 测量 值 和 
结果 是 利用 图 24. 12 所 示 的 液压 轴 试 验 合 ， 相 关 技 术 数 据 见 表 24. 3。 


























机 械 负载 
WAE PRR Mc 






































图 24. 11 液压 伺服 轴 示 意图 图 24.12 液压 伺服 轴 试 验 台 照 片 





槽 ， 液 体 进入 腔 室 






导向 环 


( 非 闭合 环境 ) ”| 活塞 衬里 | PTFE 密封 环 








位 移 传感器 磁体 A 控制 边缘 磁体 B 
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连接 板 NBR 
图 24.13 直 驱 式 的 比例 阀 和 控制 图 24. 14 隔离 两 个 油缸 腔 室 的 
边缘 的 编号 示意 图 油 氏 密封 示意 图 
表 24.3 24. 12 所 示 的 液压 伺服 轴 的 技术 规格 ， 以 HLP46 作为 液压 油 
参 数 数 W 
系统 压力 80 bar 
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(2) 










































































参 B 数 Aa 
泵 所 提供 的 最 大 压力 280 bar 
泵 的 位 移 45 cm? /rec 
Whi Be 40 mm 
活塞 杆 直径 28 mm 
油 红 冲程 300 mm 
最 大 速率 1 m/s 
最 大 的 力 20 kN 
负载 质量 40 kg 
负载 弹簧 刚度 100000 N/m 
15°C 的 液体 密度 0. 87 g/cm? 
平均 体积 模 量 2 GPa 
在 本 节 下 文中 使 用 的 符号 : 
by 阀门 流量 系数 A, 有 效 活塞 面积 
Voa 腔 室 A 闭 死 容积 CA 层 流 泄漏 系数 
Eva 腔 室 A 体积 模 量 V 体积 流量 
了 液体 温度 Vy 进入 腔 室 A 的 流量 
Yy 滑 阀 位 移 y 活塞 位 移 
Pa We A 压力 k 负载 弹簧 刚度 
m 负载 质量 F, 库仑 摩擦 力 
c Ri tir ETRE BL 
下 脚 标 : 
A THELESS A B 油 饶 腔 室 B 
P 压力 管 路 T 回 油管 路 或 饶 
S EJER 








传感器 的 布置 见 图 24. 11 和 图 24. 16, 液压 伺服 轴 的 实验 记录 测量 值 见 图 24. 15, 
液压 系统 的 辨识 
经 过 控制 边缘 的 流量 ; 
V(t) = by(yv(t), TO) VIAPO sign Ap) (24. 1. 30) 
可 以 看 出 ， 流 量 系数 b, 依 赖 于 滑 阀 位 移 y,(1) 和 液体 温度 。 液 压 油缸 的 腔 室 A 的 流量 平衡 写 
成 


Valt) = And) = Ganl PaO) = PBC) = p (Voa FADO) PA (24131) 


辨识 需要 用 到 的 信号 : PAL y), EE A 的 压力 p,(1)、 腔 室 B 的 压力 ps(1)、 供 给 
压力 ps(t)、 活 塞 位 置 y(t)。 对 油 的 温度 TCD 可 以 测量 也 可 以 不 测量 ， 取 决 于 模型 逼真 度 的 
需要 。 

由 于 阀门 开 度 特性 by (yy) 的 非 线性 ， 将 其 模型 写成 多 项 式 
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图 24.15 液压 伺服 轴 的 测量 值 ， 传 感 吉 的 布置 见 图 24. 11 




























































































图 24. 16 直 驱 式 比例 阀 和 液压 油 生 示意 图 











byi (yy) = bviiyv(t) + bva ye (t) + bvzi yy) (24. 1. 32) 
其 中 ,下 脚 标 i 代表 待 建 模 的 控制 边缘 编号 ， 其 编号 见 图 24. 13 。 由 于 有 4 条 可 能 的 流量 通 
路 ， 所 以 有 4 个 独立 的 多 项 式 。 
将 每 个 模型 组 合 起 来 ， 得 到 
(Von + AO) gram Bal + AO) = es 
Vea (Pa, Pe, T, yv) — Var(pa. T, yv) — GaBp(T)(pa(lt) — PeO) 








Vea (pa, Ps; T, yv) =by2(yv. T) V/|ps(t) — pa(t)| sign(pe(t) — pa(t)) (24. 1.34) 

Var(pa» T, yv) =bvi Ov, T) V Ipa (t| sign pa (t) (24. 1.35) 

这 些 方程 可 以 合并 成 一 个 模型 。 由 于 参数 估计 是 基于 采样 信号 ， 现 将 时 间 1 表示 为 固定 采样 
时 间 T IRR ko EE A 的 模型 写成 


1 A ; 
(oat Any E) PR HAAIK) = (Va(pa, Ps, Tp. ¥v)—Vas(Da. Pp; Tp)) 
P 


(24. 1.36) 
其 中 ， 巨 为 平均 体积 弹性 模 量 。 利 用 阅 门 流量 特 隆 的 多 项 式 近 似 得 到 阅 门 的 流量 为 
I 
Vpn ps: Te, yw) =È Z bu (Tyv ) Vas sien Aps 
(24. 1.37) 
— (So bas Tedyv(ky') Apa hien ap 
i=k 
AP, Apsa (k) =ps(k) -p,(k) ， Ap,n(k) =p,(k). 内 漏 写成 
Vap(pa, Ps. Te) = Gar(Tp) (pa(k) — pe(k)) (24. 1. 38) 
WA ERIE, ORS (1) ， 得 到 


Va(pa, Ps, T, yv) — Gag(T) (pa(k) — pe(k)) 








(Voa + Aay(k)) . : 
Er) Palk) = Aay (k) 
(24. 1.39) 
现在 加 入 阀门 流量 ， 写 出 多 项 式 形式 ， 可 以 看 出 该 参数 估计 问题 确实 是 关于 参数 线性 的 ， 
写成 








+ bu (T)yv (kÝ VIApsa(k)| sign(Apsa(k)) (yv(k) > 0) +-+: 
— +++ — bai (T) yv(k)' V|Apar(k)| sign(Apar(k))(yv(k) < 0) — (24. 1.40) 


k 
~ Gan(T)(pa(®) - pa) - aa ee 


其 中 ， 如 果 满 足 相 应 的 条 件 ，(yy(k) >0)Aly,Ck) <0) 之 和 为 1， 否 则 为 零 。 
整个 参数 估计 问题 就 是 分 构成 如 下 数据 矩阵 


yv(k)! VIApsa (hy sign(Apsa(k)) : (yv(k) > 0) + 
a yv(k)! Vipa ©lsign palk) (vk) <0) = 0 


pa(k) = pa(k) 
Aa y(k) pa(k) 


和 输出 向 量 
J = (Aa) (k), +) (24. 1. 42) 
参数 估计 问题 的 解 给 出 了 参数 向 量 9 的 估计 值 ， 写 成 


j= (fon ++ Bin(T) Bao) «+ Ban (T) «> Gan (T) aA) (24. 1.43) 
E(T) 
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该 参数 向 量 包含 2n + 2 个 参数 变量 。 尽 管 这 样 的 参数 估计 问题 在 现代 计算 机 上 很 容易 求 
解 ， 但 这 里 仅 用 离线 辨识 。 对 于 在 线 辨识 ， 针 对 yy(k) 20 和 yy(k) <0 两 种 情况 ， 将 参数 估 
计 问 题 拆 分 成 两 个 独立 的 问题 ， 以 限制 每 次 迭代 估计 参数 的 个 数 。 由 于 滑 阀 位 移 在 任意 时 刻 
只 能 是 正 的 或 负 的 ， 因 此 参数 估计 问题 是 可 以 简化 的 。 

参数 估计 的 结果 见 图 24. 17 和 图 24. 18 。 图 24. 17 表明 ， 作 为 阀门 开 度 函 数 的 阀门 流量 
系数 ， 其 非 线性 特性 的 辨识 结果 很 好 。 图 24. 18 中 ， 层 流 泄漏 系数 的 辨识 结果 也 和 文献 报告 
的 数值 匹配 得 非常 好 。 正 如 本 节 引 言 中 所 述 ， 层 流 泄 漏 系 数 的 知识 在 故障 检测 与 诊断 领域 是 
售 受 关注 的 。 最 后 ， 图 24. 19 给 出 了 一 次 仿真 运行 的 结果 及 其 与 测量 值 的 对 比 。 比 较 结果 表 
明 ， 利 用 测量 值 辩 识 获得 的 参数 模型 有 着 很 好 的 模型 和 逼 真 度 。 这 样 好 的 模型 逼真 度 很 大 程度 
上 归功 于 对 阀门 特性 的 非 线 性 建 模 。 





b, [m’/s YPa] 


入 





24.17” 非 线性 阀门 特性 估计 值 随 着 时 间 变 化 的 图 形 














注意 ， 阀 门 特性 是 非 线性 的 ， 且 用 y, 的 多 项 式 近 似 ， 建 模 的 控制 边缘 ， 
对 正 的 y,，P 一 A， 对 负 的 y, ，T 一 A 














0 5 10 
t [s] 
图 24. 18 层 流 泄漏 系数 G,, 佑 计 值 随 着 时 间 变 化 的 曲线 
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y m] 





y [m] 








7.5 8 8.5 
t [s] 


Kl 24. 19 





液压 伺服 轴 液 压 子 系统 的 仿真 








通常 ， 液 压 伺 服 轴 要 在 很 多 种 负载 下 运行 ， 而 且 运 行 过 程 中 负载 可 能 发 生 很 大 的 变化 。 
因为 负载 变化 会 造成 过 程 参数 发 生 大 的 变化 ， 为 了 能 够 保持 好 的 控制 质量 ， 可 以 使 用 自 适 应 


控制 算法 ， 参 见 文献 (Isermann et 中 ，1992 ) 。 为 了 能 够 更 新 控制 器 参数 ， 需 要 有 好 的 负载 
模型， 因此 要 利用 半 在 液压 伺服 轴 上 的 传感器 来 检测 液压 伺服 轴 驱 动 的 负载 ， 见 图 24. 20, 















































图 24.20 由 弹簧 和 质量 块 构成 的 机 械 负 载 示 意图 























图 24. 21 是 一 种 通用 的 负载 模型 方块 图 。 该 模型 包含 作为 负载 的 质量 块 和 弹簧 ， 也 包含 
摩擦 力 效应 ， 其 模型 是 库仑 力 和 烙 沸 




















摩 氛 的 组 合 。 需 要 指出 ， 尽 管 结果 只 是 针对 弹 筑 -质量 
负载 得 到 的 ， 但 方法 可 用 于 所 有 类 型 的 负载 ， 它 们 都 是 用 式 (24. 1.44) 和 图 24. 21 所 给 的 








通用 负载 模型 描述 的 。 





图 24.21 由 弹簧 和 质量 块 构成 的 机 械 负载 模型 方块 图 


以 活塞 作为 液压 伺服 轴 产 生 力 的 一 种 部 件 ， 其 机 械 特性 可 用 一 般 的 形式 描述 为 


pa(t)Aa — pa(t)Ap = k(y(t) — yo) + mË) + oo ey (24. 1.44) 
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HF, ERJ FOG) ) 是 库仑 摩擦 力 和 粘 沛 摩擦 力 的 组 合 。 丽 是 静摩擦 力 ，c 和 <? 是 粘 沸 

摩擦 力 与 方向 有 关 的 系数 。 

IN (24.1.44) 是 参数 估计 问题 的 基础 ， 弹 簧 预 张力 可 以 利用 弹簧 预 压 缩 的 位 移 mo 来 佑 
计 。 在 这 个 方程 的 基础 上 ， 参 数 估计 问题 的 数据 和 矩阵 为 

ya) 1 FA) signy) 3(D:G(D)>0) DO < 9) 

yO) 1 ¥Q) signy2) JO) OOC) > 0 y2)-@ <9) 











Bee (24. 1.45) 
y(N) 1 y(N) sign y(N) »(3): O(N) > 0) y(N): ON) <0) 
输出 向 量 为 
Pa(1)Aa — pp(1) Ap 
Pa(2)Aa — pp(2) AB 
y= (24. 1. 46) 
PA(N)Aa — pp (N) Ap 
参数 估计 向 量 为 
67 = (Kk (K-50) m Fo ê êt) (24. 1.47) 


利用 这 种 参数 估计 方法 ， 得 到 的 结果 如 图 24. 22 和 图 24. 23 所 示 。 回 顾 表 24.3 的 技术 规格 
参数 ， 且 已 知 负载 的 质量 为 m =40 kg， 弹 得 刚度 为 k=100000 NMm， 可 以 看 到 ， 估 计 结 果 与 
实际 值 匹配 得 很 好 。 再 次 运行 模型 ， 并 同时 进行 测量 ， 以 检验 辨识 结果 的 质量 ， 检 验 结 果 见 
图 24.24。 





























10 0 5 10 
t [s] t [s] 


1124.22 ” 几 次 测试 运行 下 的 弹簧 系数 :估计 值 图 24.23” 几 次 测试 运行 下 的 负载 质量 m 估 计 值 





提供 ， 几 乎 没有 噪声 ， 所 以 可 直接 计算 活塞 位 移 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导 数 。 对 此 采用 了 中 心 差 
商法 ， 以 保证 测量 没有 延迟 。 为 了 能 跟踪 对 象 的 变化 ， 比 如 用 于 故障 检测 与 诊断 ， 所 用 的 方 
法 都 采用 递 推 的 参数 估计 方式 。 

这 些 参 数 估计 方法 的 详细 论述 可 参阅 博士 论文 (Muenchhof，2006) ， 论 文中 还 讨论 了 利 
用 神经 网 络 进行 辨识 ， 以 及 将 这 些 辨 识 技术 应 用 于 故障 检测 与 诊断 。 
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y [m] 


| 一 RA 
| — 测量 值 


y [m] 








t [s] 
图 24.24 液压 伺服 轴 机 械 子 系统 的 仿真 





24.2 机械 设备 

下 面 介绍 辨识 方法 在 机 械 设备 中 的 应 用 ， 这 些 方法 的 应 用 对 控制 器 设计 、 自 适应 控制 、 
机 械 设 备 的 自动 调试 以 及 状态 监控 来 说 可 能 很 有 益处 。 
24.2.1 机 床 


作为 主 传动 装置 的 一 个 例子 ， 考 虑 型 号 为 MAHO MC5 的 机 械 加 工 中 心 。 具 有 速度 控制 
的 直流 电动 机 驱动 皮带 、 齿 轮 和 主轴 ， 带 动 切 刀 和 和 钻头， 是 一 种 带 有 6 个 质量 块 的 多 质量 - 
弹 算 - 阻 尼 系 统 。 主 传动 装置 的 概貌 如 图 24. 25 所 示 。 





















































切削 过 程 
图 24.25 ”机械 加 工 中 心 的 主 传动 图 24.26 和 钴 磨 机 床 的 给 料 传动 和 主 传动 装置 信号 流 的 两 个 端口 
装置 (US. MAHO MC5) 












































下 面 考虑 变量 的 小 偏差 ， 可 假设 是 线性 模型 。 类 似 于 前 述 的 例子 ， 将 直流 电动 机 的 动态 
特性 写成 





LÉO = -Rılı(t) — Yo (t) + Ua(t) (24.2.1) 
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Hol) = VIN) ~ Milo (24. 2.2) 


其 中 
L, 电 枢 电感 U, 电 枢 电压 
R, 电 枢 阻抗 L, 电 枢 电流 
WV 磁 链 w, 电动 机 转速 (w =~) 
Ji 转动 惯量 M, 负载 转 矩 


对 主 传动 装置 的 特征 频率 的 分 析 表 明 ， 在 开 环 状态 下 电动 机 能 激励 /< 80 Hz 的 频率 成 
分 ， 在 闭环 状态 下 电动 机 能 激励 /< 300 Hz 的 频率 成 分 (Wanke and Isemann, 1992); 皮带 
传动 的 特征 频率 为 123 Hz, 传动 轴 、 齿 轮 和 主轴 的 特征 频率 分 别 为 706、412 和 1335 Hz, Pr 
以 ， 主 传动 装置 的 动态 特性 是 由 电动 机 和 皮带 传动 主导 的 ， 因 此 对 转动 惯量 J，( 电 动机 加 
上 主动 皮带 轮 ) 和 JJ，( 从 动 皮带 轮 、 传 动 轴 、 齿 轮 和 主轴 ) 二 质量 系统 建 模 就 可 以 了 。 主 
传动 装置 机 械 部 分 可 以 用 线性 状态 空间 模型 描述 为 














X(t) = Ax(t) + bu(t) + Fz(t) (24. 2.3) 
式 中 
xT) = (Jat) gilt) Git) --- s(t) Gs(t)) (24.2.4) 
u(t) = Ua(t) (24. 2.5) 
z"(t) = (Me(t) Mp(t)) (24. 2. 6) 


HP, MAHRI, M HECER, 
当然 ， 主 传动 装置 的 参数 可 以 利用 结构 数据 求 得 。 然 而 ， 如 果 不 能 得 到 所 有 的 参数 ， 或 
者 为 了 正常 运行 时 的 故障 检测 ， 这 时 就 要 利用 测量 信号 对 参数 进行 估计 。 
为 了 利用 可 以 得 到 的 信号 U,(t)、1,(t) 、w1(t) 和 主轴 转速 w; (1) 的 测量 值 ， 来 估计 主 
传动 装置 空运 转 (We =0) 时 的 参数 ， 使 用 下 述 方程 
1.1527! + 1.522”? — 0.542”? + 0.272” +0.272° 3 
1 一 2.01z-1 + 1.2722 — 0.24773 + 0.0724 — 0.0725 








G(z) = (24.2.7) 


其 中 
0 =WV 0 = Ra 63 = La 
9 = Ji 05 = iJa 06 = di/c (24.2.8) 
07 =i Ag = d/c Ag = .212/c 
首先 ， 利 用 式 (24.2.7) 中 的 第 一 个 方程 式 估 计 电 枢 磁 链 (或 者 从 技术 数据 表 中 获得 )， 然 
后 可 确定 其 他 的 过 程 系 数 
i = 607 (REEL) c= 0507/09 
Jı = 04 (HAL) d = 056763 /05 (24. 2.9) 
J2 = 05/9, (主轴 ) 
KF ESN BB TT - BT CB See, PT RAS ER, TAUB UR ARTZ 
计 为 6 GAY Butterworth 滤波 器 ， 抛 角 频 率 为 79.6Hz 和 47.8Hz。 增 量 旋转 传感器 的 分 辩 率 要 
增加 ， 主 轴 增 加 到 4096 条 狭 颖 ， 电 动机 增加 到 1024 条 狭 颖 ， 采 样 时 间 为 7 =0.5 ms, FFA 
DSFI (离散 平方 根 滤波 信息 ) 参数 估计 方法 ， 根 据 40 个 速度 阶 跃 响应 数据 ,估计 时间 间隔 
为 13s， 佑 计 结 果 见 网 24.27 ~ 图 24. 30。 
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图 24.27 主 传 动 装 置 的 测量 信号 
a) 电 枢 电压 和 电 枢 电流 b) 电动 机 转速 w 及 一 阶 导数 @ 
1.5 
1.25 
3 = 
z 0.7 2 
ean <S 
<a 0. <$ 
0.25 : 
i i i 0 i H H 
0 3 6 9 12 15 18 0 3 6 9 12 15 18 
t [s] t[s] 
A ROR x IE ke BE A PF 9 N 
图 24. 28 直流 已 动机 的 过 程 系数 估计 及 Vv. L, 图 24. 29 Ef 动 装置 的 过 程 系数 估计 


























了 和: 电动 机 和 主轴 的 转动 惯量 ，MN ， 静 摩擦 转 算 


EIN-m/rad] 
d [N-ms/rad] 


A 





: | 0 
12 15 18 


9 
t [s] 





图 24.30” 主 传动 装置 的 刚度 c 和 阻尼 4d 估计 


电动 机 部 分 的 系数 估计 RR WL, 收敛 速度 很 快 ， 收 和 敛 时 间 约 2s; 机 械 部 分 的 系数 佑 


HIT. c, UGH RYE | COLT TAIZE 5s 内 。 大 约 1$s 以 后 ， 所 有 的 8 个 过 程 系数 都 
收敛 到 稳 态 值 ， 与 理论 上 确定 的 数值 吻合 较 好 (Wanke, 1993), 
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24.2.2 工业 机 器 人 


由 于 工业 机 器 人 (Industrial Robots, IR) 通常 是 点 到 点 移动 或 轨迹 跟踪 的 一 种 伺服 系 
统 ， 对 它们 可 以 进行 充分 的 动态 激励 ， 所 以 参数 估计 可 以 应 用 得 很 好 。 

6 轴 机 器 人 的 结构 

下 面 介绍 辨识 方法 在 型 号 为 JUNGHEINRICH R106 工业 机 器 人 上 的 应 用 ， 机 器 人 概貌 见 
图 24. 31。 该 机 器 人 包括 6 个 旋转 关节 ， 利 用 高 动态 性 能 的 直流 伺服 电动 机 了 驱动。 下 面 着 重 
研究 不 同 轴 的 机 械 子 系统 ， 这 种 系统 对 参数 估计 技术 有 很 强 的 需求 ， 比 如 预测 维护 和 早期 故 
障 诊断 等 应 用 (Freyermuth, 1991, 1993; Isermann and Freyermuth, 1991), 

机 械 轴 驱动 链 由 不 同 的 标准 机 械 部 件 (齿轮 、 轴 承 、 齿 带 和 传动 轴 等 ) 组 成 ， 将 转 矩 
从 电动 机 传递 给 移动 (动作) FF, WIA 24. 32 所 示 。 

















all 








制 动 测速 D BG 
发 电机 ”电动 机 轴承 





1 hl 
图 24.31 6 个 旋转 轴 的 工业 机 器 人 图 24.32 ”工业 机 器 人 的 机 械 传动 链 (HL) 示意 图 ， 
g, w, 1, 为 可 测量 的 


每 个 轴 的 控制 采用 串 级 控制 ， 内 环 为 电动 机 的 速度 控制 ， 外 环 为 轴 关 节 的 位 置 控制 ， 信 
号 流 图 见 图 24. 33， 关 节 位 置 pg、 电动 机 转速 o 和 直流 电动 机 的 电 枢 电 流 7, 为 测量 变量 


=O 













































位 置 速度 
控制 器 控制 器 









































图 24.33 利用 常规 串 级 闭环 控制 的 工业 机 器 人 驱动 单元 模型 方块 图 
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假设 臂 是 刚体 ， 每 个 关节 都 可 利用 关节 轴 的 转 和 矩 平衡 来 建 模 
Malt)/vi = Jı(po, Mi)G(t) + Meo sign ö(t)+ Mp, OE) +MG (ML, po) 














其 中 
M, =V, 电动 机 输出 轴 的 电 转 矩 
P, 电 枢 磁 链 
I, 电 枢 电流 
v 总 齿轮 比 @/¢,, 
J 臂 的 转动 惯量 〈 与 位 置 和 负载 有 关 ) 
Mio 关节 侧 的 库仑 摩擦 转 矩 
Mey RT KKE Y EE RG FB 
Mg A WY HH FRIE 
m, A it AAT ie TREE 
P 臂 的 位 置 
Po 臂 的 基准 位 置 
w=h/u 电动 机 的 角速度 
重力 转 矩 建 模 为 





Ma(m,, go) = Még cos Q 


(24. 2. 10) 


(24. 2.11) 


并 且 可 能 与 运动 重力 转 矩 的 补偿 设备 (如 气压 氏 ) 有 关 。 如 果 运 动 不 是 很 快 ， 则 轴 间 的 耦 





合 可 以 忽略 。 


多 ,可 以 从 电动 机 技术 数据 表 中 获得 。 将 式 (24. 2. 10) 的 连续 时 间 模 型 在 大 =iT 下 进 


BU, HPT, 为 采样 时 间 ， 乘 以 v 后， 电动 机 部 分 的 参数 模型 写成 
Malk) = J (po, m )ó(k) + Mro sign w(K) + Mrı@(k) + Moo cos p(k) 
(对 于 轴 1，…，6, 1/v (APRA 197, 197, 131, 185, 222 和 194) 
然后 ， 将 上 式 写 成 向 量 形式 
Malk) = YO Âk) + elk) 
Vk) = (@(k) sign w(k) wk) cosø(k)) 





Mco 
并 将 上 式 模 型 用 于 连续 时 间 的 递 推 参数 估计 ， 式 中 
. dot)|  w(k) —o(k —1) 
olk) = = 
dt k To 











(24.2.12) 


(24. 2. 13) 





其 中 ,7 是 小 的 采样 时 间 。 这 里 要 注意 ,估计 的 过 程 参 数 与 物理 定义 的 过 程 系 数 是 相同 的 。 

图 24. 34 给 出 点 到 点 运动 (PTP) 情况 下 ， 基 本 轴 1 测量 信号 的 典型 特性 。 末 端 执行 器 
没有 带 任 何 额外 的 负载 ， 将 参数 估计 软件 嵌入 机 器 人 控制 系 统 ， 采 样 时 间 取 7 =5 ms， 与 位 
置 控制 器 的 采用 时 间 相 同 ， 模 拟 低 通 滤 波 器 的 截止 频率 为 六 =40 Hz， 利 用 数字 滤波 生成 导 








Bo ， 数 字 滤 波 器 的 截止 频率 为 f. =20 Hz, 


由 于 测量 数据 的 数值 性 能 很 好 ， 所 以 应 用 DSFI (信息 形式 的 离散 平方 根 滤波 ) 算法 程 
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序 进行 参数 估计 ， 遗 忘 因 子 取 和 =0.99。 图 24. 35 给 出 估计 程序 开始 后 的 参数 估计 ， 一 个 运 
动 周期 内 收敛 到 常 值 。 


一 电 枢 电流 [VJ (1 V=2.25 A) 
-… 电 动机 速度 [V] (6 V = 1 000 rpm) 
weve | i 


LIV] © [V] 





-10 i 
10 
t [s] 
图 24.34 周期 性 的 点 到 点 运动 情况 下 , 图 24.35 利用 图 24. 34 信号 
基本 轴 1 的 测量 值 随 着 时 间 变 化 的 曲线 获得 的 参数 估计 























24.2.3 ”离心 泵 


泵 是 很 多 技术 工程 过 程 的 基本 设备 ， 比 如 动力 和 化 学 工业 、 矿 物 与 采矿 、 制 造 、 加 热 、 
空调 和 引 敬 制冷 等 都 要 用 到 泵 。 它 们 多 数 由 电动 机 或 内 燃 引 敬 驱动， 电能 消耗 比例 很 高 。 泵 
可 分 为 离心 人 菏 和 更 液 力 泵 或 正 排 量 泵 (EARR), WEBER, 压力 比 较 低 ; 后 者 压力 
高 ,扬程 小 。 它 们 都 可 以 用 来 传送 纯 液体 
或 固 - 液 混合 物 。 顺 便 提 一 句 ， 增 加 输送 
压力 可 以 补偿 阻力 损失 或 者 促使 热力 循 
环 。 下 面 将 集中 讨论 离心 泵 。 

以 前 ， 离 心 泵 大 都 以 恒定 速度 驱动 ， 液 
体 流 量 利用 效 门 调节 ， 会 造成 相应 的 节 流 损 
失 。 随 着 有 了 更 便宜 的 速度 控制 感应 电动 
机 ， 现 在 也 用 较 低 功率 的 离心 泵 来 直接 控制 Ñ | 
流量 ， 以 节约 能 源 。 

本 例 中 考虑 的 离心 条 是 由 速度 控制 的 图 24. 36 速度 控制 的 直流 电动 机 和 离心 硝 示 意图 
直流 电动 机 驱动 ， 通 过 闭合 管 路 输送 水 ， ”闭环 回路 包括 : 电动 机 ,P=4kW， n =3000rpm, 
见 图 24. 36。 现 将 直流 电动 机 和 泵 看 成 一 
个 单元 (Geiger, 1985), 

测量 信号 有 : 电 枢 电压 V,、 电 枢 电 


流 1,、 体 积 流量 V 、 角 速度 w、 泵 总 压 头 互 。 对 假设 做 些 简 化 后 ， 得 到 的 基本 方程 如 下 : 
D 电 枢 电路 方程 
















































































#, H=39m,V „=160m’/h, n, =2600 rpm; 
交流 电动 机 用 于 稳 态 运行 ， 直 流 电 动机 用 于 动态 运行 














Í> — = -R h(t) — Volt) + U(t) (24.2.14) 
D 电动 机 和 和 泵 的 力学 方程 
be = Yh (t) — My — ogh oOV H) (24.2.15) 


474 


© 泵 的 水 力学 方程 (Pfleiderer and Petermann, 2005 ) 

H(t) = hmo? (t) — hwo lt) V (t) — hy V7(t) = ha V O) (24.2.16) 
在 这 种 情况 下 ， 方 程 右边 三 项 可 以 合并 成 一 项 ， 因 为 了 与 w 成 正比 。 
D 管道 的 水 力学 方程 





ap = hb) + HO (24.2.17) 

本 例 用 到 下 述 符号 : 

E 电 枢 电感 R, 电 枢 阻 搞 

U, 电 枢 电压 I, 电 枢 电流 

y 磁 链 w 旋转 速度 

Je 泵 的 转动 惯量 My 干 摩擦 转 矩 

g 流体 密度 g 重力 常数 

ha 泵 的 理论 压 头 系数 V 体积 流量 

H 传送 扬程 hu 传送 压 头 系数 

A 传送 压 头 系数 hy 传送 压 头 系数 


ay 管 路 特性 h, 管 路 流动 摩擦 
总 体 说 来 ， 整 个 模型 是 非 线性 的 ， 但 关于 估计 参数 是 线性 的 ， 因 此 可 以 直接 、 显 式 地 应 
用 最 小 二 乘 参数 佑 计 方 法 。 模 型 包含 9 个 过 程 系数 : 




















p” = (L2 Rz y Jp Mio hint hin UF he) (24. 2: 18) 
为 了 进行 参数 估计 ， 将 上 式 方 程 写成 下 列 形 式 : 
YO =PTH; j = 1,2,3,4 (24. 2. 19) 
其 中 
dI d 
nO = 29 pa = SO 
ar (24.2. 20) 
PUSA 20-7, 
模型 参数 为 
ôT = (67 ôT ôT 67) (24. 2.21) 


利用 离散 平方 根 滤波 (DSFI) 形式 的 最 小 二 乘法 来 估计 参数 。 基 于 模型 参数 估计 9， 可 以 
唯一 地 确定 过 程 系 数 向 量 p 中 的 9 个 参数 。 

直流 电动 机 由 AC/DC 转换 器 控制 ， 采用 速度 串 级 控制 ， 电 枢 电 流 作为 辅助 控制 变量 ， 
被 调 量 为 电 枢 电压 V,”， 将 微型 计算 机 DEC - LSI 11/23 在 线 连接 到 过 程 中 。 为 了 进行 实验 ， 
速度 控制 的 设 定 值 ws (t) BE 2 分 钟 阶 跃 变 化 一 次 ， 变 化 幅 值 为 750 rpm， 泵 的 工作 点 为 n= 
1000 rpm, H=5.4m, VV=6.48m*/h。 测 量 信号 的 采用 时 间 为 7,=5 ms 和 20 ms， 持 续 时 间 
分 别 为 2.5s 和 10s， 获 得 500 组 采样 数据 3。 这 些 测量 数据 在 参数 估计 之 前 存放 在 核心 存储 





O REE: 原文 误 为 电流 。 
O Wk. 原文 没有 说 明 获得 的 是 哪 组 采用 时 间 的 数据 。 
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器 中 。 每 120s 估计 一 次 模型 参数 ， 并 计算 过 程 系数 ，550 个 阶 跃 变 化 的 估计 结果 见 表 24. 4。 
表 24.4 泵 驱动 的 估计 参数 





参 数 均 W 标 YE 差 
L,[mH] 57.6 5.6% 
R [Q] 2. 20 5.0% 
W Wb] 0. 947 1. 2% 
J[107? kg + m] 24.5 3.7% 
Crol N+ m] 0. 694 13.5% 
hoy (107? ms? ] 1.27 3.6% 
hyn[ 107° me? ] 0. 462 0.8% 
ap[103 s?/m? | 0. 905 1.46% 
hrr [10° 8°/m? | 1.46 3.9% 


24.2.4 ” 热 交换 器 


热 交 换 器 是 动力 和 化 工 、 加 热 、 制 冷 、 冰 箱 和 空调 等 领域 的 典型 设备 ， 是 各 类 机 器 和 引 
擎 的 组 成 部 分 ， 其 任务 是 在 两 种 或 多 种 介质 之 间 交 换 热量 ， 比 如 液体 或 气体 之 间 交 换 。 

热 交 换 器 类 型 

热 交 换 器 有 很 多 种 类 型 ， 以 满足 有 关 温 度 、 压 力 、 相 变 、 腐 蚀 、 效 率 、 重 量 、 空 间 以 及 
转运 等 方面 的 特定 需求 ， 常 用 的 类 型 如 下 : 

© ERAMA 

© WAVER o 

根据 流量 方向 ， 热 交换 器 又 可 分 为 逆流 、 并 流 和 交叉 流 ， 热 交换 器 的 介质 流体 可 以 是 液 








体 、 气 体 或 蒸汽 ， 由 此 形成 两 种 介质 的 组 合 : 
© 液 - 液 。 
e 气 - 液 。 
e 液 - 汽 (Cb, ZAAR) o 
。 气 - 汽 。 
汽 /水 热 交换 器 


作为 一 个 例子 ， 考 虑 一 个 工业 规模 的 蒸汽 热 交 换 器 ， 见 图 24. 37， 它 是 一 个 试验 工厂 
的 一 部 分 (W. Goedecke, 1987; Isermann and Freyermuth ，1991 ) 。 这 个 工厂 包括 薰 汽 发 


ett. AAS BEE (回路 1) 、 水 循环 (回路 2) 和 交叉 流 热 交换 器 ， 用 于 将 水 的 热 传 
给 空气 。 

测量 下 述 变 量 ， 用 作 所 考虑 的 热 交 换 器 的 输入 和 输出 . 

m, 蒸汽 质量 流量 

m, 液体 (水 ) 质量 流量 

Pi 液体 进口 温度 

Di, 液体 出 口 温度 


液体 出 口 温 度 轨 ,用 作 输 出 变量 ， 其 他 三 个 测量 变量 作为 输入 变量 。 
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Kl 24.37 管 式 热 交换 器 和 被 测 变 量 





线性 模型 和 参数 估计 


为 了 对 动态 特性 建 模 ， 热 交换 器 分 为 管 段 、 水 头 、 





态 方程 是 分 布 式 参 数 过 程 ， 由 文献 (Isermann, 2010) 给 出 ， 此 外 还 写 出 了 





空间 和 管 


的 平衡 方程 。 对 分 布 式 参数 的 超越 传递 函数 进行 近似 ， 并 在 工作 点 附近 进行 线 性 化 ， 得 到 近 





























似 的 传递 函数 
Gy = a Adıols) _ K, e Tass 
Ans) (1+ Tiss) + Tas) 
其 中 
1 Ay ww 
及 = 一 (ee 
myc, ie Ajaicy 
Tas = sore 
AwıYı AwQwew 
(: + ge: ) 
式 中 各 变量 的 含义 : 
4 面积 Cp 比 热 
m 质量 流量 r 汽化 热 
a 热 交 换 系 数 v 温度 
g 密度 
下 标的 含义 : 
1 PAC He ait AY EN] 2 热 交 换 器 的 副 侧 
w 壁 S 蒸汽 
i 进口 o 出 口 





(24. 2.22) 


(24. 2.23) 


在 这 种 情况 下 ， 要 用 3 个 估计 参数 去 比 对 10 个 过 程 系数 ， 因 此 不 可 能 唯一 地 确定 所 有 
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的 过 程 系 数 。 但 是 ， 通 过 假设 某 些 过 程 系 数 已 知 ， 可 以 确定 出 下 列 的 过 程 系数 或 给 出 系数 的 


组 合 
_ Aıgıcı 1 


Awl = ( ) 

TU, \ Tisv1 
AwOwew = Tismic1 一 4101c1 
r= Ksmıcı 


通过 实验 ， 朝 着 降低 温度 OMIT, VORM A AH O, ms 和 mm, ， 由 此 得 到 液体 出 口 
温度 O ,的 瞬 态 测量 值 ， 以 此 确定 3 个 参数 六 P MÊ, 。 工 作 点 选择 为 
rh = 3000 $Ë, rh, = S088, 94; = 60°C, Pro ~ 70°C 
采样 时 间 取 T, =500ms。 一 次 实验 的 时 间 长 度 为 360s， 所 以 可 得 到 720 个 样本 数据 。 利 用 递 
推 形式 的 总 体 最 小 二 乘法 进行 参数 估计 ， 其 中 采用 数字 状态 变量 滤波 器 以 求 得 相关 的 导数 。 

图 24. 38a 给 出 了 测量 的 瞬 态 函数 ， 图 24. 38b 为 相应 的 参数 估计 随 着 时 间 的 变化 。 在 所 
有 情况 下 参数 估计 都 收敛 很 好 ， 将 测量 和 计算 得 到 的 瞬 态 函数 进行 比较 ， 结 果 吻 合 得 很 好 。 


93[°C] m, [kg/h] T [°C], K,[K- h/kg] 





(24. 2.24) 
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网 24. 38 ”蒸汽 流量 变化 A ms 后 的 结果 


a) 蒸汽 流量 变化 下 测量 的 瞬 态 函数 b) 由 瞬 态 函数 得 到 的 参数 估计 








参数 可 变 的 局 部 线性 模型 
由 于 热 交换 器 的 特性 受 流 量 的 影响 很 大 ， 稳 态 特性 和 动态 特性 对 于 变化 的 流量 都 是 非 线 
性 的 。 为 了 建立 能 适用 于 较 大 运行 范围 的 模型 ， 首 先 利 用 LOLIMOT 局 部 线性 神经 网 络 模型 
来 描述 额定 的 工作 特性 ， 并 应 用 于 第 24. 2. 4 节 所 用 的 汽水 热 交 换 器 。 利 用 幅度 调制 PRBS 
信和 号， 对 两 种 流量 同时 进行 大 范围 的 激励 ， 使 用 LOLIMOT 模型 辨识 方法 ， 确定 水 出 口 温度 
4 ,关于 水 体积 流量 VV, 、 蒸 汽 质量 流量 m, 和 进口 温度 办 ,的 动态 模型 (Balle, 1998) 。 
这 样 就 得 到 关于 水 流量 的 10 个 局 部 线性 模型 ， 利 用 7 =1s 的 采样 时 间 ， 采 用 如 下 的 二 
阶 动态 模型 是 足够 的 。 
Dio(k) = -aı(z)dıo(k - 1) — a2(z)®io(k — 1) 
+ b11(z)ms(k — 1) + by2(z)rig(k — 2) (24.2.25) 
+ bay (zZ) Vi (k — 1) + b31 (zi (k — 1) + co(z) 


其 中 ， 参 数 与 工作 点 z = 了 有 关 


10 10 10 
ay(Vi) = IBM), bull) = Do bow V), coVi) = > cod; V) (24.2.26) 
j=l j=l j=1 


HH, P 是 LOLIMOT 模型 的 加 权 函 数 。 
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图 24. 39 给 出 得 到 的 稳 态 出 口 温度 与 两 个 流量 之 间 的 关系 。 从 辨识 出 来 的 模型 中 ， 可 以 
获取 3 个 增益 和 1 个 主 时 间 常 数 ， 部 分 展示 于 图 24. 40 中 。 水 流量 低 时 ， 与 工作 点 的 相关 性 
特别 大 ， 稳 态 增 益 和 时 间 常 数 变 化 大 约 有 4 倍 。 


9 [°C] 






Ý, (mth ae ri, kg/h] 




















0 
到 24. 39” 热 交换 器 水 出 口 温度 关于 水 和 蒸汽 流量 的 稳 态 关系 图 
Kas [°C h/kg] T,, [°C] Ka [-] 
0.25 | nk 0.96 
2: E 
0 30 f> 0.92 |- 
0.15 JO E E 5 
01 0.88 |- 





ee pac pi Pe 0.84 | 3 
02 4 6 8 10 12 02 4 6 8 10 12 02 4 6 8 10 12 
V, [m’/h] V, [m’/h] V, [m’/h] 


图 24.40 KiK O Yh Bj he Pt E ZY A AS Ba A NY TB) AL 





24.2.5 空调 

本 节 考 虑 的 空调 系统 包括 加 热 器 和 加 湿 器 ， 见 图 24. 41。 利 用 热 水 供给 ， 以 控制 交叉 流 
热 交 换 器 之 后 的 空气 温度 。 在 加 湿 器 内 部 ， 利 用 水 的 雾 状 流 来 控制 温度。 图 24. 42 给 出 了 过 
程 的 测量 值 ， 由 于 系统 是 线性 MIMO 过 程 ， 为 了 不 增加 相关 的 输入 信和 号， 将 用 于 第 一 个 输入 
上 的 PRBS 与 正 交 PRMS 相 加 ， 以 获得 另 一 种 输入 信号 。 基 础 PRBS 信号 的 时 钟 时 间 为 A = 
1， 测 量 时 间 为 7 =195s。 选 用 简化 的 P 规范 型 模型 作为 模型 结构 ， 通 过 行列 式 检验 估计 模 
型 的 阶 次 和 迟延 ， 得 到 mj =2, d,=0, d»=0; m,=1, d, =0，d =0。 然 后 ， 利 用 COR - 
LS 法 ， 辨 识 得 到 如 下 模型 (Hensel，1987): 






































eu A - 0.0509z + 0.06032”? 
IT AU) 1-0.83332-1 + 0.149322 

El) = E 0.067227! — 0.013627? 
212) = Aus) 1 — 0.833321 40.149322 
A Aro 0.231921 

G = = — 
20) = ADC 10306927 

2 Ad 0.010727! 

G11(z) = = 


AUps(z) 1—0.3069z-! 
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估计 参数 为 : Ki, = 0.3520， 天 。= - 0.2557, Ka =0.3345, K, =0.0154, Klik AU, (z) 与 
Ap\v(z) 的 耦合 是 可 忽略 的 。 














热 交换 器 燕 发 器 供 气 









































图 24.41 空调 单元 示意 图 (空气 质量 流量 MA =500 m’/s) 








AG, [°C] 


2.5 
0 
-2.5 3 t [h] 


Ag, [%] 





图 24.42 空调 单元 的 测量 值 
工作 点 : Ou =30T, Pu =35C, T =1 min, 测试 信号 幅 值 ; u =1V， =0.8V 


24.2.6 ”旋转 式 干燥 器 


如 文献 (Mann, 1980; Isermann, 1987) 所 描述 ,通过 辨识 获得 了 用 于 糖 料 甜菜 的 
旋转 式 干燥 器 模型 ， 过 程 模 型 的 输入 是 燃料 供应 mr ， 输 出 是 干燥 物质 量 yow。 由 于 过 程 的 
干扰 很 大 ， 因 此 利用 短 测 量 时 间 的 数据 获得 的 辨识 结果 不 是 最 优 的 。 但 是 ， 如 图 24. 43 
所 示 ， 经 过 大 约 6h 较 长 的 辨识 时 间 ， 过 程 输出 测量 值 与 模型 输出 吻合 得 很 好 。 直 流 分 量 
的 估计 差异 可 解释 为 由 于 受 大 的 干扰 所 造成 。 利 用 COR - LS 辨识 方法 ,得 到 过 程 模 型 为 

GQ) = 1.1527! + 1.5222 — 0.542”? 十 0.27z-4 + 0.27275 本 
1 一 2.01z-1 十 1.27z-2 — 0.2423 + 0.0724 一 0.07z-5 
也 见 图 24.45。 根 据 图 24. 44 所 示 的 计算 的 阶 跃 响应 可 以 看 出 ， 结 果 模 型 具有 全 通 特性 ， 且 
包含 迟延 。 




















(24.2.27) 
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m, [Uh] 
3,9 
3,6 
3,3 
You [%] 仿真 P 


Ayou [%] 





12 “a ee 


10 Po 





0 1 2 3 4 tih] 


图 24.43 ”用 于 旋转 式 干燥 器 模型 辨识 的 信号 。 图 24.44 根据 辨识 模型 计算 的 阶 跃 响应 











是 旋转 式 干燥 絮 调 节 量 燃料 质量 流量 





co -0.0610 oo 
Rs[V] 


0.4918 





图 24. 45 ”旋转 式 干 燥 絮 的 自 相 关 函 数 和 互相 关 孙 数 
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24.2.7 “引擎 试验 台 

为 了 设计 转 和 矩 或 速度 控制 器 ， 需 要 建立 内 燃 引 擎 试验 台 的 动态 模型 。 图 24. 46 是 试验 台 的 
结构 布置 图 ， 包 括 直 流 电动 机 、 弹 簧 钓 环 离合 器 、 皮 带 传送 、 转 矩 变 送 器 以 及 内 燃 引 苟 连接 试 
验 台 的 法 兰 。 利 用 拉力 器 给 内 燃 引擎 加 上 动态 负载 转 矩 ,通过 调整 其 形状 可 以 应 对 某 种 驱动 振 
荡 。 为 了 设计 合适 的 控制 器 ， 需 要 过 程 精确 的 动力 学 线性 模型 ， 过 程 输入 信号 是 直流 电动 机 的 
电 枢 电流 六， 输出 信号 是 利用 转 矩 变 送 器 测量 的 转 矩 Mj，( Voigt，1991; Pfeiffer, 1997), 













































































皮带 轮 P1 离合 器 
Ja Je: Ea, 
O| O| HLS 
直流 电动 机 At 
于 速度 控制 ES 
的 速度 传感器 2 
z 3 3 z EHS | 
2 Ja 
皮带 轮 P2 Im Cr 
J, 
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图 24.46 引擎 试验 台 的 结构 图 
图 24. 47 给 出 引擎 试验 台 的 动力 学 方块 图 ， 具 有 5 个 转动 惯量 ， 通 过 弹簧 /阻尼 组 合 斐 
合 。 深 柱 轴承 内 的 摩擦 以 粘 淖 摩擦 进行 建 模 ， 其 线性 特性 可 用 线性 状态 空间 模型 描述 : 
Je Ji Ja J J 
d, d 





























Ce 
Hs lis a | | Le 
M 7 7 on M” 
图 24.47 引擎 试验 台 的 旋转 动力 学 特性 示意 图 
x) = Ax() + but) + gnf) (24.2.28) 
y(t) = Cx(t) (24. 2. 29) 
其 中 ,输入 w(t) AHA T(t), FH n t) el ERE M a), AL 
x(t)" = (or, Agrr(t) w(t) Appp() opi (t) Age(t) @pc(t)) (24. 2. 30) 
y(t) = (Mrr(t) wp2(t)) (24. 2.31) 
模型 参数 为 
dır+d d 

~ euer ee ae aon 0 0 0 0 

一 1 0 0 0 0 

QT —err _dentdrıtder CBD ispden 0 0 

Jr Jr Jr P2 Jr 

A= 0 0 一 1 0 igp 0 0 

0 0 isnden ippcpp fandsn+dcet+der ce dc 

Jpi Jpi Jri Ja Ja 

0 0 0 0 —1 0 1 

0 0 0 of -5 Apie 


(24. 2.32) 
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pt = (000000) (24. 2. 33) 
Joc 
eef (24. 2. 34) 
传递 函数 矩阵 可 由 下 式 确定 : 
G(s) =C(sI-—A)'b (24. 2.35) 
BRI) AHA, Mal OAM, BE 7 阶 的 : 
b his 
“Opa nee, Ce) 
传递 函数 的 参数 依赖 于 系统 的 物理 参数 ， 这 些 变量 的 含义 : 
Poe 直流 磁 链 J 转动 惯量 
C 弹 得 刚度 d 阻尼 系数 
w 旋转 速度 P 角度 
M FRIE I 电流 
下 标的 含义 
BF 轴承 摩擦 P2 皮带 轮 P2 
DC 直流 TT TE TBST ait 
C 离合 FL 法 兰 
Pl 皮带 轮 Pl mot 测试 引擎 
BD 皮带 传动 


传递 函数 的 零 极 点 分 布 见 图 24.48, A3 对 共 斩 复 极点 、1 个 实 极点 和 1 个 实 零点 。 由 

此 可 以 分 辨 出 自然 角 特 征 频率 : 离合 器 为 o。。， 转 矩 变 送 右 为 Oorr KEN o. go BIBIE 
合 元 件 为 无 阻尼 二 阶 系统 ， 其 特征 频率 可 确定 为 

1800 








1200 上 一- 





Im{G(io)} [Vs] 
© 





一 40 -30 20 -10 0 
Re{G(io)} [1/s] 
图 24.48 引 敬 试验 人 台 传 递 函数 的 零 极点 


1 J J 
foc = fy Ei): = 154.7 Hz (离合 器 ) (24. 2.37) 
D Pl 
1 /cgp(Jpc + Jri) + igp(Jp2 + Jr) 
ef SBD Ns AT pin 24. 2. 38 
foso 2n \ (JocJpi)(Jp2 + JFL) 2 (BER) í } 
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1 jcrr(vpz +J 
fort = TERE = 154.7Hz( 离 全 器 ) (24. 2. 39) 
P24 FL 


图 24.49 是 无 引 警 时 系统 的 测量 频率 响应 ， 从 图 中 可 以 清晰 地 辨认 出 3 个 共振 频率 皮 
带 约 为 4$ Hz， 离 合 器 为 120 Hz， 转 矩 变 送 器 为 250 Hz。 结 果 显 示 ， 模 型 和 测量 啊 应 之 间 吻 
合 得 很 好 (Isermann et al, 1992; Pfeiffer，1997 ) 。 得 到 的 模型 可 以 用 于 设计 与 内 燃 引 擎 相 
关 的 数字 转 抢 控制 器 ， 利 用 精确 的 动力 传动 系 模型 可 以 补偿 试验 台 频 率 到 12 Hz 的 动力 学 
FHE, 
































ae 





IGGo)| [-] 


f [Hz] 


图 24. 49 试验 台 机 械 部 分 的 测量 频率 响应 ,输入 是 电流 1 (t) ， 输 出 是 转 矩 Mi (2) 








24.3 汽 





汽车 是 另 一 个 令 人 关注 的 应 用 领域 ， 在 这 个 领域 利用 实验 建 模 可 以 获得 很 大 的 益处 。 尽 
管 车 辆 动力 学 利用 单轨 或 双轨 模型 可 以 很 好 进行 建 模 ， 但 是 要 解析 地 导出 模型 参数 却 非 常 困 
难 。 另 外 ， 描 述 质量 分 布 和 车 轮 -道路 -摩擦 等 许多 参数 是 随 着 时 间 变 化 的 ， 比 如 负载 变 
化 ,或 者 道路 表面 受 天 气 影响 或 干 或 湿 或 结 冰 。 因 此 ， 先 进 的 车 辆 动力 学 系统 必须 能 适应 车 
辆 参数 的 变化 。 

本 节 下 面 论述 的 例子 包括 车 轮 悬 挂 系统 和 轮胎 的 参数 估计 。 这 两 个 都 是 关键 的 安全 系 
统 ， 因 此 它们 的 部 件 状态 知识 对 监控 这 些 部 件 是 十 分 有 用 的 。 男 一 个 关键 的 安全 系统 是 制 动 
系统 ， 本 节 也 会 讨论 它 的 建 模 和 辨识 问题 。 

最 后 ， 还 将 讨论 内 燃 引擎 ， 随 着 越 来 越 严格 的 排放 要 求 ， 内 燃 引 警 的 执行 需 数 量 不 断 增 
加 ， 使 得 这 些 系 统 成 为 真正 的 〈 非 线性 ) MIMO 系统 。 


24.3.1 车 辆 参数 估计 


本 节 讨 论 车 辆 参数 估计 问题 。 就 先进 的 车 辆 动态 控制 系统 来 说 ， 对 车 辆 参数 估计 是 很 有 
兴趣 的 ， 可 以 为 基于 模型 的 控制 算法 提供 自 适应 模型 。 
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一 个 简单 又 足够 精确 的 模型 是 单轨 模型 
(Milliken and Milliken，1997) ， 用 它 可 以 描述 侧 向 
加 速度 达到 约 ay <0. 4g 的 汽车 动态 特性 。 相 比 于 
双轨 模型 ， 单 轨 模 型 将 每 个 轴 的 两 个 轮子 组 合成 
轴 中 心 的 一 个 轮子 ， 而 且 假 设 车 辆 的 重心 在 道路 
表面 上 ， 也 就 是 车 辆 不 会 滚动 ， 还 假设 轮胎 表面 
与 道路 之 间 的 力 累积 和 滑脱 角 的 关系 是 线性 的 。 
由 于 这 些 简化 的 假设 ,单轨 模型 不 总 是 具有 足够 
的 允 真 度 ,但 它 对 正常 驾驶 员 可 能 经 历 的 多 数 情 
况 是 够 用 的 。 

图 24. 50 是 客车 的 坐标 系统 ， 用 它 来 解释 下 











图 24. 50 道路 车 辆 的 坐标 系统 
(Halbe, 2008; Schorn, 2007) 








文 所 要 用 到 的 符号 : x、y、z 表示 车 的 三 个 侧 向 自由 度 ，p 表示 翻滚 角 , y RRRA, OR 


示 俯 仰角 。 


轮胎 -道路 表面 相互 作用 的 轮胎 特性 见 图 24. 51 ， 由 此 可 见 转 向 摩擦 力 与 滑脱 角 成 为 非 


线性 关系 ， 但 侧 向 滑脱 角 比 较 小 时 ， 可 以 假设 转向 力 与 侧 向 滑脱 角 之 间 是 线性 的 。 


转向 力 F 


Ca, 

















偏 角 a 











图 24.51 滑脱 角 和 轮胎 特性 的 定义 (Halbe, 2008; Schorn, 2007) 


基于 车 辆 的 力 和 力矩 平衡 ， 可 以 导出 单轨 模型 (ILE 24.52): 


2 


D’ Alembert 惯性 力 





mn sind —mvcosB + Fy + Fyrcosd — Fypsind = 0 


轮胎 力 


2 
ee cos  — mù sin P + Fyr + Fyre sind — Fypcosd = 0 


R 
D’ Alembert 惯性 力 


轮胎 力 


Ib + (Fyrcosö + Fr sin dls = Fynin =0 


另外 ， 有 如 下 的 运动 学 关系 : 


(=) (Zoe) Ga 
a, = arctan{ — | = arctan{ ——————— | x | ———————_ 


ee v cos f 


v cos f 





lew + vsin ß lw +vsinB 
ar = ô — arctan xô 


v cos B 


v cos f 


(24.3.1) 


(24. 3.2) 


(24. 3.3) 


(24.3.4) 


(24. 3.5) 
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图 24.52 ”车辆 单轨 模型 示意 图 (Halbe, 2008; Schorn, 2007) 
它 提供 前 后 轮胎 的 滑脱 角 。 由 此 可 以 确定 侧 向 轮胎 力 为 
fyr = = Corr (24. 3.6) 
Jyt = Cats (24.3.7) 
最 后 ， 单 轨 模 型 可 以 写成 状态 空间 模型 形式 ; 


Carl? + Carly Catlp+ Carlı i Caflt+Carlr 
Y 三 Juv J, y Z a 
(5) -catli M0? tearl carltmotca (8) Gat jr 043.8) 


mv? mv mvis 














这 些 方 程 所 用 的 符号 如 下 : 


m 质量 速度 


R 瞬时 半径 B 滑脱 角 
6 转向 角 J 转动 惯量 
l 长 度 a 侧 向 请 脱 角 
Ca 侧 偏 刚度 a 

所 用 的 下 标 如 下 : 
fl 左前 fr 右前 
rl 左 后 ir Aa 


ME, FY DA aa eS A PY SR HS R LB OO A] 24. 53 
所 示 ， 从 中 可 以 看 到 模型 输出 与 测量 值 之 间 吻 合 得 很 好 。 更 多 细节 可 参阅 文献 ( Wesemeier 
and Isermann，2007; Halbe, 2008; Schorn, 2007) 。 


24.3.2 制 动 系统 

本 节 关 心 客车 液压 制 动 系统 的 建 模 和 辨识 ， 该 系统 的 示意 图 见 图 24. 534。 驾驶 员 脚 踩 的 
H, 通过 真空 制 动 助力 器 放大 ， 然 后 传递 给 制 动 主 氏 ， 通 常 它 直 接 安 装 在 真空 制 动 助力 器 
上 。 制 动 主 红 被 中 间 的 活塞 分 成 两 个 单独 的 腔 室 ， 两 条 分 开 的 管 路 从 制 动 主 氏 连 到 液压 控制 
单元 ， 那 里 安装 防 抱 死 制 动 系统 、 牵 引力 控制 系统 等 系统 的 所 有 阀门。 四 条 管 路 从 这 个 单元 
PEPE SIO SEF HE FEZ RE HI SNP, Hl Be ay AE re hil oy Be, AE aE SF 
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继而 使 车 辆 减速 。 更 多 详细 的 信息 可 参阅 文献 (Robert Bosch GmbH, 2007; Burckhardt, 
1991; Breuer and Bill, 2006) 。 





5 10 15 20 25 
一 测量 值 t[s] 
i 单轨 模型 


24.53 ”利用 单轨 参数 模型 进行 驾驶 操作 (Halbe, 2008; Schorn, 2007) 
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| eRe ila) 
ea tsi 真空 制 动 助力 器 后 
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RABS, TCS 和 ESP 系统 








图 24. 54 车辆 液压 制 动 系统 示意 图 ”液压 子 系统 
液压 子 系统 
下 面 ， 推 导 客 车 制 动 系统 试验 合 (24.55) 上 的 制 动 系统 液压 子 系统 的 详细 模型 。 该 
模型 描述 成 非 线 性 状态 空间 模型 ， 系 统 动力 学 特性 用 一 组 一 阶 非 线性 微分 方程 描述 





x =a(x)+ Bu (24. 3.9) 
模型 输出 写成 
y=e'x+d'u (24. 3. 10) 
这 里 及 本 节 下 文 所 用 的 符号 如 下 : 
V 体积 
『 体积 流量 








© AE: ABS (Anti-lock Braking System) 防 抱 死 制 动 系统 ，TCS (Traction Control System ) 牵引 力 控制 系统 ， 
ESP (Electronic Stability Program) 电子 稳定 系统 。 
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Re im dit. BAAD 

R, 层 流 阻 力 

L 液压 流体 惯性 
C FIELEN 
P 压力 
下 标 表 示 : 

fl 左前 

fr 右前 

rl 左 后 

rr 右 后 

I HEREZE 1 
II HEEE 2 


whe 车 轮 制 动向 





24.55 Darmstadt 工业 大 学 ， 自 动 控制 与 机 电 一 体 化 研究 所 (Institute of Automatic Control 
and Mechatronics， 简 称 IAT) ， 制 动 系统 试验 台 (Straky, 2003) 








操作 制 动 踏板 ， 制 动 主 饶 将 一 定量 的 制 动 液 推进 各 自 的 车 轮 制 动 甜 ， 油 液 的 排出 量 及 排 

出 这 个 量 的 时 间 变 化 率 选 作 系统 模型 的 状态 
x = (Va Va Vic Vie Va Va Ver Ver)" (24.3. 11) 

WRZE, Hil SE a AYE eA PR SER, WRT RAR, HE SS SH SI 
WRIA RE. TRUS Pe a PT RSS ER, Ar TE ER, RER 
与 流向 有 关 ， 因 此 建 模 必须 考虑 到 流向 。 长 的 连接 管线 会 导致 层 流 损失 ， 和 车 轮 制 动 氏 要 按 可 
压缩 容积 进行 建 模 。 这 样 会 再 次 造成 汽 年 壁 和 卡 钳 的 加 宽 ， 以 及 制 动 块 、 制 动 盘 和 人 制 动 液 随 
着 压力 增加 的 压缩 。 

系统 的 动力 学 特性 可 写成 
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Va 
Roa. Rous, 1 Va 






































V, Vj dt 
La aa La ° Laj Ca(Va) 
Vir 
RTL,fr „2 Ri tr 1 Ver 
“e Teer Cr (Vs) 
a(x) = fr fr Y fr fr" fr (24. 3: 12) 
rl 
Rtas Runs 1 J Va 
Sy a dt 
Lu Ly Ly Ca(V-1) 
RT, 2 Ru, y 1 J Vr 
a |e A ee 
Lle TR tc) Go" 
fay A OP An EM B 定义 为 
1 1 T 
0 0 0—0—0 0 
B= De (24. 3. 13) 
0 一 00000 一 
La Ly 
控制 输入 为 制 动 主 和 两 个 腔 室内 的 压力 
je (| (24. 3. 14) 
PI 
模型 的 输出 选 为 总 排出 容积 ， 它 是 单个 排出 容积 之 和 ， 利 用 如 下 的 用 输出 分 布 向 量 计算 得 到 
cI=(10101010) (24. 3.15) 
直接 馈 通 向 量 为 
d” = (Cn Cı) (24.3.16) 


前 面 已 经 提 到 ， 由 于 有 回流 阀 ， 液 压 控制 单元 的 压力 - 流量 特性 与 流向 相关 ， 因 此 汕 流 
阻力 写成 





Rmi Vi > 0 
Rri Vi <0” 

现在 ， 基 于 图 24.55 试验 台 的 测量 数据 ， 利 用 迭代 优化 方法 ， 可 求 得 模型 的 各 种 参数 。 
得 到 的 模型 有 很 高 的 准确 度 ， 这 从 图 24. 56 所 示 的 仿真 结果 可 以 看 出 。 更 多 的 细节 在 文献 
(Straky et al, 2002; Straky, 2003) 中 有 描述 。 

真空 制 动 助 力 器 

制 动 盘 需 要 较 大 的 操作 力 ， 因 此 要 采取 一 些 办 法 将 驾驶 员 的 控制 力 放 大 ， 一 种 简单 有 效 
的 设计 就 是 使 用 真空 制 动 助力 器 。 真 空 制 动 助力 器 除了 用 于 放大 驾驶 员 的 输入 力 外 ， 还 用 作 
制 动 系统 中 辅助 制 动 的 执行 设备 (Kiesewetter et al，1997) ， 在 紧急 情况 下 发 起 完全 制 动 。 

图 24. 57 给 出 了 真空 制 动 助力 器 的 剖面 图 ， 描 绘 了 真空 制 动 助力 器 的 不 同 部 位 ， 其 照片 如 
图 24. 58 所 示 。 驾 驶 员 踩 踏 的 脚 力 通过 连 杆 提供 给 真空 制 动 助力 器 ， 真 空 制 动 助力 器 利用 隔 板 
分 成 两 个 腔 室 ， 其 中 真空 腔 室 始终 保持 在 明显 低 于 大 气压 力 的 某 压 力 下 ， 工 作 腔 室 的 压力 由 安 
装 在 真空 制 动 助 力 器 内 的 气动 阀 控 制 。 这 些 气 动 阀门 可 以 打开 或 关闭 从 工作 腔 室 到 真空 腔 室 
(图 24.59a) 或 者 从 工作 腔 室 到 周围 环境 (图 24. 59b) 的 气流 通路 ， 气 动 阀 的 打开 和 关闭 由 反 
作用 垫圈 (俗称 “ 华 司 (washer)”) 控制 ， 这 个 垫圈 其 实 就 是 一 个 弹性 橡胶 盘 。 从 周围 环境 
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Rri = i € {fl, fr, rl, rr} (24. 3.17) 



































吸入 的 空气 经 过 空气 过 滤 需 过 滤 ， 因 此 是 清洁 的 。 对 于 火花 点 火 引 敬 ， 真 空 压力 取 自 进 气 牙 
管 ; 对 于 柴油 引擎 ， 真 空 压力 由 真空 泵 提供 。 为 了 在 试验 台 (12455) 上 操作 ， 真 空 制 动 助 
力 器 由 隔膜 泵 提供 真空 压力 ， 因 此 这 个 试验 台 设 备 类 似 于 装 有 柴油 引擎 的 车 辆 。 
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图 24. 59 ”助力 器 
a) 制 动 阶段 b) 释放 阶段 
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空 制 动 助力 器 两 个 腔 室 的 压 差 施 压 在 隔膜 上 ， 通 过 推 杆 传送 给 制 动 主 缸 。 关 于 真空 制 
器 更 加 详细 的 描述 ， 读 者 可 参阅 (Robert Bosch GmbH, 2007; Burckhardt, 1991; 
Breuer and Bill, 2006) 。 








下 文中 各 变量 记 作 : 

p 压力 V 体积 

m 质量 R 气体 常数 
T 温度 x 位 移 

A 面积 Ay 阀 开 度 面积 
o 密度 v 速度 

下 标记 作 

vc 真空 腔 室 we 工作 腔 室 
mem 隔膜 ， 也 就 是 膜 隔 板 amb 环境 

link 连 杆 


正如 上 一 节 指 出 的 ， 真 空 制 动 助力 器 由 两 个 腔 室 组 成 ， 可 按 气动 存储 设备 进行 建 模 
(Isermann, 2005) 。 ee 体 状 态 方程 来 描述 : 
p(t)V(t) = m(t) RairT (24. 3. 18) 
其 中 , p 为 压力 , V 为 当前 的 密闭 容积 ，m 为 密闭 空气 的 质量 ，R,, 为 气体 常数 ，7 为 温度 。 
质量 mn 选 作 守 恒 量 ， 根据 真空 腔 室 的 初始 容积 Vo 和 隔 板 的 位 移 x,,,， 可 求 得 真空 腔 室 
(ve) 的 容积 》 











We = Vc,o — Xmem Amem (24. 3. 19) 
式 中 ，4,, 为 隔 板 的 横 截 面积 。 假 设 体积 和 压力 的 变化 为 等 温 的 ， 根 据 选 作 守 恒 量 的 密闭 空 
所 质量， 真空 腔 室内 的 压力 可 计算 为 

















Myc RairT 


o> (24. 3. 20) 
实际 的 密度 为 

Myc 

Ove = Ve (24.3.21) 
对 于 工作 腔 室 (we) ， 可 导出 类 似 的 方程 
Vive = Ywe,0 + Xmem Amem (24. 3. 22) 
MweRairT 

Vwe 

_ Mwe 
Qwc = Vc (24. 3. 24) 


现在 ， 对 气动 阀 进行 建 模 ， 为 此 需要 引入 Bernoulli 方程 (Isermann, 2005), (Rive Mk 
为 正 夺 的， 因为 空气 的 特性 可 用 正 压 流体 来 近似 。 在 这 种 情况 下 ，Bernoulli 方程 写成 


[S+(a+2+u)-(n+t+0) <0 (24. 3.25) 
第 一 项 的 影响 可 以 忽略 ， 它 描述 的 是 加 速 导致 的 压力 损失 ，P, 项 (ie 11,2}) 描述 的 是 压 
缩 和 膨胀 阶段 相应 的 能 量 消耗 ， 它 们 可 计算 为 


Pid Pid 
Pr =| < 二 RaT | = RaT in( 2) (24. 3. 26) 
po Q PO P Po 
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将 Bernoulli 方程 应 用 到 从 点 1 到 点 2 的 流量 通路 ， 如 图 24. 59 所 示 ， 得 到 





1 v? 2 
RaT m( 全) +4-2=0 (24.3.27) 


点 1 位 于 外 部 环境 中 ， 因 此 假设 速度 ov 小 得 可 以 忽略 ， 并 设 定 压力 p ARKAE Pambo 
点 2 位 于 工作 腔 室 内 ， 因 此 压力 p, 等 于 p,。。 现 在 ,可 以 求解 式 (24.3.27)， 得 到 wb 为 





RaT in( 2) (24.3.28) 
Pw 





那么 ， 进 入 工作 腔 室 的 质量 流量 可 求 得 

Mwe = 4vlCwcu2 (24. 3.29) 
HF, Ay AB SE 2) SES TIER EZ A A A BEAR, EW, A h 
THE Hes 25 5 8 EAZA RPE, TELE 24.59 所 示 ， 可 得 到 




















Rec T in( =) (24. 3. 30) 


Myc = —Mwe = 4vzQvcV3 (24. 3.31) 
两 个 阀门 的 有 效 横 截 面积 是 隔膜 和 踏板 位 移 的 函数 ， 根 据 试 验 台 的 实验 数据 可 以 计算 有 效 腔 
室 的 压力 ， 得 到 的 阀门 特性 如 图 24. 60 所 示 。 为 了 进行 辨识 ， 利 用 仿真 和 实际 腔 室 压力 之 间 
的 输出 误差 数据 ， 使 用 迭代 优化 方法 ， 具 体 采用 Gauss - Newton 算法 ， 其 导数 通过 数值 计算 
求 取 ， 模 型 结构 采用 物理 和 黑箱 混合 的 模型 ， 气 动力 学 特性 用 物理 建 模 ， 阀 门 开 度 函 数 采用 
黑箱 函数 建 模 。 更 多 的 细节 可 参见 文献 ( Muenchhof et al，2003)。 
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图 24. 60 Has Wah 
a) 阀 1 开 度 函数 b) 阀 2 开 度 函数 














24. 3.3 汽车 悬挂 


悬挂 以 及 下 节 所 讲 的 胎 压 对 车 辆 动力 学 有 很 大 的 影响 ， 因 而 是 高 度 安全 依 关 的 。 下 面 提 
出 辨识 技术 ， 可 用 来 辨识 车 辆 悬挂 和 胎 压 的 特性 以 及 对 这 些 部 件 进行 监控 。 

对 于 技术 检查 等 服务 站 的 应 用 或 者 在 驾驶 状态 下 的 应 用 ， 使 用 易于 测量 的 变量 是 十 分 重 
要 的 。 如 果 将 辨识 方法 用 于 技术 检查 ， 那 么 额外 增加 的 传感器 必须 容易 在 车 上 安装 。 对 于 在 
线 辨识 ， 应 使 用 用 于 悬挂 控制 的 现 有 变量 。 满 足 这 些 要 求 的 变量 有 : 车 体 和 车 轮 的 垂直 加 速 
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Bez, Mey. SEHEN zw -种 。 另 一 点 很 重要 ， 辩 识 方法 需要 的 车 型 先 验 知 识 只 能 很 少 。 


pu [mbar] 


Pw: [mbar] 





图 24. 61 模型 输出 与 过 程 输 出 的 比较 





车 辆 悬挂 系统 的 简化 模型 (四 分 之 一 车 辆 模型 ) 示意 图 如 图 24. 62 所 示 。 根 据 受 力 平 

衡 ， 有 下 列 方程 ; 
mpip(t) = cg(zw(t) — ze(t)) + dp (w(t) — Zn) (24. 3. 32) 
mwäw(t) = —ca(zw(t) - ze(t)) — de (Zw(t) — ZB(t)) + ew(r() - zw(t)) (24.3. 33) 


Zp— Zw 





图 24. 62 ”四 分 之 一 汽车 模型 
a) 四 分 之 一 汽车 b) 机 械 系统 示意 区 























本 节 用 到 的 符号 : 

Gia bi 传递 函数 参数 Fy 车 轮 力 

Ch 车 身 弹 簧 刚度 My 车 身 质量 

cy 轮胎 刚度 Pw 车 轮 压 力 

dy 车 身 阻尼 系数 r 道路 位 移 

Fi 共振 频率 Zu 垂直 车 身 位 移 
Fe 库仑 摩擦 力 Zw 垂直 车 轮 位 移 
Fy 阻尼 力 A ZwB = Zp - Zw TERE 
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F, 弹簧 和 阻尼 力 
对 小 的 车 轮 ， 阻 尼 一 般 是 可 以 忽略 的 。 被 动 悬挂 和 半 主 动 悬挂 及 其 模型 参见 文献 (Iser- 
mann, 2005) 。 

般 而 言 ， 减 震 器 的 力 与 速度 的 关系 是 非 线 性 的 ， 它 通常 是 递减 的 ， 而 且 与 活塞 的 
运动 方向 强 相关 。 另 外 ， 应 将 阻尼 融 的 库仑 摩擦 考虑 进来 。 为 了 近似 这 个 特性 ， 可 将 特 
性 阻尼 曲线 分 为 m 段 ， 作 为 活塞 速度 的 函数 。 考 虑 这 m Be, 与 式 (24.3.32) 比较 ， 可 
得 到 如 下 方程 : 








Cd, 
Mia (Zw = Za) + {È (zw -— zs) + aa 5 
AH, Fo RCRA MN, d, ;表示 每 段 的 阻尼 系数 。 利 用 式 (24.3.34), BIJE at 
曲线 可 以 用 标准 的 参数 估计 算法 通过 测量 车 身 加 速度 z。 和 悬挂 挠 度 zw -zs 来 估计 ， 其 中 速 
FE zw -zs 可 以 由 数值 求 导 得 到 。 另 外 ， 和 车 身 质量 ms 和 弹簧 刚 度 cs, 只 能 估计 其 中 的 一 个 ， 
另外 一 个 必须 先 验 已 知 。 利 用 式 (24.3.32) 和 式 (24. 3. 33 ) ， 可 以 得 到 用 于 参数 佑 计 的 其 
他 方程 ， 例 如 利用 式 (24.3.35), ， 可 以 估计 轮胎 刚度 cy 


dpi C C 1 
Zw — Zp = ——(w — Zn) - — (Zw ze) + tr — zw) Foi (24. 3.35) 
mB mB CB Cw 


该 方程 的 缺点 是 ， 必 须 测量 道路 与 车 轮 之 间 的 距离 (r -zw ) 。 关 于 汽车 悬挂 的 建 模 和 辩 
识 还 可 参阅 文献 (Bußhardt, 1995; Weispfenning and Leonhardt, 1996) 。 

为 了 在 驾驶 的 车 辆 上 测试 上 述 方法 ， 在 一 辆 如 图 24. 63 所 示 的 中 型 车 Opel Omega EX 
装 传感器 ， 以 测量 车 身 和 车 轮 的 垂直 加 速度 以 及 悬挂 挠 度 。 为 实现 不 同 的 阻尼 系数 ， 在 车 的 
后 轴 上 安装 可 调节 的 减 震 器 ， 它 可 以 分 三 个 等 级 变化 。 图 24. 65 给 出 当 车 子 开 过 高 2 cm 的 
木板 时 (ILEI 24. 64) ， 在 不 同 的 阻尼 设置 下 ， 阻 尼 系 数 的 估计 变化 过 程 。 


m (24. 3. 34) 

















x 
= 


Sag Coane 


Al 24.63 用 于 模型 验证 和 参数 图 24. 64 在 木板 上 驾驶 实验 ， 用 于 
估计 的 驾驶 实验 车 激励 垂直 的 动态 特性 




















表 24.5 用 于 驾驶 实验 的 Opel Omega 车 的 技术 规格 








参数 数 值 
型 号 Opel Omega A 2.0i 
年 份 1993 
驱动 后 轮 驱 动 
最 高 速度 190 km/h 
引擎 4 fil OHC 火花 点 火 引 擎 
引擎 排 量 1.998 x10 -3 m’ 
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(8) 












































参 数 mx (A 
额定 功率 5200 rpm 时 ，85 x10-3 N+ m/s 
KAGE 2600 rpm R}, 170N + m 
KSAT -49N -m 
最 大 rpm 5800 rpm 
换 档 5 速 手动 换 档 
制 动 四 轮 盘 式 制 动 器 
转向 连续 球 助力 转向 
转向 传动 比 13.5 
轮胎 规格 195/65 R15 91H 
轮 载 规格 6J x15 
无 负载 车 轮 的 轮胎 半径 0. 320 m 
轮胎 转动 惯量 0.9kg + m? 
HUF Se Peet 44 ke 
E 46 kg 
长 度 4. 738 m 
宽度 1.760 m 
轴 距 2.730m 
Be 0.58 m 
5000 
4000 上 
z 3000 | 
县 
Z, 2000 I 
1000 由 
of 
-1000 Ë 
0 2 25 
t [s] 
图 24. 65 不 同 阻尼 设置 下 阻尼 系数 的 估计 (速度 约 30 km/h) 
在 大 约 2.5s 之 后 ， 佑 计 值 就 收敛 于 终 值 ， 阻 尼 系 数 估 计 值 与 直接 测量 值 大 约 相 差 
10% ， 在 不 同 阻尼 设置 下 估计 的 特征 曲线 如 图 24. 66 所 示 。 不 同 的 设置 情况 是 可 以 分 辩 开 

















的 ， 压缩 和 反弹 时 的 不 同 阻尼 
可 辩 的 。 更 多 的 结果 可 参见 文献 (Börner et al, 

下 面 ， 在 芍 驶 演习 中 调整 减 震 器 的 阻尼 特性 ， 
的 阻尼 系数 变化 。 图 24. 67 给 出 在 一 次 高 速 4 
一 阶 导数 zy -zs . zw 的 估计 
态 变量 滤波 需 计 算 , 


驾 过 程 中 30、60、90 Fil 120s 


村 征 尽 管 效果 不 如 直接 测量 的 特性 曲线 那么 明显 ， 
2001) « 


这 种 情况 下 递 推 





公路 试 芍 过 程 中 ， 悬 挂 挠 度 zw zu 
结果 ， 其 中 悬挂 挠 度 的 一 阶 导数 利用 状 
减 震 需 阻 尼 特 性 。 


之 后 ， 改 变 





no, 指数 遗忘 的 递 推 最 小 
约 10s 之 后 ， 该 递 推 参数 估计 就 能 适应 











但 还 是 清晰 











的 参数 估计 可 以 适应 相应 
悬挂 挠 度 的 


二 乘 算法 (RLS) 得 到 结果 非常 好 ， 在 大 
变化 的 阻尼 设置 ， 见 图 24. 68, 
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F [N] 











-1 -0.5 0 


0.5 1 
Azws [m/s] 








图 24.66 “不 同 阻尼 器 设置 下 阻尼 特性 的 估计 








0 30 60 90 
t [s] 
图 24. 67 ”高速 公 路 上 不 同 阻尼 设置 下 的 振动 测量 人 


azn 
BAT 


120 150 





d, [N-s/m] 


< 








t [s] 
] RLS 法 和 遗忘 因子 法 估计 的 阻尼 系数 





图 24.68 il 
0<ı<3s: 软 阻尼 配置 ; 30s < 上 <60s 和 90s <t<120s: P&R 

















GZ 





VERE (正常 状态 ) ; 
60s <t<90s Fil 120s <t< 150s: 硬 阻 尼 系 数 
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24.3.4 IBE 


台 压 对 车 辆 安全 也 是 非常 重要 的 物理 量 。Michelin 于 2006 年 在 安全 活动 “ 先 思 考 后 轰 
驶 ”中 进行 的 调查 表明 ， 在 20300 辆 被 检查 的 车 中 ， 只 有 6.5% 的 车 四 个 车 轮 都 具有 所 需 的 
台 压 ， 超 过 39.5% 的 车 至 少 有 一 个 车 胎 严 重 亏 气 (<1.5bar) (Bridgestone，2007) 。 众 所 周 
知 ， 在 轮胎 亏 气 的 情况 下 驾驶 车 辆 是 很 危险 的 。 首 先 ， 由 于 车 辆 动态 特性 变 差 ， 爆 胎 的 概率 
增加 ， 因 而 会 增加 事故 风险 。 由 于 亏 气 使 轮胎 变形 ， 造 成 轮胎 变 热 ， 结 构 变 得 不 稳定 ( Nor- 
mann，2000)。 男 外 ， 轮 胎 亏 气 还 会 增加 油耗 和 轮胎 磨损 。 

一 般 ， 胎 压 测 量 系 统 分 两 种 : 直接 测量 和 间接 测量 。 直 接 胎 压 测 量 系统 使 用 专门 的 压力 
传感器 (Normann, 2000; Maté and Zittlau, 2006; Wagner，2004) ， 由 于 传感器 直接 装 在 轮 
台 上 ， 它 暴露 在 极端 环境 条 件 下 ， 比 如 很 宽 的 温度 范围 和 大 的 加 速度 。 另 外 ， 传 感 器 的 供电 
和 数据 传输 会 增加 成 本 和 系统 复杂 性 。 因 此 ， 还 是 希望 采用 其 他 的 测量 原理 。 

间接 胎 压 测量 系统 的 基本 思想 是 ， 使 用 车 轮 或 基 挂 系统 的 测量 信号 ， 这 些 信号 在 车 辆 其 
他 动力 学 控制 系统 中 已 经 使 用 ， 并 已 有 测量 值 ， 比 如 车 轮 速度 ,在 ABS 系统 中 已 经 使 用 ， 
并 利用 车 轮 速度 传感器 进行 了 测量 。 除 了 车 轮 速 度 w， 还 可 以 利用 垂直 车 轮 加 速度 zw 来 求 
台 压 ,如 下 文 所 述 。 

扭转 车 轮 速 度 振 荡 

在 车 轮 外 壳 存 在 干扰 转 矩 M, , 这 个 转 和 矩 是 由 摩擦 系数 的 变化 以 及 路 面 高 度 的 变化 引起 
的 。 该 转 和 矩 作用 于 弹性 运动 轴承 上 导致 振荡 ,从 外 过 上 的 车 轮 速度 w, 传递 给 轮轴 上 的 车 轮 
速度 w (Persson et al,2002 ; Prokhorov ,2005 ) 。 

图 24. 69 为 扭转 车 轮 振荡 动力 学 特性 示意 图 。 和 车 轮 和 轮轴 之 间 的 弹性 运动 学 用 扭转 刚度 
cl 和 扭转 阻尼 d, 来 描述 ,车轮 和 轮 罗 的 转动 惯量 分 别 用 九 和 扩 来 表示 。 利 用 这 些 量 , 可 给 出 
从 干扰 转 矩 M, 到 车 轮 速度 w 的 传递 函数 
os) _ dis +c; 

Mals) jrdms3 + (I + Im)dis? + (I + Im)cis 
其 中 ,扭转 刚度 c) 受胎 压 影响 。 胎 压 的 变化 可 以 通过 对 车 轮 速 度 信 号 进行 分 析 检 测 到 。 为 
检测 胎 压 的 变化 ， 需 要 求 车 轮 速度 o 的 频谱 。 这 可 以 通过 参数 谱 分 析 方 法 来 实现 。 











































































































G(s) = (24. 3. 36) 























图 24.69 ”扭转 车 轮 振 荡 模 型 
将 滤波 器 G(z) 建 模 为 自 回 归 过 程 ， 即 
y(k) = q(k) -aıy(k — 1) — a2y(k — 2) — ---— any(k —n) (24. 3. 37) 
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那么 ， 模 型 参数 可 通过 最 小 二 乘法 或 总 体 最 小 二 乘法 来 求 得 。 





针对 车 轮 速度 分 析 ， 谱 分 量 的 大 部 分 集中 在 低频 区 间 ( <10 Hz), FE 10 Hz 以 上 的 频率 
区 间 只 有 很 小 的 峰值 。 由 于 受胎 压 的 影响 的 谱 分 量 应 该 在 40 ~ 50 Hz 之 间 (Persson et al, 
2002; Prokhorov, 2005) ， 所 以 可 以 利用 带 通 滤波 器 将 该 频带 之 外 的 谱 分 量 削弱 。 在 不 同 胎 
压 下 试 驾 的 实验 结果 见 图 24. 70。 由 图 可 见 ， 利 用 传 里 叶 变换 得 到 的 车 轮 速度 信号 功率 谱 密 
度 估计 中 ， 有 很 多 个 峰值 ， 而 且 受 到 很 多 干扰 ， 因 此 谐振 峰值 很 难以 检测 。 运 用 参数 谱 佑 计 









































分 析 法 ， 可 以 得 到 更 为 平滑 的 频谱 。 利 用 最 小 二 乘法 的 谱 分 析 得 到 的 功率 谱 密 度 与 通过 傅 里 
叶 变 换 估计 得 到 的 频谱 总 体形 状 是 一 致 的 。 虽 然 总 体 最 小 二 乘法 得 到 的 功率 谱 密 度 峰 过 大 ， 


但 谐振 频率 识别 得 很 好 。 利 用 最 小 二 乘法 得 到 的 正确 充气 后 的 轮胎 谐振 位 于 43 
后 的 轮胎 谐振 降低 到 42. 1 Hz。 





Su [(rad/s) ] 





J [Hz] 








图 24. 70 ”对 直行 驾驶 演习 (v=50 km/h)， 和 车 轮 速度 信号 功率 谱 密 度 的 估计 值 
左 后 胎 压 分 别 为 p=2.0bar 和 p=1.5 bar 





.3 Hz, WAI 


’ 


为 了 检测 车 辆 运行 中 的 胎 压 变化 ， 现 在 使 用 递 推 参数 估计 方法 来 在 线 估 计 和 车 轮 速度 信号 
的 功率 谱 密 度 。， 不 再 辨识 谐振 频率 ， 而 是 辨识 自然 频率 及 ， 因 为 它 受 悬挂 系统 磨损 的 影响 





较 小 (Isermann, 2002) 。 
图 24.71 和 24.72 给 出 了 实验 结果 ， 图 24.71 中 右 后 轮胎 充气 不 足 ,，p =1. 





最 小 二 乘法 
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图 24.71 对 直行 驾驶 演习 (v=50 km/h) ， 车 轮 速度 信号 功率 谱 密度 的 递 推 估 计 ; 右 后 轮胎 充气 不 足 ， 














p=1.5 bar， 其 他 轮胎 正确 充气 ,p =2. 0bar; 功率 谱 密度 用 自然 频率 方 来 表征 
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轮胎 都 正确 充气 , P=2.0bar。 图 中 可 见 ， 胎 压 变 化 的 检测 可 以 做 到 。 注 意 ， 装 有 差 速 齿轮 
的 后 轴 是 车 的 驱动 轴 。 由 于 差 速 齿 轮 的 耦合 ， 左 后 轮 虽然 充气 合适 ， 但 也 受 影 响 。 


SLAY 
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总 体 最 小 二 乘法 : 后 左 (恒定 压力 ) 





J [Hz] 





ns en, ee 
we u En 


Ja [Hz] 


2124.72 ”对 直行 驾驶 演习 (v=50 km/h)， 扭转 车 轮 振荡 功率 谱 密 度 的 弟 推 估计 ， 
其 中 右 后 轮胎 压 在 1. 0bar 至 2.5 bar 之 间 变 化 




















垂直 车 轮 加 速度 

悬挂 系统 中 的 信号 也 受胎 压 的 影响 ( Borneret al, 2002; Weispfenning and Isermann, 
1995; Börner et al ，2000) ， 例 如 弹簧 挠 度 zx, 、 垂 直 车 身 加 速度 z, 或 垂直 车 轮 加 速度 zo H 
THAIS 2, 2, 比 车 轮 运动 z,、z, 慢 得 多 ， 所 以 无 法 在 车 身 和 运动 中 看 到 胎 压 变化 的 影响 
(Borner et alj，2000 ) 。 考 虑 图 24. 62 所 示 的 四 分 之 一 汽车 模型 ， 忽略 车 身 移 动 ， 即 a, = 0， 
可 以 导出 道路 高 度 r 到 车 轮 加 速度 z, 的 传递 函数 为 
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由 于 轮胎 刚度 与 胎 夺 有关， 所 以 可 在 z, 的 频谱 中 观察 到 胎 压 的 变化 。 
本 方法 的 实验 结果 见 图 24. 73 至 图 24. 73。 为 了 分 析 垂 直 车 轮 加 速度 的 频谱 ， 因 为 基本 
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图 24.73 对 直行 驾驶 演习 (v=50 km/h) ， 垂 直 车 轮 加 速度 功率 谱 密度 的 估计 值 ， 
左 后 轮胎 压 分 别 为 p=2.0bar 和 p=1.5 bar 
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上 没有 和 其 他 效应 相 邻 的 频率 峰值 ， 因 此 不 需要 滤波 。 图 24. 73 表明 ， 谐 振 频 率 可 以 清晰 地 
检测 出 来 ， 频 谱 对 胎 压 变化 异常 敏感 。 关 于 轮胎 正确 充气 与 充气 不 足 之 间 态 的 变化 ， 利 用 
总 体 最 小 二 乘 谱 分 析 法 比 利 用 最 小 二 乘 谱 分 析 法 得 到 的 结果 要 大 。 在 图 24.75 中 可 以 看 出 ， 
左 侧 胎 压 的 下 降 与 相应 轮胎 的 自然 频率 之 间 有 着 很 强 的 依赖 关系 。 因 此 ， 垂 直 车 轮 加 速 
度 表 现 出 与 胎 压 之 间 的 关系 与 扭转 车 轮 振荡 相 比 要 更 加 强 些 。 关 于 利用 直接 和 间接 测量 进行 
台 奈 监测 的 一 篇 综述 见 文 献 (Fischer，2003 ) 。 
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图 24. 74 对 直行 驾驶 演习 (v=50 km/h) ， 垂 直 车 轮 加 速度 功率 谱 密 度 的 递 推 估计， 
右 后 轮胎 充气 不 足 , p =1.5 bar， 其 他 轮胎 正确 充气 , p =2. 0 bar 





So [Hz] 








总 体 最 小 二 乘法 : 右 后 (可 变 压 力 ) 


fo [Hz] 








图 24.75 对 直行 驾驶 演习 (v=50km/h), HEROINE RKE A E AE, 
其 中 右 后 轮胎 压 在 1.0 ~2.5 bar 之 间 变 化 
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24.3.5 内燃 引 | 擎 


下 面 讨 论 客车 内 燃 引 擎 模型 的 辨识 ， 其 结果 可 以 用 于 内 燃 引擎 许多 应 用 领域 。 与 以 前 的 
内 燃 引 苟 和 现代 汽油 引擎 相 比 ， 上 某 油 引擎 至 少 需要 8 个 调节 量 和 8 个 被 调 量 ， 以 满足 低 燃油 
消耗 和 排放 的 控制 需要 。 因 此 ， 和 采用 多 变量 非 线性 控制 是 必要 的 ， 所 用 的 非 线性 MIMO 模型 
是 在 试验 平台 上 辨识 得 到 的 。 下 面 考 虑 熔 油 引 敬 作 为 内 燃 引 擎 模型 辨识 的 一 个 实例 。 

现代 柴油 引擎 配置 如 下 的 机 电 一 体 化 执行 器 : 

© 多 次 喷 油 的 高 压 喷 油 系统 。 

e 可 变 凸 轮轴 。 

o 可 变 截面 涡轮 增 压 系统 。 

© 废气 再 循环 。 
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图 24.76 现代 柴油 内 人 燃 引擎 示意 图 (HFM 为 热 膜 空气 质量 流量 传感器 ) 





























前 文 已 说 过 ， 这 些 执行 器 导致 被 控 量 增加 ， 影 响 系 统 的 稳 态 和 动态 特性 。 为 了 力求 降低 
燃油 消耗 和 排放 ， 需 要 柴油 引擎 的 精确 稳 态 模型 ， 或 者 还 可 能 需要 精确 的 动态 模型 ， 用 于 优 
化 引擎 控制 单元 中 使 用 的 引擎 控制 器 。 近 期 研究 表明 ， 动 态 驱 动车 轮 引 起 的 排放 ， 其 中 加 速 
造成 的 高 达 50% (Gschweitl and Martini，2004)， 因 此 引擎 动态 模型 的 推导 变 得 更 为 重要 。 
引擎 模型 辨识 的 关键 问题 是 如 何 减 小 测量 时 间 ， 因 为 随 着 变化 的 参数 个 数 大 增 ， 所 需 的 测量 
时 间 呈 指数 增加 。 这 里 ， 特 别 要 关注 输入 序列 的 设计 ， 以 便 最 小 化 测量 时 间 ， 又 能 获取 高 准 
确 度 的 模型 (Schreiber and Isermann ，2009 ) 。 本 节 所 用 的 符号 如 下 : 

Mu 燃烧 腔 室 中 的 空气 质量 

Po 增 压 压 力 
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Pri 引 燃 喷射 的 曲柄 角 


Atp 引 燃 喷射 的 持续 时 间 
Arı 引 燃 喷射 的 燃油 量 
NO AMY 


下 面 给 出 一 些 实验 结果 ， 它 们 是 在 图 24.77 所 示 的 内 燃 引 擎 试验 平台 上 获得 的 。 这 些 结 
果 例 子 摘自 文献 (Schreiber and Isermann, 2007) 和 (Isermann and Schreiber, 2010) 。 

将 内 燃 引 擎 装 在 一 台 推 车 上 (图 24.78) ， 并 连接 上 一 台 异 步 电 机 ， 给 引擎 加 上 一 定 的 
转 矩 负载 ， 以 便 在 不 同 的 负载 工 况 下 进行 测量 。 实 验 是 在 Opel Z19DTH 柴油 引擎 上 进行 的 ， 
其 技术 规格 见 表 24. 6, 











图 24.77 控制 站 图 24.78 试验 平台 上 的 内 燃 引 擎 





表 24.6 Opel ZI9DTH 型 可 变 截 面 (vgt) 涡轮 增 压 柴油 内 燃 引 警 的 技术 规格 





5 X 数 fi 
引擎 排 量 1.91 
引擎 功率 110 kW 
HLL 4 
FRIE 2000 转 时 ，315 N +m 
饶 径 x 行程 82 mm x 94mm 
排放 等 级 欧 4 


图 24. 79 给 出 测试 信号 序列 ， 用 于 对 过 程 的 测量 。 由 于 内 燃 引 警 的 特性 是 高 度 非 线性 
的 ， 故 使 用 APRBS 信号 进行 辨识 ， 与 二 值 PRBS 信号 相 比 ， 信 号 的 幅 值 也 是 变化 的 。 男 外 ， 
输入 信号 是 按 D -最 优 设计 的 。 

利用 LOLIMOT 神经 网 络 导 出 了 NO, 排放 模型 ， 作 为 非 线性 动态 MISO 模型 的 一 个 辨识 
例子 。 神 经 网 络 的 数据 和 用 于 训练 的 测量 值 见 图 24. 80， 泛 化 结果 如 图 24. 81 所 示 。 
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图 24.79 用 作 内 燃 引擎 激励 的 输入 信号 
5 个 输入 所 用 的 APRBS 测试 信号 ， 同 时 对 引擎 进行 激励 ， 工 作 点 : 


M Mor 


图 24. 80 


图 24. 81 


利用 动态 模型 进 
次 ， 根 据 动态 模型 ， 


NO ,模型 的 泛 化 结果 ， 


通 





=2000 rpm, gy, =20 mm?/cyc (Isermann and Schreiber, 





il 





2010) 





NO ,模型 的 测量 数据 和 模型 输出 (Isermann and Schreiber, 2010) 
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=2000rpm, gy =20 mm’/cyc (Isermann and Schreiber, 





行 辨识 有 几 个 优点 。 首 先 ， 与 稳 态 测量 





过 计算 a AS a 9 FA 略 动态 特 4 PE 





3000 3300 


2010) 


相 比 ， 不 需要 等 到 系统 稳定 ; 其 
很 容易 可 以 导出 稳 态 模型 ， 得 到 
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EN 


的 移 态 特性 见 图 24. 82。 利 用 相同 的 方法 ， 也 可 以 辨识 出 重要 动态 特性 的 其 他 模型 。 对 于 高 
非 线 性 特性 的 辨识 ， 采 用 局 部 线性 网 络 模 型 特别 适合 。 内 燃 引 人 苟 模型 在 例 20. 1 和 例 20. 3 中 
已 经 讨论 过 。 


Dob < 






NO, [ppm] ee ae 
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400 1100 
图 24. 82 ”NO., 与 空气 质量 和 增 压 压 力 之 间 的 关系 模型 ， 通 过 计算 得 到 的 稳 态 图 ， 


























nya =2000 rpm, gy, =20 mm’/eye (Isermann and Schreiber, 2010) 


24.4 小 结 


本 童 论述 了 辨识 技术 在 不 同 过 程 上 的 应 用 。 从 本 童 所 涉及 的 广泛 应 用 领域 可 以 看 出 ， 状 
识 方 法 是 获取 过 程 物理 参数 和 动态 特性 一 种 非常 通用 的 工具 ,很 多 应 用 实例 都 证 实 了 这 一 
点 。 辨 识 方法 的 成 功 应 用 ， 必 须要 有 过 程 动态 特性 的 相关 知识 ， 而 且 需 要 合理 地 选择 辨识 
方法 。 

对 于 许多 应 用 ， 描 述 过 程 稳 态 和 动态 特性 的 物理 方程 是 有 可 能 得 到 的 ， 然 后 再 基于 输入 
/输出 数据 ， 使 用 最 小 二 乘 方法 可 以 获得 模型 参数 。 如 果 不 能 获得 主导 物理 效应 的 (简单 ) 
方程 ， 那 么 可 以 利用 ( 选 定 的 ) 神经 网 络 来 进行 辨识 和 建 模 。 将 LOLIMOT 方法 应 用 于 内 燃 
引擎 模 型 和 热 交 换 需 ,证实 这 种 方法 是 可 行 的 。 

通过 关于 连续 时 间 模 型 、 离 散 时 间 模 型 、 非 线性 模型 ， 或 时 域 和 、 频 域 辨识 等 例子 的 选 
择 ， 本 章 还 解释 了 其 他 方面 的 一 些 问题 ， 也 见 表 24. 1。 更 多 的 应 用 实例 可 参见 文献 (Iser- 
mann, 1992, 2005, 2006, 2010). 
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第 区 部 分 MoO x 


附录 A 
数学 方面 





本 附录 将 重 述 估计 理论 中 一 些 重要 的 基本 概念 ， 同 时 对 向 量 和 和 矩阵 运算 做 简要 的 概述 。 
估计 理论 重要 概念 的 详尽 论述 在 诸如 (Papoulis and Pillai, 2002; Doob, 1953; Davenport 
and Root, 1958; Richter, 1966; Åström, 1970; Fisher, 1922, 1950) 等 文献 中 都 可 以 
找到 。 


A.1 随机 变量 的 收敛 性 


考虑 一 个 随机 变量 序列 x,，n =1，2，…， 为 了 确定 这 个 序列 是 否 收敛 到 一 个 极限 的 随 
NAEH x, 需要 采用 不 同 的 收敛 性 定义 。 下 面 将 简要 概述 这 些 定义 。 








分 布 收敛 
WR x, 和 x 的 累积 分 布 孔 数 分 别 为 P(x) 和 F(x)， 对 所 有 的 x，F(x) 连续 量 满足 条 件 
„im Fn(x) = F(x) (A. 1.1) 
则 为 一 种 收敛 的 极 弱 形 式 ， 称 作 分 布 收敛 。 
概率 收 化 
如 果 
„im P(xn — x] > £) = 0, 对 每 个 。>0 (A. 1.2) 
则 序列 x, 以 概率 收 全 到 %。 这 是 一 种 收敛 的 弱 定 义 。 概 率 收敛 又 可 写成 (Doob 1953) 
PE pe NN eS (A. 1.3) 
PERIL ES PA, WFR x 为 常数 xy, J 
„im Ein} = Xo (A.1.4) 
几乎 必然 收敛 
收敛 的 强 形式 需要 满足 条 件 
Pf tim x, =x} = 1 (A. 1.5) 
APER OL A OP AO, TR PRE EE 1 收敛 。 
均 方 收敛 
收敛 的 更 强 形式 需要 满足 条 件 
E{(xn — x)?} =0 (A. 1.6) 
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这 种 收敛 形式 可 以 写成 (Doob 1953; Davenport and Root, 1958) 
lim xn = X9 (A.1.7) 
IT WE ERROR I AR IR, AAS LPR PRO, OPER, STOR 
味 着 
lim E{xn} = El lim xn} = Eix} (A. 1.8) 
Slutsky 定理 
如 果 一 个 随机 变量 序列 x,，n =1，2,，…， 以 概率 收敛 于 常数 x。， 即 plimx, =x, Hy = 
g(x, ) 为 连续 函数 ， 那 么 也 就 是 plimy =y 和 yy,=g(xo)。 因 此 ， 有 

















plim VW = (plim V )(plim W) (A. 1.9) 
plim VT! = (plimV)7! (A. 1.10) 

这 也 意味 着 〈 亦 见 文 献 Coldberger，1964; Wilks, 1962) 
„im EV W; = lim EiV} lim EiW} (A.1.11) 


A.2 参数 估计 方法 的 性 质 


下 面 假设 具有 参数 
95 = (010 020 *** Amo) (A.2.1) 
的 过 程 已 知 。 这 些 参 数 不 能 直接 测量 ， 只 能 根据 过 程 输出 信号 yC k) 的 测量 数据 进行 估计 。 
这 些 参 数 与 真实 输出 ?变量 yy() 之 间 的 关系 是 已 知 的 ， 由 如 下 模型 描述 
ym(k) = f(#,k),k = 1,2,:::,N (A.2.2) 
然而 ， 真 实 变量 yy(%) 不 能 准确 获知 ， 但 是 含有 干扰 的 输出 变量 y, Ch) 是 可 测 的 。 参 数 的 佑 
计 值 记 作 





67 = (6, 65 Ôm) (A. 2.3) 
它 使 模型 输出 yw(F) 尽 可 能 好 地 与 记录 的 测量 值 mw (kh) 一 致 (Gauss，1980) 。 现 在 的 问题 是 
如 何 使 估计 值 久 与 真实 值 外 更 好 地 匹配 。 下 面 的 术语 是 文献 (Fisher, 1922, 1950) 5| 
入 的 。 














偏差 
如 果 估 计量 满足 
E{6! = bo (A. 2.4) 
则 称 该 估计 量 为 无 偏 估计 量 ， 或 者 如 果 估计 量具 有 系统 误差 
E{6(N) — 00} = EÊ (N)} — 0) =b 40 (A. 2.5) 
则 该 误差 称 为 偏差 。 
一 致 估计 量 
如 果 估 计 0" 以 概率 收敛 到 9,， 则 该 估计 量 称 为 一 致 估计 量 ， 因 此 








O PRE: 意味 着 limE|(x, -x)”| =0 及 limElx,| =Elx|。 
O FRE, 这 里 所 说 的 “真实 输出 ”是 指 “ 模 型 输出 ”。 
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P( Jim O(N)—00=0)=1 (A. 2.6) 
RA het EB, AUT NR Arten BE, NAR V 值 的 估计 量 行为 特 
性 没有 给 出 任何 描述 。 对 于 有 限 N 值 来 说 ， 一 致 佑 计量 甚 至 可 能 是 有 偏 的 。 然 而 ， 一 致 佑 
计量 是 渐 近 无 偏 的 ， 即 


„im B{O(N)} = (A. 2.7) 
BAN, WRM N>, WEHI OBES 
lim BE{(O(N) — 0) (O(N) — 00)"} = 0 (A. 2.8) 


则 该 估计 量 为 均 方 意义 下 一 致 的 ， 那 么 对 于 N 一 % 估 计量 的 偏差 和 方差 两 者 均 趋 于 零 。 

有 效 估计 量 

如 果 在 一 类 估计 量 中 ， 某 估计 量 能 给 出 估计 参数 的 最 小 方差 ， 即 

„im vard = lim B{(6 —60)(6 bo) | > min (A.2.9) 

则 该 佑 计量 是 有 效 的 。 如 果 某 估计 量 是 无 偏 的 ， 且 在 所 有 线性 无 偏 估 计量 中 也 是 有 效 的 ， 则 
该 估计 量 称 作 最 优 线性 无 偏 估 计量 (BLUE), 

充分 估计 量 

如 果菜 估计 量 包 含 所 有 的 用 于 参数 估计 的 观测 值 信息 ， 则 该 估计 量 是 充分 的 。 在 所 有 信 
计量 中 ,充分 估计 量 必须 具有 最 小 方差 .因此 也 是 有 效 的 (Fisher, 1950; Kendall and 
Stuart, 1961, 1977; Deutsch, ，1965 ) 。 



































A.3 向 量 和 矩阵 的 导数 


在 推导 佑 计量 时 ， 经 常 需要 求 取向 量 方程 的 一 阶 导 数 ， 以 求 得 最 优 值 ， 比 如 达到 最 小 误 
差 、 最 小 方差 或 其 他 极 值 点 。 对 于 向 量 x 和 矩阵 4， 可 以 有 下 面 的 关系 式 





a 
5, (4*) = AT (A. 3.1) 

ð 
zeA =A (A. 3.2) 

dora 
zE x) = 2x (A.3.3) 
a =Ax+A'x (A.3.4) 
(An) =2Ax, HA 为 对 称 阵 ， 即 47 = A (A.3.5) 
此 外 ， 还 有 如 下 有 关 迹 的 导数 的 重要 运算 规则 (如 Brookes, 2005) : 

Š t(AXB) = A™B" (A. 3.6) 
È t(AX"B) = BA (A. 3.7) 





O PATE, 准确 说 应 该 为 协 方差 ， 下 同 。 
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ð 
ore tr(AXBX'C) = A'C'XB' + CAXB (A. 3.8) 


È (XAX") = XA" + XA (A. 3.9) 


A.4 ERESHE 

















WRA, CA (A7 +BC "DEI AFFE, H 











= (A7! + BCD)! (A. 4.1) 
则 
E = A—AB(DAB+C)'!DA (A. 4.2) 
该 引 理 可 以 证 明 如 下 : 
E'=A!+Bc"'D (A. 4.3) 
FAMNMIKE, A 
I = EA™ + EBC™'D (A. 4.4) 
再 右 乘 A， 可 得 
A = E + EBC™ DA (A. 4.5) 
MAFEB, A 
AB = EB + EBC™' DAB (A. 4.6) 
= EBC '(C + DAB) (A. 4.7) 
整理 后 
AB(C + DAB)" = EBC (A. 4.8) 
上 式 两 边 右 乘 -D4， 得 
—AB(DAB + C) DA =—EBC™!DA (A. 4.9) 
通过 引入 式 (A.4.5), 得 
A — AB(DAB +C)'DA=E (A. 4. 10) 














该 引 理 在 D = B" 情况 下 是 成 立 的 。 该 引 理 大 的 改进 是 在 式 (A.4.2) PRE 
阵 的 求 逆 运 算 ?， 而 在 式 (A. 4. 1) 中 需要 三 个 矩阵 的 求 递 运算 。 如 果 D =B", H B 是 列 向 
量 、C 退 化 为 标量 ， 则 只 需要 一 次 除法 运算 ， 而 不 需要 两 次 求 逆 运算 。 该 引 理 可 应 用 到 
式 (9.4.9) 最 小 二 乘 递 推 方法 的 推导 过 程 中 ， 通 过 矩阵 和 向 量 蔡 换 : E =P(k +1), A =P (k), 
B=ı%(k+l), C'=1 AM D=B ='(k4+1), Bae Hs (9.4.15), 


























Äström KJ (1970) Introduction to stochastic control theory. Academic Press, New York 
Brookes M (2005) The matrix reference manual. URL http://www. ee. ic. ac. uk/hp/staff/ 





O 译 者 注 ， 原文 为 “两 个 矩阵 的 求 逆 运 算 ”。 
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附录 B 
实验 系统 





在 本 书 个 别 章节 中 ， 利 用 三 质量 振荡 天 的 测量 数据 来 说 明 不 同 辩 识 方法 的 应 用 ， 因 为 该 
实验 系统 在 较 宽 的 工作 范围 内 可 以 进行 线性 化 ， 而 且 容 易 理 解 和 建 模 。 此 外 ， 系 统 的 共振 频 
率 比 较 低 ， 且 这 些 共振 响应 在 Bode 图 中 非常 明显 。 该 实验 平台 配 有 轴 向 连接 器 ， 使 得 可 以 
拆卸 三 质量 系统 中 的 一 个 质量 块 或 两 个 质量 块 ， 以 降低 系统 的 阶 次 。 




















B.1 三 质量 振荡 器 


三 质量 振荡 器 的 照片 如 图 B. 2 所 示 ， 可 作为 控制 实验 室 的 实验 平台 。 该 平台 可 代 
表 多 种 传动 系统 ， 包 括 汽车 传动 系统 和 机 床 刀 具 传 动 等 。 图 B. 1 是 该 系统 的 安装 示意 
图 。 同 步 电 动机 带动 齿轮 驱动 三 质量 振荡 器 ， 同 步 电 动机 由 变频 器 控制 ， 并 以 力矩 模 
式 工作 ， 这 意味 着 传送 给 变频 器 的 控制 信号 确定 了 电动 机 产生 的 转 矩 。 具 有 两 个 以 上 
质量 块 的 转动 惯性 环节 是 通过 软 弹簧 连接 的 。 角 位 置 Pi; (lt), Hl) 和 g(t) 是 可 测 的 ， 
作为 系统 的 输出 。 通 过 轴 向 连接 可 以 实现 三 种 不 同 的 安装 模式 : 单质 量 转动 惯性 环节 、 
双 质 量 振荡 融和 三 质量 振荡 天。 












同步 电动 机 



















ee a 


7 








图 B.1 三 质量 振荡 器 示意 图 和 方块 图 


下 面 将 推导 基于 物理 现象 的 理论 数学 模型 ， 文 献 (Isermann, 2005) 也 研究 过 此 类 的 多 
质量 振荡 器 建 模 。 为 了 对 图 B. la 所 示 的 三 质量 振荡 顺 进 行 建 模 ， 首 先 需 要 对 图 B. 1b 所 示 
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的 方块 图 进行 推导 。 该 分 图 给 出 了 各 环节 之 间 的 动态 关系 以 及 需要 考虑 的 物理 效应 ， 借 助 三 
转动 质量 的 转 矩 平衡 所 服从 的 物理 关系 〈 如 人 参见 文献 Isermann，2005) ， 可 获得 如 下 的 微分 


方程 系统 





Jıöı = —dıġı — Cc1Pı + C192 + Mm (B. 1.1) 
J262 = —d292 + C191 一 (cl + €2) G2 + C293 (B. 1.2) 
J33 = —d3$3 + C2P2 — C293 (B. 1.3) 
现 将 这 些 运动 方程 写成 如 下 的 二 阶 ODE 系统 : 
Jö(t) + Dot) + Cy = M Mult) (B. 1.4) 


oo 


其 中 
Ji 0 dı 0 0 C1 一 C1 0 
J= 0 Jo ‚D= 0 d2 0 |, C = | -cı (ı +02) 一 c> 
0 0 / 0 0 d3 0 一 C2 c2 





三 质量 振荡 右 照 片 ， 上 幅 图 是 三 转动 惯性 环节 及 电气 传动 的 全 图 ; 
ka 


B.2 
下 幅 图 是 带 角 位 置 传感器 双 转 动 惯性 环节 及 电气 传动 的 放大 医 
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上 述 二 阶 ODE 方程 组 又 可 写成 如 下 的 一 阶 ODE 系统 ， 其 方程 状态 选择 为 
pi(t) 
2 
_ | 93 
"O= | BG) 
ġ2(t) 
ġ3(t) 
输入 ult) Eh BAIRR, BI ult) = My(t)。 输 出 y(t) 是 第 三 质量 块 的 角 位 置 ， 
Hl y(t) = p(t1)。 这 种 选择 可 直接 得 到 状态 空间 描述 式 (2.1.24) MR (2.1.25) 及 图 
2.2， 其 状态 矩阵 4 为 





(B.1.5) 























0 0 0100 
0 0 00 1 0 
i 7 0 0 00 0 1 
ci ete) on 0 u 0 
were 
输入 向 量 b 为 
0 
0 
0 
b=] ı (B.1.7) 
Jı 
0 
0 
输出 向 量 ce" 为 
=(001000) (B.1.8) 
利用 相应 的 数值 ， 和 矩阵 分 别 赋值 为 
0 0 0 1 0 0 
0 0 0 0 1 0 
0 0 0 0 0 1 
A= | -73.66 73.66 0 -4995x 1073 0 0 (B. 1.9) 
164.5 —399.1 234.5 0 1342x105 0 
0 579.9 —579.9 0 0 5.941 
0 
0 
ae eee B. 1. 10 
= | 54.38 (B. 1. 10) 
0 
0 
c™ = (001000) (B. 1. 11) 
HRA cc LO i ee fb 
era (B. 1.12) 


uls) 
TA J!) HES PE oe OE | DURE ey a Al = ERA RY FP, A 
EL man 
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gi(s) _ 1 Fr 10.888 








u ee Fs MA + Is eu 
TEEN RER ACH 
1 
1 4 10.888 
LE Aa _ (B. 1.14) 


MM) Sis +d, 至 *+1 200219 +1 
对 于 双 质 量 振荡 器 ， 可 利用 类 似 的 方法 推导 其 传递 函数 ， 其 运动 方程 可 描述 为 
Ji Gilt) = —di Oi(t) — cr Pilt) + cr g2(t) + Mut) 
J22 (t) = —d202 (t) + cıpı(t) — c1g2(t) 
将 上 述 方程 变换 到 拉 普 拉 斯 域 ， 有 
J1s291(5) = -disoplG) — cıp1(s) + cıp2(s) + MG) 
J25”92(5) = -d2sp2(5) + c1pi(s) — €192(s) 

















以 传递 函数 表示 为 


N 9265) 
I 0 





cı 
J2s4 十 (Jad + Ti1d2)s3+ (Joc1 + didz + Jıcı)s? + (dacı + dıcı)s 
经 过 数值 赋值 ， 可 获得 第 二 质量 块 的 角 位 置 0, AN TERE KZO 
G(s) = 26) _ 1.3545 
7 Mu(s) 1.51 x 10-454 + 7.58 x 10-783 + 0.04752 + 1.77 x 1074s 
及 转速 w, WIFE TE KAON 
ee ws) _ 1.3545 
9) = ls) 1.51% 10-453 + 7.58 x 10-752 + 0.0475! + 1.77 x 10-4 
对 于 整个 三 质量 系统 ， 其 传递 函数 可 写成 


_ @3(s) 
CO) 











B. 1.15 
5.189 x 10°s — 4.608 x 107° ( ) 


~ 56 + 5.9465 + 105354 + 281353 + 15540052 + 1031005 — 3.347 x 10-9 
过 程 参数 见 表 B. 1。 另 外 ， 信 号 人 处理 造成 的 迟延 7, = 0.0187s， 这 可 以 在 实验 平台 上 辨识 


Ņ 


表 B.1 三 质量 振荡 器 的 过 程 参数 





参 数 数 值 
引擎 排 量 1.91 
引擎 功率 110 kW 
EN 4 
FEIE 2000 转 时 , 315N -m 
HLA x 行程 82 mm x 94 mm 
排放 等 级 欧 4 


Isermann R (2005) Mechatronic Systems; Fundamentals. Springer, London 
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索引 


( 按 拼音 字母 顺序 排列 ， 西 文字 母 排 在 前 ) 


A 


ACF ( 见 “ 自 相关 函数 (ACF)”) 

ANN ( 见 “ 网 络 : 人 工 神经 网 络 (ANN)”) 

AR ( 见 “ 模 型 : 自 回归 (AR)”) 

ARMA ( 见 “ 模 型 ， 自 回归 滑动 平均 (ARMA)”) 

ARMAX ( 见 “ 模 型 : 带 外 部 输入 的 自 回归 滑动 平均 (ARMAX)”) 
ARX ( 见 “ 模 型 : 带 外 部 输入 的 自 回归 (ARX)”) 

A -最 优 A-optimal 422 





B 


Box Jenkins (BJ) ( 见 “ 模 型 : Box Jenkins (BJ)” ) 
Butterworth 滤波 器 “Butterworth filter 284 
ÄR white noise 37, 40 
贝 叶 斯 ”Bayes 
方法 method 237 -239 
(hits estimator 245 
规则 rule 238 
贝 叶 斯 信息 准则 (BIC) Bayesian information criterion (BIC) 429 
本 质 线 性 intrinsically linear 159 
AIRA closed-loop identification 13, 16, 128 -129, 260 -269 
间接 辨识 indirect identification 261 -264，268 
直接 辨识 direct identification 264 -266，268 - 269 
闭环 过 程 closed-loop process ( 见 “ 过 程 : MM”) 
变量 带 误 差 errors in variables (EIV) 223, 440 
HEA identification 
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定义 definition of 1, 5 


CCF ( 见 “ 互 相关 函数 ( CCF)” ) 
CLS 〈 见 “最 小 二 乘 : 偏差 校正 (CLS)” ) 
COOK 距离 COOK’sD 443 
COR -LS ( 见 “ 最 小 二 乘 : 相关 -最 小 二 乘 (COR - LS)” ) 
Cramér - Rao 界 Cramör - Rao bound 161, 244 -245 
x - ri x -distribution 175 
采样 sampling 28, 30, 59, 281, 424 -425 
采样 保持 器 sample - and - hold element 30 
采样 率 sample rate 424 -425 
参数 估计 parameter estimation 11 
迭代 优化 iterative optimization ( 见 “ 优 化 ") 410 
扩展 Kalman 滤波 器 (EKF) extended Kalman filter (EKF) 
最 小 二 乘法 “method of least squares ( 见 “ 最 小 二 乘 ”) 
参数 向 量 parameter vector 157, 166 
参数 协 方差 parameter covariance 225 
参数 -状态 观测 器 ”parameter - state observer 256 
残 差 检验 residual test 431 
测试 信号 test signal 14, 422 -424 
A-xft A-optimal 422 
D -最 优 D -optimal 422 
L-&it L- optimal 422 
MIMO 329 -330 
JZ layer 377 
查询 表 look -up tables 396 
差分 differencing 189, 206 
差分 方程 difference equation 31, 166 
随机 stochastic 41, 204 
常 微分 方程 (ODE) ordinary differential equation (ODE) 1, 27, 280 
HET] PKA penalty function 363 
迟延 dead time 31, 426 -427 
持续 激励 ”persistent excitation 185 
EIERN transfer function 26, 27, 28, 30, 32 
fal window 
Bartlett # Bartlett window 65, 66 
Blackmann ff Blackmann window 65, 66 
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Hamming ff Hamming window 65, 66 
Hann ff Hann window 65, 66 


DFBETAS (一 种 统计 量 ) 443 -444 

DFFITS (一 种 统计 量 ) 443 

DET 〈 见 “离散 传 里 叶 变换 (DFT)”) 

DSFC ( 见 “ 协 方差 形式 的 离散 平方 根 滤波 (DSFC)”) 416 -417 

DSFI ( 见 “ 信 息 形式 的 离散 平方 根 滤波 (DSFI)”) 417 -420 

DTFT ( 见 “ 离 散 时 间 伟 里 叶 变 换 (DTFT)”) 

代价 函数 ”cost function 152, 352, 427 

带 通 bandpass 13 

带 外 部 输入 的 自 回归 (ARX) auto - regressive with exogenous input (ARX) ( 见 “ 模 型 : 带 
外 部 输入 的 自 回 (ARX)” ) 

带 外 部 输入 的 自 回归 滑动 平均 (ARMAX) auto - regressive moving - average with exogenous 
input (ARMAX) (JL “PRAL. 带 外 部 输入 的 自 回归 滑动 平均 (ARMAX)”) 

单纯 形 法 ”simplex algorithm ( 见 “ 下 山 单纯 形 法 ”) 

单轨 模型 one -track model 484 -486 

导数 derivatives 283 -290, 369 -370 

递 推 参数 估计 recursive parameter estimation 

Ws convergence 254 -258 

递 推广 义 最 小 二 乘 (RGLS) recursive generalized least squares (RGLS) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 递 

推广 义 最 小 二 乘 (RGLS)” ) 

peeh (RLS) recursive least squares ( 见 “ 最 小 二 乘 : BEE (RLS)”) 

点 估计 算法 point estimation algorithm 354 

短 时 健 里 叶 变 换 (STFT) short time Fourier transform (STFT) 14, 67 -68 

对 数 似 然 函 数 ”log -likelihood function 241 

多 层 感知 (MLP) multi layer perceptron (MLP) ( 见 “ 网 络 : 多 层 感 知 (MLP)”) 

多 频率 信号 “multifrequency signal 93, 423 

多 项 式 近 似 polynomial approximation 159, 286 

































































E 


EKF ( 见 “ 扩 展 Kalman 滤波 器 (EKF)”) 
ELS ( 见 “ 最 小 二 乘 : 增 广 最 小 二 乘 (ELS)”) 
Euclidian HE Euclidian distance 158, 376, 379 
二 值 信号 binary signal 93 
广义 随机 ”generalized random ( 见 “ 广 义 随机 二 值 信号 (GRBS)”) 
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离散 随机 discrete random ( 见 “离散 随机 二 值 信号 (DRBS)” 
随机 random ( 见 “ 随 机 二 值 信号 ( RBS)” ) 
伪 随 机 ”pseudo - random ( 见 “ 伪 随机 二 值 信号 (PRBS)”) 


F 

















FFT ( 见 “ 快 速 傅 里 叶 变 换 FFT)” ) 
Fisher 信息 和 矩阵 “Fisher information matrix 161 ，248 
Fletcher - Reeves 算法 Fletcher - Reeves algorithm 359 
FR -LS ( 见 “ 最 小 二 乘 : 频率 响应 逼近 (FR - LS)” ) 
泛 化 generalization 375 
范 数 norm 
Frobenius 范 数 ”Frobenius norm 221 
方法 比较 ”comparison of methods 11, 433 
非 递 推 non-recursive (IL “最 小 二 乘 : 非 递 推 辅助 变量 (IV)”) 
非 线 性 ARX 模型 (NARX) non - linear ARX model (NARX) (JIL “FW. JEE ARX 
(NARX)”) 
非 线性 OE 模型 (NOE) non-linear OE model (NOE) ( 见 “ 模 型 : 非 线性 OE (NOE)”) 
非 线 性 有 限 冲击 响应 (NFIR) non-linear finite impulse response (NFIR) ( 见 “ 模 型 : 非 线 
性 有 限 脉冲 响应 ( NFIR)”) 
分 半 算 法 bisection algorithm 356 
分 布 distribution 
xX’ - A X - distribution (UL “y? -分 布 ”) 
高 斯 “Gaussian ( 见 “ 正 态 分 布 ”) 
IEA normal ( 见 “ 正 态 分 布 ”) 
分 解 decomposition 
奇异 值 分 解 (SVD) singular value decomposition (SVD) ( 见 “ 奇 异 值 分 解 (SVD)”) 
IRE kurtosis 445 
隔 度 调制 广义 随机 二 值 信 号 (AGRBS)  amplitude—modulated generalized random binary signal 
(AGRBS) 127 
阿 度 调制 伪 随 机 二 值 信号 (APRBS) amplitude-modulated pseudo-random binary signal 
(APRBS) 127 
辅助 变量 (IV) instrumental variables (IV) 292 
递 推 (RIV) recursive (RIV) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 递 推 辅助 变量 ( RIV)” ) 
非 递 推 non-recursive ( 见 :“ 最 小 二 乘 : 非 递 推 辅助 变量 (IV)”) 
(EIF Fourier 
变换 transform 58-60, 73 -79 
分 析 analysis 11, 13, 73 
级 数 series 57-58 
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G 


Gauss — Newton 算法 Gauss — Newton algorithm 361 
Gibbs HM Gibbs phenomenon 58 
Given 旋转 Givens rotation 419 
GLS ( 见 “ 最 小 二 乘 : 广义 最 小 二 乘 (GLS)” ) 
GTLS ( 见 “ 最 小 二 乘 : 广义 总 体 最 小 二 乘 (GTLS)”) 
概率 密度 函数 (PDF) probability density function (PDF) 33 
RAAY perceptron 378 
干扰 disturbance 5 
杠杆 作用 leverage 442 
高 斯 分 布 Gaussian distribution ( 见 “ 正 态 分 布 ”) 
各 态 遍 历 过 程 ergodic process 34 
工业 机 大人 industrial robot 472 -474 
功率 谱 密 度 power spectral density 36, 40 
估计 estimation 
充分 sufficient 513 
显 explicit 189, 206 
— consistent 173 
隐 implicit 189, 206 
AB efficient (JL “ARCHE” ) 
fitt? estimator 
均 方 意义 下 一 致 consistent in the mean square 513 
无 偏 unbiased 512 
一 致 consistent 512 
关于 参数 线性 linear in parameters 159 
广义 传递 函数 矩阵 generalized transfer function matrix 319 
广义 随机 二 值 信号 generalized random binary signal (GRBS) 126 - 127 
广义 总 体 最 小 二 乘 (GTLS) generalized total least squares (GTLS) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 广义 总 
体 最 小 二 乘 (GTLS)” ) 
广义 最 小 二 乘 (GLS) generalized least squares (GIS) (〈( 见 “最 小 二 乘 : 广义 最 小 二 乘 
(GLS)”) 
归 一 化 最 小 均 方 (NLMS) normalized least mean squares (NLMS) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 归 一 化 
最 小 均 方 (NLMS)”) 
规范 型 ”canonical form 
Jordan 规范 型 ”Jordan canonical form 326 
分 块 对 角 型 ”block diagonal form 326 
简化 的 P 了 规范 型 ”simplified P-canonical form 327 
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可 控 规 范 型 controllable canonical form 285, 324, 326 
可 观 规范 型 observable canonical form 322, 324, 390 
过 程 process 
闭环 closed-loop 439 
定义 definition of 1 
JEPE non-linear 339 -343 
过 程 分 析 process analysis 1 
积分 integral 438 -439 
积分 作用 integrating 49 
连续 时 间 continuous-time 280 -283, 312, 340, 344 -347, 410 
时 变 time-varying 248 -258 
(信和 号) 过 程 processes 
统计 独立 ”statistically independent 37 
WEA process coefficients 26, 294 


H 


Hammerstein 模型 Hammerstein model 340 - 341 
Hankel 矩阵 Hankel matrix 305, 310, 328 
Heaviside PAŽE Heaviside function 25 
Hessian 42/4 Hessian matrix 354 
Hilbert Z£#& Hilbert transform 274 
Householder 变换 Householder transform 418 
互相 关 函 数 cross—correlation function (CCF) 35, 40, 109-112, 134-139, 195 
EHIK% cross-covariance function 36, 40 
滑动 平均 (MA) moving-average (MA) ( 见 “ 模 型 : 滑动 平均 (MA)”) 
黄金 分 割 搜索 golden section search 355 
回归 regression 152 
标准 正 交 orthonormal 223 
kB aliasing 30, 59 








IV (W “BZR: 非 递 推 辅助 变量 CIV)” ) 





J 


ALIN TALL machining center 369 -371 
WA activation 377 
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激励 excitation 
持续 persistent ( 见 “ 持 续 激 励 ”) 

极 大 似 然 (ML) maximum likelihood (ML) 292 

极 大 似 然 (函数) maximum likelihood 159 - 160, 238 
递 推 (RML) recursive (RML) 243 -244, 436 
SE GAYE (ML) non-recursive (ML) 240 -243, 435 
非 线性 稳 态 过 程 non-linear static process 160 

极 大 似 然 估计 器 maximum likelihood estimator 245 

加 窗 windowing 65 -66 

加 权 最 小 二 乘 (WLS) weighted least squares (WLS)  ( 见 “ 最 小 二 乘 : 加 权 最 小 二 乘 
( WLS)” ) 

建 模 modeling 
理论 theoretical 2, 4, 5 
实验 experimental 2, 4, 5 

阶 次 检验 order test (UL “RN. 阶 次 ”) 

ERRAZ step function 25, 78 

阶 跃 响应 ”step response 25, 42, 43, 44, 46 

结构 总 体 最 小 二 乘 (STLS) structured total least squares (STLS) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 结构 总 体 
最 小 二 乘 (STLS)”) 

JZ EERW% (RBF) radial basis function network (RBF) ( 见 “ 网 络 : 径 向 基 函 数 网络 
(RBF)” ) 

局 部 循环 全 局 前 馈 网 络 (LRGF) locally recurrent and globally feedforward networks (LRGF) 
( 见 “ 网 络 : 局 部 循环 全 局 前 馈 网 络 (LRGF)”) 











HEJ rectangular wave 91 

EREZTE] matrix polynomial model 321 
45 Rede 5 | FE matrix inversion lemma 514 
FERAL condition of a matrix 415 -416 
KER (4 matrix calculus 513 

SM convolution 25, 29, 39, 339 





K 


Kalman 滤波 器 Kalman filter 404 -409 
Kalman - Bucy 滤波 器 Kalman - Bucy filter 410 
Kalman — Schmidt 滤波 器 Kalman - Schmidt - Filter 409 
扩展 extended ( 见 “ 扩 展 Kalman 滤波 器 (EKF)” ) 
稳 态 Kalman VEYA steady - state Kalman filter 407 -408 

Kiefer — Wolfowitz 算法 Kiefer — Wolfowitz algorithm (JL “ 最 小 二 乘 . Kiefer - Wolfowitz 算法 
(KW) ) 
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Kronecker 8 PAŠU Kronecker delta 40 
KW ( 见 “ 最 小 二 乘 : Kiefer - Wolfowitz 算法 (KW)” ) 
可 辨识 性 ”identifiability 183 -188，267，297，343 
闭环 closed-loop 262 -263 265 
结构 ”structural 184 
可 观 性 和 矩 阵 ”observability matrix 32, 304, 328 
可 控 性 矩阵 controllability matrix 32, 304, 324, 328 
空调 air conditioning 479 
快速 傅 里 叶 变 换 (FFT) fast Fourier transform (FFT) 60-65 
扩展 Kalman 滤波 器 (EKF) extended Kalman filter (EKF) 12, 292, 409 -410, 436 








L 


Levenberg - Marquart 算法 Levenberg - Marquart algorithm 362 
LMS 〈 见 “最 小 二 乘 : 最 小 均 方 (LMS)”) 
LOLIMOT ( 见 “网 络 : 局 部 线性 模型 树 (LOLIMOT)”) 380 
LRGF 〈( 见 “网 络 : 局 部 循环 全 局 前 馈 网 络 (LRGF)”) LS 〈 见 “最 小 二 乘 : 非 递 推 (LS)” ) 
L-ixft L-optimal 422 
拉 普 拉 斯 变换 Laplace transform 26, 73 
离散 健 里 叶 变 换 (DFT) discrete Fourier transform (DFT) 59, 64 
离散 化 discretization 286 -289 
离散 时 间 傅 里 叶 变 换 (DTFT) discrete time Fourier transform (DTFT) 58 
离散 随机 二 值 信号 (DRBS) discrete random binary signal (DRBS) 119 -120 
Bibs centrifugal pumps 474 - 476 
链接 超 平面 树 (HHT) hinging hyperplane tree (HHT) 〈( 见 “网 络 : 链接 超 平面 树 (HHT) ” ) 
量化 quantization 28 
零 极点 检验 ”pole-zero test 430 
IHJ zero padding 65 
岭 回 归 ridge regression (J “Tikhonov 正则 化 ”) 
滤波 器 filter 
Butterworth (Ji “Butterworth 滤波 器 ”) 
FIR 289 


















































M 


MA ( 见 “模型 : 滑动 平均 (MA)”) 

Markov 参数 Markov parameters 304, 326, 327 - 328 
Markov {ifit# Markov estimator 206 -208 245 

ML 〈 见 “ 极 大 似 然 : 非 递 推 (ML)” ) 
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MLP ( 见 “ 网 络 : 多 层 感知 (MLP)”) 
脉冲 “pulse 
简单 simple 74 
矩形 rectangular 75 
三 角形 triangular 75 
双 double 77 
梯形 trapezoidal 75 
脉冲 响应 impulse response 25, 29, 42, 47 
MIMO 系统 MIMO system 327 -328 
PB Has (ADC) analog-digital converter (ADC) 28 
模型 model 
Box Jenkins (BJ) 41 
Hammerstein ( JL “Hammerstein 模型 ”) 
Hankel 模型 Hankel model 328 
Lachmann 提出 的 ”343 
PP 规范 化 P-canonical 319 
Uryson 341 
Wiener ( 见 “Wiener 模型 ”) 
白 箱 “white-box 4 
半 物 理 模 型 semi-physical model 385 
并 联 parallel 351 
BR parametric 9, 12, 26, 28 
迟延 dead time (JL “IR KE” ) 
FB - 并 联 模型 series— parallel model 351 
串联 模型 series model 351 


带 外 部 输入 的 自 回归 滑动 平均 (ARMAX) auto-regressive moving— average with exoge- 


nous input (ARMAX) 41 
带 外 部 数据 的 自 回 归 (ARX) auto — regressive with exogenous input (ARX) 41 
非 参 数 non -parametric 9, 12, 24 
JEPE non - linear 339 -343 
非 线性 ARX (NARX) non-linear ARX (NARX) 391 
非 线性 OE (NOE) non-linear OE (NOE) 391 
非 线性 有 限 脉 冲 响 应 (NFIR) non-linear finite impulse response (NFIR) 340 
规范 化 状态 空间 模型 canonical state space model 333 
黑箱 black -box 4, 24 
滑动 平均 (MA) moving-average (MA) 41 
灰 箱 gray-box 4 
简化 的 P 了 规范 化 simplified P-canonical 320 
阶 次 order 427 -431 
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结构 参数 structure parameters 425 -431 
局 部 多 项 式 模 型 ”local polynomial model (LPM) 392 
HEREZ matrix polynomial ( 见 “ 和 矩阵 多 项 式 模型 ”) 
模糊 ”fuzzy 380 
输入 /输出 模型 ”input/output model 326 -327 
投影 寻 踪 projection-pursuit 342 
有 限 脉 冲 响 应 (FIR) finite impulse response (FIR) 41 
状态 空间 state space 303, 321 -327, 333 
自 回 归 (AR) auto-regressive (AR) 41 
自 回归 滑动 平均 (ARMA) auto-regressive moving-average (ARMA) 41 
模型 不 确定 性 model uncertainty 174 -176, 370 -371 
模型 调整 model adjustment 11 
FEE friction 344 -347, 366 
HERPA objective function 353 





N 


Nelder - Mead 算法 ”Nelder - Mead algorithm ( 见 “ 下 山 单纯 形 法 ”) 
Newton — Raphson 算法 Newton - Raphson algorithm 356 

Newton 法 Newton algorithm 360 

NFIR ( 见 “ 模 型 : 非 线 性 有 限 脉冲 响应 (NFIR)”) 

NLMS ( 见 “ 最 小 二 乘 : 归 一 化 最 小 均 方 (NLMS)”) 

内 燃 机 ”internal combustion engine ( 见 “ 引 擎 : 内 燃 机 ”) 





P 


PCA ( 见 “ 主 成 分 分 析 (PCA)”) 

PDE ( 见 “ 偏 微分 方程 (PDE)”) 

Polak - Ribiere 算法 Polak - Ribiere algorithm 359 

P 规范 型 结构 P - canonical structure 319, 320 

偏差 bias 512 

偏差 -方差 困境 (两难 选择 bias - variance dilemma 375 
偏差 校正 ”bias correction ( 见 “ 最 小 二 乘 : CLS” ) 

偏 微 分 方程 partial differential equation (PDE) 1, 27 
漂移 消除 drift elimination 440 

频率 响应 frequency response 25, 27 











N 


率 响 应 通 近 (FR-LS)”) 
频率 响应 测量 frequency response measurement 11 











频率 响应 通 近 (FR -LS) frequency response approximation (FR -LS) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 频 
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频率 响应 函数 frequency response function 73, 79-86, 98, 273, 437 
频谱 图 spectrogram 68 
平均 averaging 189, 205 
平稳 stationary 
FA wide sense stationary 34 
YSERA strict sense stationary 33 
谱 分 析 spectral analysis 69, 190 -193 
谱 分 析 spectrum analysis 14 
谱 估 计 spectral estimation 





参数 parametric 13 


Q 


QR 分解”QR factorization 418 
奇异 值 分 解 (SVD) singular value decomposition (SVD) 222, 311 
汽车 automotive vehicle 484 -504 
汽车 应 用 ”automotive applications ( 见 “ 胎 压 ”) 
单轨 模型 one -track model ( 见 “ 单 轨 模 型 ”) 
HTW electric throttle ( 见 “ 直 流 电动 机 ”) 
引擎 engine ( 见 “ 引 警 ”) 
引擎 试验 台 engine teststand ( 见 “ 引 擎 试验 台 ”) 
汽车 制 动 系统 automotive braking system 486 -492 
气动 子 系统 pneumatic subsystem 489 -492 
METRA hydraulic subsystem 487 -489 
汽车 悬挂 automotive suspension 492 -495 
区 域 消去 算法 region elimination algorithm 355 
去 卷 积 de- convolution 113-115, 128-129, 140-145, 437 
MIMO 系统 的 for MIMO systems 328 -329 

















R 


RBF ( 见 “ 网 络 : Fete Se PRAY (RBF)”) 

RGLS 〈( 见 “最 小 二 乘 : 递 推广 义 最 小 二 乘 (RGLS)” ) 
Ricatti 方程 Ricatti equation 408 

RIV 〈 见 “最 小 二 乘 : 递 推 辅助 变量 (RIV)”) 

RLS ( 见 “最 小 二 乘 : 递 推 CRIS)” ) 

RML 〈 见 “ 极 大 似 然 : WWE (RML)” ) 

Robbins - Monro 算法 Robbins - Monro algorithm 227 - 228 
MA heat exchangers 476 -479 
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人 工 神经 网 络 artificial neural networks ( 见 “ 网 络 : 人 工 神 经 网 络 (ANN) 
S 
Schroeder 多 频 正 弱 波 ”Schroeder multisine 94 


Shannon 定理 Shannon’s theorem 30, 59 

STA ( 见 “ 最 小 二 乘 : BALI (STA)”) 

STFT ( 见 “ 短 时 傅 里 叶 变换 (STFT)”) 

STLS ( 见 “最 小 二 乘 : 结构 总 体 最 小 二 乘 (STLS)”) 
SUMT ( 见 “ 序 贯 无 约束 极 小 化 方法 (SUMT)”) 
SVD ( 见 “ 奇 异 值 分 解 (SVD)”) 






































扫描 正弦 信号 sweep sine 94 -95 
设计 变量 design variables 353 
神经 元 neuron 376 
时 间 常 数 time constant 43 
实现 realization 32 
最 小 minimal 32 
似 然 函数 likelihood function 160, 238, 240 
Ws convergence 183, 282, 511 -512 
递 推 最 小 二 乘 recursive least squares (RLS) 254 -258 
非 递 推 最 小 二 乘 non-recursive least squares (LS) 170 -174 
输出 向 量 output vector 157 
输入 input 
持续 激励 persistently exciting 185 
RHE FER data matrix 157 
数据 向 量 data vector 166 
数字 计算 机 digital computer 446 
双 线 性 变换 “bilinear transform 288 
JEX. dead zone 347 -348 
BENLE (STA) stochastic approximation (STA) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 随机 通 
随机 二 值 信号 random binary signal (RBS) 118 - 119 
随机 信号 stochastic signal 33, 39 
工 
Takagi - Sugeno 模糊 模型 Takagi - Sugeno fuzzy model 380 


Taylor 级 数 展开 Taylor series expansion 287 
Tikhonov 正则 化 “Tikhonov regularization 210 
TLS ( 见 “ 最 小 二 乘 : 总 体 最 小 二 乘 (TLS)”) 


= 


近 (STA)”) 
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JIE tire pressure 497 -500 
特征 参数 值 characteristic values 11, 42-51, 437 
梯度 gradient 354 
梯度 搜索 ”gradient search ( 见 “ 最 速 下 降 算法 ”) 
梯度 下 降 算 法 gradient descent algorithm (i, “最 速 下 降 算法 ”) 
投影 ”projection 
HH oblique 306 
正 交 orthogonal 306 








U 
UD 分解 UD factorization 416 
y 
Volterra 
模型 model 343 
级 数 series 339 - 340 
W 


Wiener 模型 Wiener model 342 
WLS ( 见 “ 最 小 二 乘 : 加 权 最 小 二 乘 ( WLS)” ) 
网 络 network 
多 层 感知 ”multi layer perceptron (MLP) 378 
结构 structure 377 
径 向 基 哨 数 网 络 radial basis function network (RBF) 379 - 380 
局 部 线性 模型 树 local linear model tree (LOLIMOT) 380 
局 部 循环 全 局 前 馈 网 络 locally recurrent and globally feedforward networks (LRGF) 384 
链接 超 平面 树 (HHT) hinging hyperplane tree (HHT) 381 
人 工 神 经 网 络 artificial neural network (ANN) 12, 375, 437 
微分 方程 differential equation 
常 微分 方程 (ODE) ordinary differential equation (ODE) ( 见 “ 常 微分 方程 (ODE) ” ) 
偏 微分 方程 (PDE) partial differential equation (PDE) ( 见 “ 偏 微分 方程 ( PDE)” ) 
伪 随 机 二 值 信号 (PRBS) pseudo - random binary signal (PRBS) 120 - 126, 145, 146, 
329, 330, 423, 439 
无 刷 直流 电动 机 (BLDC) Brushless DC motor (BLDC) ( 见 “ 直 流 电动 机 ”) 
误差 error 
度量 metrics 152, 167, 352, 432 











方程 误差 equation error 9, 167, 281 

输出 误差 output error 9, 41 

输入 误差 input error 9 

误差 平方 和 sum of squared errors 152 
误差 反 向 传播 error back—propagation 379 


系统 system 
xe definition of 1 
动态 dynamic 383 
二 阶 系统 second order system 43 
仿 射 affine 24 
“ 双 真 ” biproper 165 
系统 分 析 system analysis 1 
线性 linear 24 
一 阶 系统 first order system 42 
下 山 单纯 形 法 downhill simplex algorithm 357 -358 
先 验 假设 a priori assumptions 12, 314, 334, 425, 432, 444 
先 验 知识 a priori knowledge 8, 12, 298 
线性 调频 信号 ”chirp ( 见 “ 扫 描 正弦 信和 号”) 
相关 分 析 correlation analysis 11, 13, 113-118, 140 
FAK PKL correlation function 
WEHEIT ST recursive calculation 139 - 140 
快速 计算 fast calculation 136 - 139 
相关 图 correlogram (Jl “ AHK% ( ACF)” ) 
小 波 变换 wavelet transform 14, 68 -69 
协 方差 图 数 covariance function 36 
协 方差 矩阵 covariance matrix 225, 254 
调整 manipulation 253 -254 
增 大 blow-up 251 
协 方差 形式 的 离散 平方 根 滤波 (DSFC) discrete square root filtering in covariance form (DSFC) 
斜坡 函数 ramp function 78 
谐振 频率 resonant frequency 45 
新 息 innovation 405 
信号 signal 
幅度 调制 广义 随机 二 值 amplitude -modulated generalized random binary (W “WE REDE till 
广义 随机 二 值 信号 CAGRBS)” ) 
幅度 调制 伪 随 机 二 值 amplitude - modulated pseudo - random binary ( 见 “ 幅 度 调制 随机 
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二 值 信号 (APRBS) 
广义 随机 二 值 generalized random binary ( 见 “ 广 义 随 机 二 值 信 号 (GRBS)”) 
离散 随机 二 值 discrete random binary ( 见 “ 离 散 随 机 二 值 信号 (DRBS)” ) 
随机 二 值 random binary ( 见 “ 随 机 二 值 信号 (RBS)”) 
伪 随 机 二 值 pseudo -random binary ( 见 “ 伪 随机 二 值 信号 (PRBS)”) 
信赖 域 法 trust region method ( 见 “Levenberg - Marquart 算法 ”) 
信息 和 矩阵 information matrix 429 -430 
言 息 形式 的 离散 平方 根 滤波 (DSFI) discrete square root filtering in information form (DSFI) 
信息 准则 information criterion 
Akaike (Ji “Akaike 信息 准则 (AIC)”) 
贝 叶 斯 “Bayesian ( 见 “ 贝 叶 斯 信息 准则 (BIC)”) 
序 贯 无 约束 极 小 化 方法 (SUMT) sequential unconstrained minimization technique ( SUMT) 
362 
旋转 式 干 燥 机 rotary dryer 480 
训练 training 375 


























Y 


Yule - Walker 方程 Yule -Walker equation 172, 173 
验证 validation 8, 444 -446 
WRITER hydraulic actuator 461 - 468 
遗忘 因子 forgetting factor 249, 250 
异常 值 检测 与 消除 ”outlier detection and removal 442 - 444 
5| engine 
内 燃 机 internal combustion engine 382, 398, 501 -504 
引擎 试验 台 engine teststand 482 -484 
K KREE implicit function theorem 297 
ttt optimization 
Gauss — Newton 算法 Gauss - Newton algorithm 361 
Levenberg - Marquart 算法 Levenberg - Marquart algorithm 362 
Newton - Raphson 算法 Newton - Raphson algorithm 356 
Newton 法 Newton algorithm 360 
点 估计 point estimation 354 
迭代 iterative 437 
多 维 multi - dimensional 357 -362 
二 阶 方法 second order methods 356, 360 
JEPE non-linear 353 
分 半 算 法 bisection algorithm 356 
黄金 分 割 搜索 golden section search 355 
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EHIE zeroth order methods 355, 357 
区 域 消 去 算法 region elimination algorithm 355 
梯度 gradient 369 -370 
梯度 下 降 算法 gradient descent algorithm 359 
下 山 单纯 形 法 downhill simplex algorithm 357 
信赖 域 法 trust region method 362 
一 阶 模型 ”first order methods 356, 359 
一 维 one - dimensional 354 -357 
约束 constraints 362 -364 
准 牛 顿 法 quasi - Newton algorithms 361 
有 限 差 分 finite differencing 283 
有 限 脉 冲 响应 (FIR) finite impulse response (FIR) ( 见 “ 模 型 : 有 限 脉 冲 响 应 (FIR)”) 
289 
有 效 性 ”efficiency 160, 161, 513 
预报 ,一 步 预 报 prediction, one step prediction 166 
Willens -校正 带 设 定 predictor - corrector setting 404 
预报 误差 模型 (PEM) prediction error method (PEM) 367 -369 
JAY PK prototype function 68 
约束 constraint 161, 209-210, 353, 362 -367 





Z 


z 一 变换 z-transform 29 
增 广 最 小 二 乘 (ELS) extended least squares (ELS) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 增 广 最 小 二 乘 (ELS)”) 
振荡 oscillation 159 
正 交 关系 orthogonality relation 158 
正 交 相关 性 orthogonal correlation 98 - 104, 437 
正 态 分 布 normal distribution 160 
PUTA actuators 453 
直流 电动 机 “DC motor 
进 给 传动 feed drive 〈( 见 “机 械 加 工 中 心 ”) 
普通 直流 电动 机 classical DC motor 458 -461 
无 刷 直流 电动 机 (BLDC) brushless DC motor (BLDC) 454 -458 
SCORE exponential forgetting 208 -210，248 
恒定 遗忘 因子 constant forgetting factor 248 -252 
可 变 遗 忘 因子 variable forgetting factor 252 
周期 图 Periodogram 69 -70 
主 成 分 分 析 (PCA) principal component analysis (PCA) 223 
转移 矩阵 transition matrix 28 
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状态 变量 滤波 需 state variable filter 283 
状态 空间 state space 27, 31, 303, 321 -327 
准 牛 顿 算法 ”quasi-Newton algorithms ( 见 “ 优 化 : 准 牛顿 算法 ”) 
子 空间 subspace 
HERE of a matrix 306 
子 空间 辨识 ”subspace identification 307 -310 
子 空间 法 subspace methods 12, 303 -314，437 
自 回归 (AR) auto-regressive (AR) ( 见 “ 模 型 : 自 回归 (AR)”) 
自 回归 滑动 平均 (ARMA)  auto—regressive moving-average (ARMA) ( 见 “ 模 型 : 自 回归 滑 
动 平均 ( ARMA)” ) 
自 适 应 控制 ”adaptive control 260 
ÁX žE (ACF) auto-correlation function (ACF) 34, 39, 112-113, 132 -134, 136 - 
139, 195 
自 协 方差 图 数 auto-covariance function 36, 40 
总 体 最 小 二 乘 (TLS) total least squares (TLS) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 总 体 最 小 二 乘 (TLS)”) 
最 佳 线性 无 偏 估计 (BLUE) best linear unbiased estimator (BLUE) 161 
最 速 下 降 法 steepest descent algorithm 359 
最 小 二 乘 least squares 245 
Kiefer - Wolfowitz 算法 (KW) Kiefer - Wolfowitz algorithm (KW) 228 -231 
MIMO 系统 MIMO system 332 
Tikhonov 正则 化 “Tikhonov regularization (iL “Tikhonov 正则 化 ”) 
等 式 约束 equality constraint 161 - 162 
递 推 方法 的 启动 start-up of recursive method 201 -202 
递 推 辅助 变量 (RIV) recursive instrumental variables (RIV) 226, 436 
递 推 广 义 最 小 二 乘 (RGLS) recursive generalized least squares (RGLS) 218 
弟 推 加 权 最 小 二 乘 (RWLS) recursive weighted least squares (RWLS) 207 
递 推 相 关 - 最 小 二 乘 (RCOR - LS) recursive correlation and least squares (RCOR - LS) 
198 
弟 推 增 广 最 小 二 乘 (RELS) recursive extended least squares (RELS) 436 
弟 推 最 小 二 乘 (RLS) recursive least squares (RLS) 199 -206, 255 -258, 416, 
418 -419 436 
非 参 数 中 间 模 型 non-parametric intermediate model 193 - 198 
非 递 推 辅助 变量 (IV) non-recursive instrumental variables (IV) 223 -226, 435 
非 递 推 最 小 re (LS) non-recursive least squares (LS) 165-182, 434, 417 -418 
非 线 性 稳 态 过 non-linear static process 156 - 158 
辅助 变量 instrumental variables (IV) 292 
广义 总 体 最 小 二 乘 (GTLS) generalized total least squares (GTLS) 223 
广义 最 小 二 乘 (GLS) generalized least squares (GLS) 216 -219, 434 
归 一 化 最 小 均 方 (NLMS) normalized least mean squares (NLMS) 233, 436 
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几何 解释 geometrical interpretation 158 - 159 

加 权 最 小 二 乘 (WLS) weighted least squares (WLS) 206 -208，276 

结构 总 体 最 小 二 乘 (STLS) structured total least squares (STLS) 223 

连续 时 间 continuous-time 280 -283 

偏差 ”bias 173 

偏差 校正 (CLS) bias correction (CLS) 220, 435 

AR VE (FR-LS) frequency response approximation (FR-LS) 

BENLE (STA) stochastic approximation (STA) 227-233, 436 

特征 值 eigenvalues 256 

相关 -最 小 二 乘 (COR -LS) correlation and least squares (COR -LS) 195-198, 292, 
332 -333 ，435 

IÆ covariance 174 - 176 

增 广 最 小 二 乘 (ELS) extended least squares (ELS) 219 -220, 434 

间 数 遗忘 exponential forgetting ( 见 “ 指 数 遗 忘 ” 

总 体 最 小 二 乘 (TLS) total least squares (TLS) 221 -223, 435 

最 小 均 方 (LMS) least mean squares (LMS) 233 

最 小 均 方 (LMS) least mean squares (LMS) ( 见 “ 最 小 二 乘 : 最 小 均 方 (LMS)”) 
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